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AVERTISSEMENT. 


Nous  étudions  successivement  dans  noire  cours  les  déterminants, 
la  résolution  des  équations  et  les  formes  algébriques.  L'expérience 
nous  a  appris  qu'il  est  avantageux  de  commencer  par  la  théorie 
des  déterminants;  celle-ci  constitue  une  algèbre  à  part  formant  un 
tout  homogène  et  qui  n'exige  d'autre  connaissance  que  celle  des 
premiers  éléments  de  l'algèbre  ordinaire.  Or,  les  déterminants  se 
présentent  à  chaque  instant  dans  la  théorie  des  équations;  il  est 
indispensable  d'en  connaître  les  propriétés  principales  pour  donner 
à  certaines  questions   tous  les  développements  qu'elles  comportent. 

Dans  la  seconde  partie,  il  nous  a  paru  utile  et  intéressant  de 
traiter  d'une  manière  assez  étendue  divers  problèmes  sur  la  trans- 
formation des  équations  et  d'exposer  les  différents  genres  de 
méthodes  employées  par  les  géomètres  pour  résoudre  algébriquement 
les  équations  des  quatre  premiers  degrés.  Dans  un  dernier  chapitre, 
nous  nous  occupons  des  fractions  continues  périodiques,  des  produits 
infinis  et  des  propriétés  des  nombres  entiers.  Si  l'on  n'expose  pas 
ces  diverses  questions  dans  le  cours  d'algèbre,  les  jeunes  gens 
pourraient  ne  pas  les  rencontrer  dans  la  suite  de  leurs  études; 
ce  qui  serait  une  lacune  regrettable. 

Dans  cette  deuxième  édition,  on  trouvera  une  démonstration  nou- 
velle que  toute  équation  a  une  racine,  ainsi  qu'une  méthode  de  calcul 
des  racines  incommensurables  différente  fle  celle  de  Newton.  Nous  y 
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avons  encore  introduit  de  nombreuses  améliorations  de  détail,  notam- 
ment dans  l'élude  de  la  fonction  entière,  dans  le  problème  de  la 
séparation  des  racines,  dans  la  théorie  de  Péliminaiion  que  nous  avons 
complétée  par  la  résolution  effective  d*un  système  d'équations  à  un 
nombre  quelconque  d'inconnues. 

Nous  avons  consulté  spécialement  sur  la  théorie  des  équations 
les  ouvrages  de  J.  Serret,  Matthiessen,  Petersen,  Wertheim, 
Herr,  etc.  Des  exercices  suffisamment  nombreux  accompagnent  toutes 
les  théories  importantes. 

La  dernière  partie  a  pour  but  d'initier  les  jeunes  gens  à  la 
théorie  des  formes  algébriques.  Guidé  par  les  travaux  de  Faà  De 
Bruno,  Clebsch,  Gordan,  Kerschensteiner,  etc.,  nous  avons  déve- 
loppé suffisamment  les  méthodes  en  usage  dans  l'étude  des  formes 
binaires,  en  insistant  particulièrement  sur  la  méthode  symbolique 
allemande  qui  constitue  définitivement  l'instrument  le  plus  commode 
et  le  plus  avantageux  de  cette  algèbre  nouvelle.  Il  est  temps  que 
la  jeunesse  belge  se  familiarise  avec  ces  théories  devenues  classiques 
dans  d'autres  pays.  C'est  de  ce  côté  qu'il  faut  tendre;  le  champ  est 
vaste  et  bien  des  problèmes  demandent  encore  une  solution  défi- 
nitive. 
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DE    LA 


THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS. 


PRINCIPES 


DE    L4 


THÉORIE  DES   DÉTERMINANTS 


S  ^• 

DÉFINITIONS,     PROPRIÉTÉS    ET    DÉVELOPPEMENTS    DES    DÉTERMINANTS. 

1.    Lorsqu'on  échange  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres  d'un 
produit   de   n  facteurs 

abc  ...  A7, 

on  obtient  un  nombre  de  permutations  égal  à 

I  .2  .  3  . . .  ^î  =  w  ! 

Elles   se  distinguent  les  unes  des  autres  par  la  disposition  des  lettres, 
mais  elles  ont  la  même  valeur  algébrique.  Ecrivons,  dans  chacune  d'elles 

et    toujours   suivant   Tordre   naturel,    les   indices    i,  2,  3 n\    ces 

permutations  où  la  succession  des  lettres  change  de  l'une  à   l'autre  for- 
meront des  produits  différents.  D'un  autre  côté,  étant  donnée  l'une  d'elles, 
par  exemple,  ftiCafts  .  .  .  /„,  en  disposant  les  lettres  dans  l'ordre  alphabétique, 
il  vient  :  «56^02  .../»,  et  les  indices  ne  sont  plus  dans  l'ordre  naturel': 
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des  nombres;  à  toute  permutation  entre  les  lettres,  en  correspond  une 
autre  entre  les  indices.  Il  en  résulte  qu'en  partant  du  produit 

aib2C5dn  ...  In, 

où  les  indices  et  les  lettres  se  présentent  dans  l'ordre  normal,  on  trouve 
les  mêmes  résultats  en  permutant  les  lettres  sans  toucher  aux  indices  ou 
en  permutant  les  indices,  en  laissant  les  lettres  dans  l'ordre  alphabétique. 
Cela  étant,  nous  appellerons  permutations  du  produit  de  n  éléments 

tous  ces  résultats  différents  provenant  soit  de  l'échange  des  lettres,  soit 
de  réchange  des  indices. 

Quand  deux  lettres  ne  se  trouvent  pas  dans  l'ordre  alphabétique  dans 
une  permutation,  on  dit  qu'elles  présentent  une  inversion;  il  en  est  de 
même  pour  deux  indices  qui  ne  sont  pas  dans  l'ordre  naturel  des  nombres. 
On  détermine  les  inversions  d'un  produit  en  comparant  le  premier  élément 
à  tous  ceux  qui  le  suivent,  le  second  à  tous  ceux  qui  le  suivent  etc.  Ainsi, 
dans  le  produit  Cidifza,ei,b6,  il  y  a  huit  inversions  savoir  :  ca,  ch,  da,  dh,  fa, 
fe,  fh,  eh;  le  produit  ttib^Cido  n'offre  pas  d'inversions  par  rapport  aux  lettres, 
mais  il  en  présente  cinq  par  rapport  aux  indices;  ce  sont:  43,  41,  42,  31,  32. 

On  partage  les  permutations  en  deux  classes,  les  permutations  paires  et  les 
permutations  impaires.  Une  permutation  est  paire  ou  impaire  suivant  qu'elle 
présente  un  nombre  pair  ou  impair  d'inversions.  Dans  les  six  permutations 

abc,  cab,    bca, 
.  acby   bac,   cha, 

les  trois  premières  sont  paires  et  les  trois  autres  impaires;  la  première  n'a  pas 
d'inversions;  on  regarde  zéro  comme  faisant  partie  des  nombres  pairs. 

Dans  la  théorie  des  déterminants,  il  est  utile  de  considérer  comme  posi- 
tives les  permutations  paires,  et  comme  négatives  les  permutations  impaires; 
dans  ce  qui  va  suivre,  les  expressions  «  permutations  paires  et  impaires,  » 
«  permutations  positives  et  négatives  »  auront  la  même  signification. 

On  distingue  encore  les  permutations  circulaires  ;  on  appelle  ainsi 
celles  que  Ton  obtient  avec  un  produit  donné,  en  plaçant  successivement 
au  dernier  rang  le  premier  élément  sans  toucher  aux  autres.  Ainsi 

abcde,     bcdea,     cdeab,     deabc,     eabcd, 

sont  des  permutations  circulaires. 
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9  Une  permiUation  change  de  classe  par  l'échange  de  deux  éléments. 
Supposons  d'abord  que  deux   élî'menls  a  et  \)  soient  consécutifs,  et  con- 
sidérons la  permutation 

(jc)  mah^ 

où  M  et  N  représentent  respectivement  l'ensemble  des  éléments  qui  pré- 
cèdent a  et  qui  suivent  h;  par  l'échange  des  lettres  a  et  6,  elle  devient 

{cl')  M6aN. 

S'il  n'y  a  pas  d'inversion  entre  a  et  h  dans  (a),  il  y  en  aura  une  dans 
(a'),  et  réciproquement;  mais  les  éléments  de  M  et  de  N  conservent  la 
même  relation  avec  rt  et  ?j;  il  en  résulte  que  les  permutations  (a)  et  (a') 
sont  nécessairement  de  classe  différente. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  éléments  a  et  h  soient  quelconques  ; 
on  peut  représenter,  dans  ce  cas,  la  permutation  par 

(|3)  MaP&N, 

P  désignant  l'ensemble  des  p  éléments  qui  séparent  a  et  h.  Par  p  échanges 
d'éléments  consécutifs,  elle  deviendra 

((3')  Ma6PN, 

et  par  p  -\-  i  échanges  analogues,  l'on  aura  : 

((3'')  MfePaN. 

On  doit  donc  faire  2p  -\-  i  échanges  consécutifs  de  deux  éléments  pour 
passer  de  (j3)  à  (|3")  ;  donc  la  classe  de  la  permutation  nouvelle  est  diffé- 
rente de  la  première. 

Il  résulte  de  cette  propriété  que  les  permutations  paires  et  impaires 
d'un  produit  sont  en  même  nombre;  car  à  une  permutation  renfermant 
deux  éléments  a  et  h  dans  l'ordre  ...  a  ...  h  ...,  en  correspond  une  autre  où 
ces  éléments  sont  dans  l'ordre  inverse  ...  h  ...  a  ...,  et  on  vient  de  démon- 
trer qu'elles  sont  de  classe  différente. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  deux  permutations  circulaires 

abc  ...  If     bc  ..,  la 

de  n  éléments  seront  de  même  classe  ou  de  classe  différente  suivant 
que  n  —  i  sera  pair  ou  impair;  on  passe,  en  effet,  de  l'une  à  l'autre 
par  ?î  _  I  échanges  de  deux  éléments  consécutifs. 
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3.  Première  définition  d'un  déterminant.  Un  déterminant  de  Tordre  ?i 
est  la  somme  algébrique  des  permutations  d'un  produit  de  n  éléments 

obtenues,  soit  par  l'échange  des  lettres,  soit  par  l'échange  des  indices. 
On  rencontre  des  expressions  semblables  dans  la  résolution  algébrique 
des  équations  Ju  premier  degré  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues. 
Pour  les  équations 

axX-\-hiy  -\-  CiZ  ==  di^ 

azcc -\- bzy -\- C2Z  =^  di. 
ŒsX -\- bsy -]- CsZ  =  di, 
on  sait  que  le  dénominateur  commun  des  inconnues  est  ; 

aib2Cs  — aibsC2  -\-a2bsC1  —  a^biCs  -\-  a-,biC2  —  aJjiCi. 

Cette  expression  algébrique  se  déduit  du  produit  aiftaCs  en  permutant  les 
indices  ou  en  permutant  les  lettres.  Dans  le  premier  cas,  on  écrit  succes- 
sivement chaque  chiffre  et,  à  côté,  les  permutations  des  deux  autres; 
ce  qui  donne 

123,     132,     213,     231,     312,     321; 

on  laisse  les  lettres  dans  l'ordre  alphabétique,  et  on  leur  donne  respecti- 
vement pour  indices  les  nombres  de  ces  diverses  permutations;  il  vient 
ainsi  : 

(iibiCsf     ai6jC2,     aibiCs,     (t2biCis     as&iCj,     ^36201. 

Enfin,  on  attribue  le  signe  -\~  aux  permutations  paires  i,  4,  5,  et  le 
signe  —  aux  permutations  impaires  2,  3,  6. 

Si  on  opère  sur  les  lettres,  on  écrit  successivement  chacune  d'elles,  et, 
à  côté,  les  permutations  des  deux  autres;  on  obtient  alors 

abc,     acby     bac,     bca,     cab,     cba. 

On  donne  aux  lettres  de  chaque  groupe  les  indices  i,  2,  3,  dans  le 
môme  ordre  ;  on  trouve  de  cette  manière 

(tibiCsi    aiCj&5,     &ia2Cs,     bidasf     CiCt2?>5,     Ci6aû^3. 

Il  reste  à  attribuer  aux  permutations  paires  1,4,  5,  le  signe  -}->  et  aux 
permutations  impaires  2,  3,  6,  le  signe  —  pour  obtenir  le  déterminant 
du  troisième  ordre. 
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Il  est  souvent  avantageux  de  prendre  pour  les  coefficients  une  même 
lettre  affectée  de  deux  indices;  le  système  des  équations  est  alors 

«1  la?  +  a, 8?/ -]- a,  j^r  =  i/u, 

aisx  -\-  a^iy  -\-  ai-^z  =  t/j*. 

Le  dénominateur  des  inconnues  est  toujours  la  somme  algébrique  des 
permutations  du  produit  awa^ia-^z  des  éléments  disposes  en  diagonale  aux 
premiers  membres.  On  les  trouve,  soit  en  permutant  les  premiers  indices 
sans  toucher  aux  seconds,  soit  en  permutant  les  seconds  sans  toucher 
aux    premiers.   Il   vient   ainsi    les  deux   expressions   identiques 

(ii\(i22(i3h  —  ^11^32^23  —  aiyaiia^z  -)-  a2iaii(i{z  -\-  a$\a\2Ci2s  —  asictuats, 

Lorsqu'on  forme  les  diverses  permutations  du  produit  aih2Ct.  chaque 
lettre  reçoit  successivement  les  indices  i,  2,  3;  le  déterminant  du  troi- 
sième ordre  renferme  donc  les  3^  =  g  quantités 

dly      bt,      Cl, 

a-2y  bi,  C2, 
ttst   bs,   Cs, 
et,    sous   la  seconde  forme, 

fiai)     fî22)     CtiSt 

ct5if  <î3j,  cisô  ; 

ce  sont  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  équations.  Considérons  le 
cas  général  d'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues, 

aix  -{~b,y  -]-  •"  -\-  liV  =pi, 
(liX  -\-biy  -\-  »"  -^  l2V  =  P2i 


anX-\-bny -\"*"^lnV^=Pn» 

Le  dénominateur  commun  des  inconnues  est  la  somme  algébrique  des 
permutations   du  produit    aib2Cz...ln    des   éléments   de   la  diagonale  des 
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premiers  membres;  c'est  un  déterminant  de  Tordre  n  renfermant  les  n"^ 
quantités 

rti     h\     ...     l\ 


ft2        tj 


k 


an        bn 


In 


qui,  dans  le  cas  général,  doivent  être  considérées  comme  différentes.  On 
peut  le  former  en  permutant  les  lettres  et  en  conservant  les  indices  dans 
leur  ordre  naturel,  ou  bien  en  permutant  les  indices  et  en  écrivant  les 
lettres  dans  l'ordre  alphabétique.  Avec  la  notation  à  deux  indices,  il 
faudrait  permuter  une  série  d'indices  en  laissant  l'autre  invariable. 

4.  Deuxième  définition  et  notation  particulière  d'un  déterminant.  Nous 
venons  de  voir  qu'un  déterminant  renferme  un  nombre  carré  d'éléments  ; 
de  plus,  l'ensemble  des  premiers  membres  des  équations  offre  Taspect 
d'un  carré;  on  est  ainsi  amené  à  une  notation  en  carré  entre  deux  traits 
verticaux  pour  représenter  une  telle  expression  algébrique,  savoir  : 


ai 

ft. 

Cl 

•  <  • 

li 

a2 

b2 

Cl 

... 

h 

ai 

b, 

Ci 

... 

h 

an 

bn 

Cn 

... 

In 

Il  est  à  remarquer  que  les  éléments  du  produit  a\b2Ci  ..,  In  dont  les 
diverses  permutations  constituent  le  déterminant  sont  disposés  sur  la 
diagonale  qui  réunit  le  premier  élément  au  dernier. 

Avec  la  notation  à  deux  indices,  le  tableau  précédent  serait  : 


A  = 


an     ai  2     a\5     ...     a\„ 
a-il     a-ii     ttii     ...     a^n 

Cl'Si        an       Cl/ts        ...        ttsn 


(^nl       ani       anô 


ttn 


On    appelle    éléments   conjugués    ceux    qui    occupent    le    même    rang 
horizontalement   et   verticalement,   par  exemple,    «12  et  ^21»   ^n   et   a^u 


a.  f 


On 
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a-yf  et  as2i  etc.  Lorsque  les  éléments  conjugués  sont  égaux,  on  dit  que  le 
déterminant  est  symétrique;  ce  qui  aura  lieu  pour  le  déterminant  qui 
précède  avec  la  condition  a^»  =  ««r.  Enfin,  si  l'on  pose  a,,  =  a,2  =  '" 
=  ann  =  o,  le  carré  ne  renferme  que  des  zéros  sur  la  diagonale  princi- 
pale; on  dit  alors  que  A  est  un  déterminant  à  diagonale  vide. 

Cette  notation  conduit   à   une  deuxième   définition  d'un   déterminant. 
Étant  données  w'  quantités 


tti 

6.     . 

..     /, 

«i 

b2     . 

.     h 

as 

bs     . 

•            • 

..     h 

(In        b„ 


L 


disposées  sous  la  forme  d'un  carré  ayant  n  lignes  horizontales  et  verti- 
caleS;  on  fait  le  produit  des  éléments  de  la  diagonale  auquel  on  attribue 
le  signe  -|-;  le  déterminant  de  ces  quantités  est  la  somme  algébrique  des 
produits  n  hi  n  obtenus  en  prenant  de  toutes  les  manières  possibles  un 
élément  et  un  seul  dans  chaque  ligne,  les  produits  de  même  classe  que  celui 
des  éléments  de  la  diagonale  étant  affectés  du  signe  -[-  et  les  autres  du 
signe  — . 

Le  terme  provenant  du  produit  des  éléments  de  la  diagonale  se  nomme 
ter7ne  principal. 

D'après  cette  définition,  chaque  terme  d'un  déterminant  contiendra  sans 
répétition  et  dans  un  certain  ordre  tous  les  indices  i,  2,  3,  ...  n\  se  sera 
une  permutation  du  produit  a\b-iCs  ...  /„  et  tous  les  produits  n  à  n  représen- 
teront l'ensemble  des  permutations  du  terme  principal. 

Il  n'est  pas  nécessaire  pour  que  la  notation  en  carré  représente  un  déter- 
minant que  les  éléments  soient  des  lettres  affectées  d'indices,  et  dans  l'ordre 
que  l'on  vient  d'indiquer;  ces  éléments  sont  des  quantités  quelconques 
pouvant  se  suivre  de  n'importe  quelle  manière.  Ainsi  les  expressions 


abc 
b  c  a 
c     b     a 


I       I       I 

a       (3       y 


1  —  I  O 

2  3—1 
—  2  5  3 


a2     (32     / 
sont   des   déterminants  du  troisième   ordre.    On  les  fait  rentrer  dans  la 
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définition  précédente,  en  assimilant  par  la  pensce  leurs  éléments  à  ceux  du 
déterminant  type  du  troisième  ordre 

ftl       ^1       Cl 

fto         ^2        C2 

a^     bs     Cs 

Il  est  inutile  de  se  préoccuper  comment  on  pourrait  former  sans  se 
tromper  tous  les  produits  n  à  7i  conformes  à  la  définition;  on  trouvera  plus  loin 
des  formules  commodes  pour  calculer  un  déterminant  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  déterminer  séparément  toutes  les  permutations  du  terme  principal. 

La  notation  en  carré  pour  représenter  un  déterminant  est  très  heureuse; 
elle  met  devant  les  yeux  l'ensemble  des  quantités  qu'il  renferme,  et  elle  se 
prête  très  bien  à  l'étude  des  propriétés  de  cette  expression  algébrique; 
elle  n'a  qu'un  inconvénient  c'est  de  tenir  beaucoup  de  place  ;  aussi  on 
emploie  souvent  les  notations  abrégées 

2  ±  (libid  ...  Inj       {aihzCz  ...  In),        [CbxhiCz  ...ln\ 

pour  désigner  un  déterminant;  c'est  le  terme  principal  seul  entre  paren- 
thèses ou  accompagné  de  2«  On  peut  même  parfois  sans  inconvénient 
supprimer  les  indices  et  écrire  A  =  {abc  .,.  /). 

5.  Nous  pouvons  déjà  signaler  quelques  conséquences  immédiates  de  la 
définition  précédente.  On  emploie  généralement  le  mot  ligne  pour  indiquer 
la  disposition  horizontale  des  éléments  et  le  mot  colonne  pour  la  disposition 
verticale.  Cela  étant,  un  déterminant  ne  change  pas  lorsqu'on  substitue  les 
colonnes  aux  lignes.  Ainsi  l'on  a  : 


ai 

b, 

Ci 



ai 

ai 

as 

a* 

b2 

C2 

&. 

b. 

bs 

(h 

bz 

Cs 

Cl 

C2 

Cs 

En  effet,   les  déterminants  ayant  le  même  terme  principal,   ils  seront 
identiques  d'après  la  manière  dont  on  en  déduit  tous  les  autres. 
Avec  la  notation  à  deux  indices,  on  peut  écrire 


«Il 

ax2 

«15 

■-^^ 

ait 

«21 

«31 

a2i 

^22 

an 

«12 

«2!5 

«52 

asi 

«52 

(h-o 

«15 

«23 

«35 

et  l'on  voit  que  la  substitution  des  colonnes  aux  lignes  revient  à  échanger 
les  indices  dans  chaque  élément. 
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En  second  lieu,  un  déterminant  change  seulement  de  signe  lorsqu'on 
permute  deux  lignes  ou  deux  colonnes.  On  a,  par  exemple, 


àJ^-'W 

c7 

—  — 

az 

62 

Ci 

=  — 

bi 

ai 

Cl 

^2     ht 

Cl 

ai 

&. 

C\ 

bi 

ai 

Ci 

ai     bs 

Ci 

ai 

b. 

C5 

b, 

ai 

Cs 

car  cette  modification  revient  à  échanger  l'indice  i  avec  l'indice  2  ou  la 
lettre  fi  avec  la  lettre  6  dans  les  différents  termes  du  déterminant;  or,  on 
sait  que,  dans  ce  cas,  la  permutation  correspondante  change  de  signe;  tous 
les  termes  des  deux  derniers  déterminants  auront  la  môme  valeur  absolue 
que  ceux  du  premier,  mais  leurs  signes  seront  différents. 

Si  un  déterminant  renferme  deux  lignes  ou  deux  colonnes  identiques, 
leur  échange  est  indifférent;  d'un  autre  côté,  comme  cette  opération  change 
le  signe,  on  devrait  avoir  A  =  —  A;  par  suite,  A  =  o.  Ainsi  l'on  a  : 

=  o. 


ai 

bi 

Ct 

— 

0, 

ftl 

ai 

Cl 

ai 

bi 

Cl 

a  2 

a  2 

Ci 

as 

b, 

Cs 

as 

as 

Cs 

e.  Déterminants  mineurs.  En  vertu  de  la  notation  en  carré  d'un  déter- 
minant de  l'ordre  n,  il  est  évident  que  la  suppression  de  p  lignes  et  de  p 
colonnes  laissera  un  carré  ne  renfermant  plus  que  71 — p  lignes  et  n  —  p 
colonnes.  On  peut  ainsi  obtenir  une  série  de  déterminants  d'ordre  moins 
élevé  que  l'on  appelle  mineurs  du  déterminant  primitif.  Soit 

A  = 


ai 

bi 

Cl       . 

..     A-, 

II 

ai 

bi 

Ci      . 

..     h 

h 

as 

bs 

• 

Cs        . 

..     A-3 

h 

an       On       Cn        .  •  •       H/»       tn 

supprimons,  par  exemple,  la  ligne  et  la  colonne  qui  renferment  l'élément  fti 
il  viendra  le  déterminant  de  l'ordre  n  —  i 


A,= 


6.2 

bn 


Ci 
Cs 


ki     I2 
A3     Is 

kn      In 


=  2  ±  b%Cs  ...  /n. 
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qui  s'appelle  premier  mineur  ou  mineur  de  la  première  classe  de  A  par 
rapport  à  rélément  a\.  Comme  on  peut  répéter  celte  opération  sur  chaque 
élément,  un  déterminant  de  l'ordre  n  possède  autant  de  mineurs  de  la 
première  classe  qu'il  renferme  d'éléments.  On  les  désigne  généralement  par 
les  grandes  lettres  A,  B,  C,  ...,  portant  le  même  indice  que  l'élément 
correspondant.  En  les  réunissant  dans  l'ordre  des  éléments,  ils  formeraient 
le  tableau  suivant  : 

A,     B,     C,      ...     K,     L,  "'' 

A2     Bj     C2      .*•     Ks     Lo 


A  n        i>n       ^n        •  •  •        J^  n       l^n  • 

Si  l'on  prend  la  notation  à  deux  indices, 


^  = 


an     a\2     an     ...     am 

a^i     a  22     a-js     ...     a2n 


ani     an2     an5 
les  premiers  mineurs  se  désignent  par 

An     Au     A,5     . 
Aai      A22      A23 


Ai„ 

A2n 


Anl        An2        An5        .,,        Ann. 

Lorsqu'on  supprime  deux  lignes  et  deux  colonnes  quelconques,  le  déter- 
minant de  l'ordre  ?i  —  2  restant  s'appelle  second  mineur  ou  mineur  de  la 
seconde  classe  du  déterminant  primitif.  En  laissant,  par  exemple,  les  deux 
premières  lignes  et  les  deux  premières  colonnes,   on  trouve  le  déterminant 

d; 


Cl 


^4 


dn 


h 
h 

In 
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les  lignes  et  les  colonnes  supprimées  ont  en  commun  les  éléments  du 
déterminant 

a,     ?>, 

et  le  déterminant  de  l'ordre  n  —  2  qui  précède  est  le  second  mineur  de 
A  par  rapport  à  ce  déterminant  du  second  ordre. 

En  général,  par  la  suppression  de  j)  lignes  et  de  j)  colonnes,  on  trouve 
un  déterminant  de  l'ordre  n  —  p  que  l'on  appelle  mineur  de  la  j)^^'  classe 
de  A  correspondant  au  déterminant  de  Tordre  p  formé  par  les  éléments 
communs  des  lignes  et  des  colonnes  supprimées. 

1.  Développeinent  d'un  déterminant  suivant  les  éléments  d'ime  ligne  et 
d'une  colonne.  Soit  le  déterminant  de  l'ordre  n 


A  = 


«2 


Ih 

Cl        . 

.   h 

1)2 

C2     . 

..   12 

bs 

c$      . 

..   h 

=  1  ±1  aib2Cz  ...  kn-iln. 
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Les  différents  termes  de  A  qui  renferment  l'élément  «i  s'obtiennent  en 
permutant  de  toutes  les  manières  possibles  les  autres  éléments;  ce  qui 
donne  le  déterminant  de  Tordre  n  —  i,  2  zb  620$  ..,  h  résultant  de  la 
suppression  de  la  première  ligne  et  de  la  première  colonne.  Le  détermi- 
nant A  renfermera  donc  une  première  série  de  termes  ayant  «i  en 
facteur  représentés   par 

aCZ  i  hiCid/i ...  In. 
En  échangeant  a  et  h,  il  vient 

6j2  it  (t2Csdi  .,,  In 

pour  l'ensemble  des  termes  renfermant  ^i  ;  il  faut  le  signe  —  à  cause  de 
la  permutation  de  a  en  b,  La  somme  désigne  le  déterminant  obtenu  en 
laissant  la  première  ligne  et  la  deuxième  colonne. 

En  changeant  6  en  c,  on  trouve  également  Texpression 

Ci2  dz  dibidk ...  In) 
qui   représentera   la   suite   des   termes   ayant   d    en   facteur  ;    la   Somme 
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désigne  encore  le  déterminant  provenant  de  la  suppression  de  la  première 
ligne  et  de  la  troisième  colonne  ;  ainsi  de  suite.  L'ensemble  des  termes 
contenant  It  sera  représenté  par 

(—  i)"~'Zi2  àz  a2b'oCi ...  kn-i. 

Or,  par  définition,  les  sommes  qui  accompagnent  les  éléments  ai,  —  &|, 
j^Cif  •••  ( —  i)"""'^i  sont  les  mineurs  de  la  première  classe  par  rapport  à 
ces  éléments.  Il  en  résulte  que  nous  aurons  la  formule  suivante  : 

A=a,A, +/>iB,  +C.G, -1 [-/.L,, 

avec  cette  condition  que,  d'après  la  composition  du  déterminant,  il  faut 
attribuer  aux  mineurs  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs.  Le 
second  membre  de  cette  égalité  renferme  un  nombre  de  termes  repré- 
sentés par 

n{i  .2.3  ..,  n  —  i)=zn\ 

comme  le  déterminant   A. 

En  suivant  le  même  raisonnement  et  en  permutant  successivement  les 
indices  deux  à  deux,  on  arrive  aussi  à  la  relation 

A  =  «1  A|  -|-  a2k2  +  ^5 A3  +  •  •  •  +  ct»An 

oîi  l'on  doit  donner  aux  mineurs  des  signes  alternativement  positifs  et 
négatifs.  C'est  la  formule  qui  donne  le  développement  de  A  suivant  les 
éléments  de  la  première  colonne. 

,  Il  est  évident  qu'il  existe  un  développement  semblable  pour  chaque 
ligne  et  pour  chaque  colonne.  Afin  de  fixer  le  signe  des  mineurs  dans 
chaque  formule,  on  ramène  la  ligne  ou  la  colonne  que  l'on  considère  à 
la  première  place  par  des  permutations  de  lignes  et  de  colonnes,  en  obser- 
vant que  le  déterminant  change  seulement  de  signe  par  un  nombre 
impair  de  ces  permutations,  tandis  qu'il  conserve  le  même  signe  pour  un 
nombre  pair.  Ainsi  l'on  aurait 

A  =  ft2A2  -j-  ?>2B2  -j-  C2C2  4-  •-  4"  ^2l'2, 

A  =  (hAz  +  hô^5  -{-  CsCj  -\ \-  IsLs, 

dans  la  première  formule,  on  alternera  les  signes  en  commençant  par  le 
signe  —  pour  A2  ;  car,  pour  ramener  la  seconde  ligne  à  la  première  place, 
il  suffit  d'un  écharge  de, deux  lignes;  dans  la  seconde  formule,   il  faudra 
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commencer  par  le  signe  -[-  pour   As,   puisqu'il  faut   deux   échanges  de 
lignes  pour  ramener  la  troisième  au  premier  rang;  et  ainsi  de  suite. 
Appliquons  ces  principes  au  déterminant  du  troisième  ordre 

A  =     tti     bi     Cl 

as     hs     Cs 

•t 

En  mettant  le  signe  des  mineurs  en  évidence,  l'on  aurait  : 

A  =  «lAi  —  6iBi  +CiCi  =  —  a2A2  +  &2B2  —  C2G2  =a3Â3  —  hshs-^-dtst 
A  =  aiAi  —  a2A2  -\-  asAz==  —  hiBi  -\-b2Bi  —  hsBs=  CiCi  —  C2C2-I-C3C6, 

ou  bien,  en  remplaçant  les  mineurs  par  leurs  valeurs 


A   a, 

b. 

C2 

-&i 

«2 

C2 

4- Cl 

ft2 

b2 

bs 

Cz 

as 

Cs 

as 

bs 

=  ^2 

bi 

Cl 

+  &2 

ai 

Cl 

—  C2 

ai 

bi 

bs 

Cs 

as 

Cs 

as 

bs 

as 

bi 

b2 

Cl 

C2 

-bs 

ai 
a^ 

Cl 

C2 

+  C3 

ai 
ai 

bi 
b. 

=  ^1 

b2 

C2 

—  a2 

bi 

Cl 

—  as 

bi 

Cl 

bs 

Cs 

bs 

Cs 

b. 

C2 

=  -  b, 

a2 

C2 

+  b. 

ai 

Cl 

—  bs 

ai 

Cl 

as 

Cs 

(Ï3 

Cs 

«2 

C2 

—  Ci 

a2 

b-2 

—  C2 

ai 

bi 

+  C5 

ai 

bi 

as 

bs 

■ 

as 

bs 

ai 

b2 

En  vertu  des  explications  précédentes,  on  peut  opérer  comme  suit  pour 
trouver  le  signe  d'un  mineur  par  rapport  à  un  élément  quelconque.  Afin 
de  fixer  les  idées,  proposons-nous  de  trouver  le  signe  du  mineur  de  d^  dans 
un  déterminant  de  l'ordre  n.  Admettons  que  l'on  marche  sur  la  première 
ligne  à  partir  de  «i,  en  alternant  les  signes  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à 
la  ligne  des  éléments  cl;  on  arrivera  sur  di  avec  le  signe  — ;  on  descend 
ensuite  sur  la  ligne  des  éléments  d  en  changeant  le  signe  chaque  fois  qu'on 
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traverse  une  ligne;  on  tombe  de  celte  manière  avec  le  signe  -\-  sur  </*; 
donc  le  mineur  de  d*  doit  être  affecté  du  signe  positif. 
Soit  encore  le  déterminant  représenté  par 

A  = 


an 
(lit 


(h  9 
(t22 


Cl  m 
Cl2n 


Clkl         (f'k2 


Ctkl 


dkn 


Ctfil        f^n2 


et  cherchons  le  signe  du  mineur  relatif  à  l'élément  aui;  dans  ce  but,  l'on 
doit  par  des  échanges  de  lignes  et  de  colonnes  ramener  cet  élément  à  la 
première  place  ;  par  l  —  i  échanges  de  deux  colonnes  consécutives, 
rélément  aui  occupera  le  premier  rang  de  la  /c'^*"^  ligne  horizontale  ; 
ensuite  par  k  —  i  échanges  de  lignes,  cet  élément  prendra  la  première 
place.  Toutes  ces  opérations  reviennent  à  multiplier  le  déterminant  par 
( —  i)*+î-2  ou  ( —  1^+'.  Le  signe  du  mineur  Aki  sera  donc  positif,  si  la 
somme  des  indices  de  l'élément  aki  est  paire,  et  négatif  dans  le  cas  con- 
traire. Il  est  utile  d'observer  que  les  premiers  mineurs  des  éléments  de  la 
diagonale  sont  tous  positifs. 

8.  Les  développements  qui  précèdent  conduisent  à  des  conséquences 
importantes  que  nous  allons  signaler.  4*  Quand  tous  les  éléinents  d'une 
ligne  ou,  d'une  colonne  sont  nuls,  le  déterminant  est  égal  à  zéro.  Ainsi 


^2 

h. 

C2 

«3 

h 

Cs 

O 

o 

o 

=  o, 


o 


o 


6. 

Cl 

h2 

C2 

h 

Cs 

o 

Cl 

o 

Ci 

o 

Cz 

=  o; 


as 

car  tous  les  termes  du  développement  suivant  les  éléments  de  ces  lignes 
s'annulent  par  la  présence  du  facteur  zéro. 

2"  Quand  tous  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colojine  sont  nuls 
excepté  l'un  deux,  l'ordre  du  déterminant  s'abaisse  d'une  unité.  On  a, 
par   exemple, 

=  rt,Ai  -\-o  .  A2-\-o  .  As  =  ai 


(h 

0 

0 

ttj 

h. 

C2 

as 

h 

Cf 

1)2 


Ci 
Cs 


*i 
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De  même 
o      hi     o 

«2         &2         C2 

as     h  s     Cs 


a2 

C2 

> 

Ch 

Ci 

«I     /^i      o 

(12        ^2        O 

«S     hi     cj 


=  C5 


«1     ^I    . 


3**  6^M  délerminanl  se  réduit  à  son  terme  principal,  quand  tous  les 
éléments  d'un  même  côté  de  la  diagonale  sont  nids.  En  efTet,  pour  un 
déterminant  du  4™*'  ordre,  par  exemple,  on  a  successivement 


a,  o  o  o 

^2  ^2  o  o 

a^  h-,  C'o  o 

«i  /^  c^ 


==  a\ 


ho  o  O 
hs  Ci  o 
64      Ci      rf< 


=  ai/>2 


C3      o 
Ci      t^ 


=  axhiddu. 


4"  Poi^r  multip    ■  '■'  un  déterminant  par  p,  il  suffit  de   multiplier  les 
éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  par  ce  facteur.  On  a  : 

p  .  ^  ^=paxkx-\- ph\V,x -\-pCi(^i=     pai     pbi     pci 

«2  &2  C2 

as      bs       Cs     I 

5"  Si  les  éléments  de  deux  lignes  ou  colonnes  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  constant,  le  déterminant  est  égal  à  zéro.  Car  il  vient  : 


=  p 


I  ai  ai  Cl 

I 

az  a2  C2 

■  as  as  Cs 


o. 


ipai     ai     Cl 
pa2     «2>    C2 
pas     as     Cs 
G"  Si,  dans  l'un  des  développements 

aïki  4"  ^^BI  +  ciCi  -|-  •••  -\-  /iLi, 
on  remplace  les  éléments  qui  s' y  trouvent  par  ceux  d'une  autre  ligne  quoi- 
conque,  le  résultat  est  nul;  il  en  est  de  même  si,  dans  l'une  des  expressions 

aiki-{-a2^2'\-  asks'\-  •"  -\-ankn. 
on  remplace  les  éléments  par  ceux  d'une  autre  colonne.  En  effet,  en  sub- 
stituant,   par   exemple,    aux    éléments    «,,  ^i,  ...  ^,    ceux  de  la    seconde 
ligne  «2,  ^1,  ...,  h,  l'expression 

ft2Ai  +  1)2^1  +  C2C1  -j-  •••  4"  hl'i 

représente  le  déterminant  obtenu  par  cette  substitution,   les   coenicients 
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Al     Bi    ...   Li   étant  toujours  les  mineurs  de   la  première   ligne;   or,   ce 
déterminant  est  nul  puisqu'il  renferme  deux  lignes  identiques. 

Avec   la  notation  à  deux   indices,  pour   un   déterminant  de   l'ordre  n, 
cetle  propriété  s'exprime  ainsi  :  Les  développements 

ajtAii  -f-  aj2A,2  -1-  •  •  -j-  ftjnA.n 
représentent   le   déterminant    A    lorsque  j   est  un   no?nbre   de  la  suite 
I,  2,  3  ...  w,  et  égal  à  i;  tandis  que  si  j  est  différent  de  i,  ils  s'annulent. 
Pour  un  déterminant  du  troisième  ordre,  on  aurait  les  douze  relations 

ftaAi  -\-  &2B,  +  C2C1  =  o,     asAj  -f  ^jB,  -\-  C3C1  =0; 

aiAz  -[-  b\^2  ~\-  CiC.2  =  o,    ^ft5A2  -\-  ?>5B2  -{-  C5C2  =  o; 

ftiAs  4-&1B5  +  C1C3  =  0,     a2A5-\-b2f'^'^^a^^Ci  =  0, 

biAi '\-b2A2-\-biA5=  o,     C1A1-J-C2A2'  col'3A6  =  o; 

a,B| -)- ^2B2 -H  a5B3  =  o,     CiB, -|- C2B2 -^  CsBs  =  o; 

ftiCi  -}- doCa -|- asCs  ^  o.     biCi -\-b^Ca-\-btCs  =  o. 

1"  On  peut  toujours  élever  l'ordre  d'un  déterminant  sans  changer  sa 
valeur.  Ainsi,  d'après  les  propriétés  précédentes,  on  a  les  égalités 


fti   bi 

= 

I    0   0 

I   X   y 

= 

1000 

■■^- 

i  X   y  z 

a»  62 

X  fti  bi 

0  fti   b{ 

X   i    0    0 

0  l    t    u 

y  ft2  &2 

0  as  bi 

y   t  a,  bi 

0  0  ai  bi 

z  îi  ai  bi 

0  0  a»  bi 

Aingi  de  suite.  Les  éléments  x^  y,  z,  ty  u  sont  des  quantités  quelconques. 
O.   La  formule  fondamentale 

A  =  ftiAi -|- &iBi -(-CiC| -^  "  liLt 
permet  de  remplacer  un  déterminant  de  l'ordre  n  par  une  expression  ne 
renfermant  que  des  déterminants  de  l'ordre  n  —  i  ;  dans  cette  dernière, 
on  peut  substituer  à  Ai,  Bi...  des  expressions  ne  renfermant  que  des 
déterminants  de  l'ordre  w  —  2;  en  continuant  ainsi  on  arrive  finalement 
à  la  valeur  du  déterminant  A.  Il  est  nécessaire  de  donner  quelques 
applications  pour  indiquer  la  marche  à  suivre  dans  les  différents  cas 
qui  peuvent  se   présenter. 

Remarquons  d'abord  que  les  déterminants  du  second  ordre  se  calculent 
immédiatement.  On  a  : 


Un     bi 


=  aj)i  —  r^b^, 


1  —  2 

2  3 


=^1.3  —  2'  —  2^=  7, 


I  o 


2   3 


=  3' 
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Pour  un  déterminant  du  troisième  ordre  dont   tous    les    éléments   sont 
différents  de  zéro,  on  prendra,  par  exemple,  la  formule 

ai     hi     Cl 
ai     J)-2     C2 

«3       bs       Cs 

On  trouve  de  cette  manière  : 


=  ai 

bi     C2 

—  ai 

bt 

Cl 

+  «5 

bi 

Cl 

bi     Cz 

bs 

Cs 

b. 

C2 

(a) 


(b) 


(c) 


(<f) 


(«) 


2  3 

3  4 

4  5 

2  I 

6  7 

I  4 


= 

3     4—2 

2      3 

+  3 

2      3 

4     5 

4     5 

3     4 

= 

=  _  I  _  2{-~ 

2)  +  3( 

-0  = 

=  o. 

3 

5 

2 

3Ci       Vi  I 

Xi       IJi  I 

iPs       2/3  I 

a     b     e 
b     c     f 

e     f    9 
I       a  —  b 

a       I       c 

b  —  c       I 


=  3 

6     7 

—  5 

2     I 

-f-  2 

2     I 

I     4 

I     4 

6     7 

=  3(17 

)-5(7)  +  2(8)  =  3 

2. 

Xi 

2/2 

I 

J?2 

2/1      I 

-j-  Xi 

2/'      ï 

2/3 

I 

2/5      I 

2/2        I 

=  X 

•  (2/2- 

-2/2 

)+^2 

(2/5  --  2/0 

+  ^3(2/ 

1       ^2). 

=  rt 

c  y 

—  h 

b     e 

~\~  ^ 

b     e 

r  ? 

f    9 

0     f 

=  œcs'  - 

ap- 

ce'  — 

9b'  + 

2bef. 

I     c 
c      I 


-|-  a 


+'> 


a  —  0 
-  c        I 
^jj^a'  +  b'  +  c\ 

Dans  les  exemples  où  certains  éléments  sont  nuls,  on  doit  opérer  le 
développement  suivant  la  ligne  qui  renferme  le  plus  d'éléments  nuls.  On 
obtient  ainsi  : 


(f) 


1  o     3 

2  I     I 
214 


+  3 


2     1 
2     I 


=  3- 


{9) 


120 

=  2 

I   2 

4   I  0 

4  I 

I  3  2 

=  -14, 


1  —  32 

0  04 

1  2    3 


1-3 
I      2 


=^  — 20. 
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(h) 


2           130 

=  2 

0  —  12    1 

0         013 

0          214 

—  12  1 
O  I  3 
214 


==2  1-—       I    3 
L  I     I    4 


+  2 


2     I 

I  3 


18. 


(0 


0  2 
4         o 

1  —  I 


o 


=  2 


1  4 

3     I 

2  o 


3 

0 

2 

I 

4 

0 

3 

I 

—  I 

—  4 


{^•) 


(0 


0 

a 

h 

c 

0 

d 

e 

f 

0 

1000 
2300 

4560 
1234 

=  bcf-\-  ade, 


I  .  3  .  6  .  4  =  72. 


=  2ab  cos  a,  —  a'  —  &^ 


o  a         h 
ai         cos  a 
/?  cos  a    I 

Il  existe  des  formules  plus  avantageuses  pour  calculer  les  déterminants 
d'un  ordre  plus  élevé  que  le  troisième,  comme  on  le  verra  dans  ce  qui 
va  suivre. 

flO.  Développement  d'un  déterminant  suivant  les  éléments  de  deux 
lignes  ou  de  deux  colonnes.  Soit  le  déterminant  de  l'ordre  n 

A  = 


(h 

^i 

Cl       . 

..        /, 

^2 

h. 

C2        . 

..        I2 

fts 

iH 

C5        . 

..      Is 

^4 

• 

lu 

Ci        , 

•             • 

a,i       U,i       Cn        ...        i/i 

Considérons  le  terme  particulier  aibzCidi  ...  l»  de  A;  à  ce  terme,  en 
correspond  un  autre  —  aihic-jd^  ...  l,^  provenant  de  la  permutation  des 
lettres  a  et  b;  en  les  réunissant,  il  vient  : 


«I     bi 

«2        ^2 


Cidi    ...   /n. 
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Laissons  a  et  b  fixes,  et  permutons  les  lettres  c,  d.  ...l  de  toutes  les 
manières  possibles;  les  termes  de  A  qui  auront  en  fadeur  le  drtermin.'ml 
(ffri^2)  seront  représentés  par 

Le  coefficient  de  (a[h2)  est  donc  le  second  mineur  de  A  obtenu  en 
supprimant  les  lignes  et  les  colonnes  qui  renferment  ces  éléments.  On 
arrive  à  une  conclusion  analogue  pour  les  coetficients  des  déterminants 
du  second  ordre 

(aiht)  {cLibi)  ...  {aibn)j  ((hbs)  ...  {(In-lbn) 

qui  résultent  des  combinaisons  deux  à  deux  des  éléments  des  deux  pre- 
mières colonnes  de  A.  En  appelant  ces  seconds  mineurs  Bi2,  Bj:,  B^  etc., 
on  trouve  le  développement  suivant  : 

A=(«i62)Bi2-]-(fi|/>3)B|54--..  +  («lM^"«  +  (f'2?'3)^25+...(rrn-i?>n)B„_,n. 

Le  nombre  de  termes  du  second  membre  est  représenté  par 
oî  {n  —  i) 


2. 


I  .  2 


(i .  2  .  3  ...  7^  —  2)  =  ni 


comme   cela   doit   être. 

Il  importe  de  remarquer  que,  dans  la  formule  précédente,  il  est  néces- 
saire d'attribuer  aux  seconds  mineurs  un  signe  convenable  et  en  rapport 
avec  la  valeur  de  A.  En  premier  lieu,  le  second  mineur  B12  doit  avoir  le 
signe  positif.  Afin  de  fixer  le  signe  des  autres,  il  faut  par  des  échanges 
de  lignes  ramener  les  coefficients  du  déterminant  du  second  ordre  aux 
deux  premières  places,  en  conservant  toujours  l'ordre  des  indices.  Ainsi, 
le  second  mineur  Bjj  sera  négatif,  parce  qu'il  faut  un  échange  de  deux 
lignes  pour  amener  az,  />3,  à  la  place  de  «o,  bt;  le  mineur  B25  sera  positif; 
il  faut  un  échange  pour  amener  «2,  b2  à  la  première  ligne  et  un  autre 
pour  amener   «3,   ^5  à  la  seconde  ligne. ^  Ainsi  de  suite  pour  les  autres. 

Développons  d'après  ces  principes  le  déterminant  du  5«  ordre 

A=      rti  ^"ï#F^^n9r-=^f     Oi 

es 
^5 


«T     ht'     Ci 

a-,     bi.    cs 


ai 


bjt' 

S 

b. 


Ok 


cs 


di 

d, 

àL 

ds 
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suivant   les    éléments   des  deux    premières   colonnes.   11  viendra,  avec   la 
notation  abrégée, 

A  =  (aib-z)  {C'od!,e&)  —  {aibz)  (02(^4^5)  +  (aib^)  (02^565)  —  (ajjs)  (cidte^) 
+  (aa&s)  (01^465)  —  («o&O  {cidzes)  +  {a2hs)  (cirfse*) 
4-  (^5^4)  (cidiCs)  —  {aM  (01^264)' 
-{-(a^hs)  (cidiCi). 
Si,    maintenant,    nous   écrivons    verticalement    les    lignes    horizontales 
de  A,  en  appliquant   la  même  règle,  nous  aurons  le  développement  de  A 
suivant  les  éléments  des  deux  premières  lignes;  ce  sera  : 

A  =  (adh)  (czdi,es)  —  (ftiC»)  (^^3^^465)  +  («1^2^  {bsCtes)  —  (atCa)  {bsCt,ds) 
-j-  (biCi)  {asdt,es)  —  (bid^)  (asde^)  +  (ptOr)  {asC^ds) 
-(-  (cid2)  (asb^es)  —  (ctez)  (fts&^cïs) 
+  (die2){azbiCs), 
Le  même   mode  de   développement   existe   relativement  à   deux  lignes 
ou  deux   colonnes  quelconques;  il  faudra  préalablement  les  ramener  aux 
deux  premiers  rangs  par  des  échanges  de  lignes  ou  de  colonnes  et  appliquer 
ensuite   la  formule. 

Le  développement  qui  précède  est  celui  qui  convient  le  mieux  pour  le 
calcul  d'un  déterminant  du  quatrième  ordre,  car  il  ne  renfermera  que 
des  déterminants  du  second  ordre.  On  a  : 

=  (aibz)  (csdi)  —  {aiC2)  (bidi)  -|-  («^1^2)  (65C4) 
+  (&iC2)  (asdi)  —  (&,rf2)  {dzCi)  -\-  (cidi)  (aibi). 


an  ^bi     Ci 
Soit   à  calculer 


A  = 


Il  viendra 


3 
6 

5     3 


A  = 

3     I 

• 

I 

6 

— 

3    I 

• 

—  2 

6 

3 

2 

• 

—  2 

I 

I    5 

—  5     3 

I    0 

4     3 

I     3 

4    - 

-5 

+ 

I     I 

• 

2    6 

I     2     . 

2 

I 

I     2     . 

i 

2    —  2 

f 

5    0 

0    3 

5 

3  1 

0 

—  5 

0 

3 

0 

4 
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ou  bien 

A  =  14.  33—  30 +  7. 6— 5.6  —  7.  10  +  24=  398. 
On  trouve  également 


t^—î 


1  2 

2  I 

• 

5  2 

I  2 

1  —  I 

2  2 

3  2 
0  2 

+ 

2  —  I 
I  2 

0  2 

1  2 

=  (-  3)  (8)  -  (4)  (6)  +  (5)  (-  2)  =  -  58, 


2 
I  o     I     2 
On  en  déduit  aussi  les  relations  suivantes 

at     bi     o   o   =  (ai&2)  (csrf*), 
«2  &2  o   o 

«3   &5   C3  ds 
(lit         O4    Cj    Ct4 

ai  di  bi  Cl 

o  o  &2  C2 

«3  ^3  bs    Cs 

o  o  64  C4 

11.  Développement  d'un  déterminant  suivant  les  éléments  de  p  lignes 
ou  de  p  colonnes.  Etant  donné  le  déterminant 


ai  bx 

Ci  di 

= 

0   62 

Ci    0 

as  bs 

cs  ds 

0  &4 

Cl    0 

0 

0 

62 

C2 

0 

0 

b. 

Ci 

ai 

di 

bt 

Cl 

as 

ds 

bs 

Cs 

=  —  (b2Ci)(aids). 


ai 

bi 

Cl 

di 

Cl       . 

.        /. 
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proposons-nous  de  le  développer  suivant  les  éléments  des  trois  premières 
colonnes.  En  combinant  trois  à  trois  et  sans  répétition  les  éléments  de  ces 
colonnes,  on  obtient  les  déterminants  du  3«  ordre  (ai62Cg),  («i^jCi)  ... 
(«»&2C„);  (fti^jc*),  (aibsCs)  etc.  Cela  étant,  considérons  le  terme  aibiCid^ei 
...  In  de  A  et  permutons  de  toutes  les  manières  possibles  les  indices  i,  2,  3, 
en  laissant  les  autres  invariables,  nous  formerons  les  six  termes  du  déter- 
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minant  {aihoCs)  qui  seront  multipliés  par  df,es..,ln.  Tous  les  termes  de 
A  qui  renfermeront  en  facteur  (rti^2C,)  s'obtiendront  en  permutant  les 
indices  4.  5,  6  ...  ?i  du  produit  duGa  .../«;  ils  seront  représentés  par 

(ciibiCi)  2  ±  diCi  ...In. 

La  somme  désigne  ici  le  mineur  de  la  troisième  classe  de  A  provenant 
de  la  suppression  des  trois  lignes  et  des  trois  colonnes  qui  ont  en  commun 
les  éléments  du  déterminant  («i^sfs).  H  est  évident  que  les  coefficients 
des  autres  déterminants  du  3®  ordre  (fti^sc*),  {aib-cCs)  ...  seront  aussi  des 
mineurs  de  la  3*  classe  obtenus  de  la  même  manière;  en  les  désignant 
par  B125,  B124  ...,  il  viendra  le  développement, 

A  =  (aib2C5)  B,25  +  {aib2Ci)  B124  +  •••  -]-(ftrt-2&n_lC„)  Bn_2n_ln. 

Le  nombre  de  termes  du  second   membre  est  donné  par   l'expression 

n  (n  —  i)  {il  —  2)  ,  , 

1.2.3  • (1-2.3  •••^i  —  3)  =  ?î! 

1.2.3 

comme  dans  le  déterminant  A. 

Enfin,  en  continuant  le  môme  mode  de  raisonnement,  on  arrive  à  cette 
conclusion  générale  :  Un  déterminmit  de  l'ordre  n  peut  se  développer 
suivant  les  éléments  de  p  lignes  ou  de  p  colonnes,  ce  développement 
renfermant  tous  les  déterminants  que  Von  peut  former  en  groupant  p  à  p 
et  sans  répétition  les  éléments  de  ces  p  lignes  ou  colonnes,  accompagnés 
des  mineurs  de  V ordre  n  —  p  correspondants.  (Laplace.) 

Le  nombre  de  termes  que  renferme  ce  développement  est  représenté 
par  l'expression 

n(n — i)...(n — p -\- i)  ,  . 

I  .  2  .  3  ...p  .— ^ ^^ ^—^ —  .  I  .  2  .  3  ...  (n  —  P)==m! 

I  .  2  .  3  ...p 

Les  déterminants  qui  entrent  dans  ces  diverses  formules  et  dont  la 
somme  des  ordres  est  n  se  nomment  déterminants  complémentaires. 

Dans  le  développement  suivant  les  p  premières  colonnes,  on  doit  attri- 
buer le  signe  -|-  au  premier  mineur  de  l'ordre  n  —  p\  les  autres  auront 
le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  l'on  peut  ramener  les  éléments  des 
déterminants  de  l'ordre  p  aux  p  premières  places  par  un  nombre  pair  ou 
impair  d'échanges  de  lignes  consécutives. 

1^.  Il  est  nécessaire  d'indiquer  quelques  conséquences  importantes 
qui  résultent  de  cette  loi  de  développement.  1"  Lorsque,  dans  un  déter- 
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minant  de  l'ordre  n,  les  éléments  communs  à  p  lir/nes  et  à  n  — p  colonnes 
sont  nuls,  il  se  réduit  à  un  produit  de  deux  délmnimints  dont  l'un  est 
de  l'ordre  p  et  l'autre  de  l'ordre  n  —  p. 
On  a,  par  exemple, 
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et,  en  général, 


an       ai2    ..•     ttip         o 

«21  «22       •••         a2p  o 


«m        «»i2 


«1. 

«12        . 

..     a,p 
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,.         Op^-n 
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«p2         . 

..     apr, 

^^«p+i 

««pf2           . 

ann 

En  effet,  dans  ce  cas,  il  ne  reste  que  le  premier  terme  ;  les  autres 
renferment  des  déterminants  ayant  une  ligne  de  zéros  pour  éléments. 

2o  Sf,  après  avoir  partagé  un  déterminant  de  l'ordre  2n  en  quatre 
déterminants  de  l'ordre  n  par  deux  médianes,  l'une  verticale  et  l'autre 
horizontale,  tous  les  éléments  de  l'un  d'eux  sont  nuls,  le  déterminant 
proposé  est  égal  au  produit  des  deux  déterminants  partiels  adjacents  à 
celui. où  les  éléments  sont  nuls. 
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On  a 
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—  n  pour 

le 

déterminant  de  l'ordre 

2n,  et  Ton  a  aussi  :  271  —  p  =  n. 

^^Le  produit  de  deux  déterminants  d'ordre  p  et  q  peut  toujours  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  dé  l'ordre  p  -\-  q. 
Par  la  propriété  précédente,  on  a  l'égalité 
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où  les  quantités  x  et  y  sont  quelconques. 

Si  les  déterminants  sont  de  l'ordre  n,   leur  produit  sera  représenté  par 
un  déterminant  de  l'ordre  2n. 

tS.  Développement  d'un  déterminant  suivant  les  éléments   de  deux 


—  "11 


lignes  horizontales  et  verticales  qui  se  reyiconlreyit  sur  un  élément  Ur,, 
Étant  donné  le  déterminant 


ttll 

fti  2         .  . 
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«24         .. 

.     a  28     . 

.        «2n 
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ar2        . 
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«rv2         . 

.        Uns       . . 

.        rtnn 

le  développement  suivant  les  éléments  de  la  r*""«  ligne  et  la  5'^""  colonne 
qui  se  coupent  sur  ara  consiste  dans  la  formule 

dans  laquelle  il  faut  attribuer  successivement  à  i  les  valeurs  i,  2,  3  ...71 
excepté  la  valeur  r,  et  à  /c  les  mêmes  valeurs  excepté  la  valeur  s;  de  plus, 
Ars  est  le  premier  mineur  de  A  par  rapport  à  ars,  tandis  que  B,jk  est  le 
premier  mineur  de  Ars  qui  correspond  à  l'élément  auc 

En  effet,  le  déterminant  A  renferme  d'abord  une  somme  de  termes 
ayant  ars  en  facteur  et  représentée  par  «rsA,*;  les  autres  termes  de  A  ne 
renferment  plus  «„,  et  c'est  pour  ce  motif  que,  dans  2,^,  on  exclut  pour  i 
la  valeur  r  et  pour  k  la  valeur  s.  Or,  un  terme  de  A  où  ne  se  trouve  pas 
ttrs  doit  renfermer  un  autre  élément  de  la  s"*"*  ligne  verticale,  par  exemple 
ttisy  et  un  autre  élément  de  la  r**^*"^  ligne  horizontale,  par  exemple  r/r*;  il 
contiendra  donc  atsark  multiplié  par  un  certain  coefficient;  mais,  si  on 
échange  les  colonnes  s  et  k,  atsark  devient  ttraaik,  et  le  coefficient  du 
premier  produit  sera  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  du  second,  c'est-à- 
dire  —  Bjft,  Bik  étant,  comme  nous  l'avons  dit,  le  premier  mineur  de  Ar» 
relatif  à  l'élément  aik.  Donc  la  formule  précédente  est  exacte. 

Comme  application,  proposons-nous  de  développer  le  déterminant  du 
4«  ordre 

A  = 


ait 

«1» 

«15 

«14 

au 

«22 

«21 

«24 

«34 

«32 

«15 

«3-, 

«4j         «41        «4  5         «4  4 

suivant  les  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  et  verticale  qui  se 
rencontrent  sur  «n.  On  posera  :  /'=  5  =  i,  et  la  formule  deviendra 

A=:«|iAh    -    2«il«IAB,i. 
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Dans  la  somme,  on  doit  attribuer  à  /  et  k  les  valeurs  2,  3,  4,  et  ron  peut 
opérer  comme  suit  :  on  donne  d'abord  à  i  la  valeur  2  et  h  k  les  valeurs 
2,3,4;  ensuite,  on  fait  2  =  3  et  successivement  A;  =  2,  3,4;  enfin,  on 
prend  /  =  4  et  Ton  pose  encore  k  =  2,  3,  4.  On  obtient  ainsi  la  formule 
développée 

En  substituant  aux  mineurs  B  leurs  valeurs  prises  sur  A,,,  et  en  tenant 
compte  de  leurs  signes,  on  trouve  finalement 
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«22     «24 

+  «31«I4 
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«42    «43 

«28     «24 

«/il  «14 

«22     «28 

• 

«32     «34 

«52    «3  3 

Le  calcul  du  déterminant  du  4™*  ordre  est  ainsi  ramené  à  un  déterminant 
du  3«  ordre  et  à  une  série  de  déterminants  du  second  ordre. 

Ce  mode  de  développement  est  surtout  avantageux  lorsqu'on  vent 
calculer  des  déterminants  de  la  forme 


«Il       «12       Xi 

«21     «22     X2 

Xi        X2        o 


«Il  «12  «13  X\ 
«21  «22  «23  X2 
«51        «3  2        «3  5        Xi 


etc. 


Xi      x%      xi       o 

que  l'on  appelle  quelquefois  déterminants  bordés.  On  opère  le  dévelop- 
pement suivant  la  dernière  ligne  horizontale  et  verticale.  Pour  calculer 
le  second,  par  exemple,  on  devra  poserr==5  =  4,  et  comme  «4,  =  0, 
la  formule  se  réduit  à 

A  =  —  2«i4«4fcB,ft; 

il  faut  attribuer  à  z  et  A;  les  valeurs  i,  2,  3.  On  trouve  ainsi  : 

A= «l',«',lB(l    —    «14«42B,2  «14«4»B,3 

«24«4lB21  «24«42B22  «24«43B25 

«3/(«4iB3|  «34«42B52    —   «34«45B53, 


—  29 


Or, 


'14 


=  «-41=^1»         f^24    ==^^2  =^2-         «^34=  «45=^: 


et,  de  plus. 


A4/,  =     ct[  I     an     fti5 

«21       Cti»      (I35 

ciii     (isi     as  5 
par  suite,  le  déterminant  proposé  a  pour  valeur 

A  =  —  [x]{a22a55  —  «33^^32) -l-a?2 (fin «55  —  a^an) -\-x](aiiaii 
-j-  XiX2{a2ias5  —  «31^25  -\-  a^ass  —  «saftis) 
—  iPliCs  (ct2ict52  —  6^51^22  -|-  ciitan  —  attais) 
4-^2^5  (Chifhi  —  CtsiClii  +  «11^25  —  «21^^15). 
Si  on  applique  la  formule  générale  au  déterminant 
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par  rapport  à  la  première  ligne  horizontale  et  verticale,  on  trouvera 

A  =  dfx^  4"  ^^^y^  4"  ^'^^*  —  ^.y(V"|~  ^^^)  —  xz{ad  -\-  cf)  —  1JZ {J>c  -\-  ne). 
t4.  Développement  d'un  déterminant  en  fonction  de  déterminants  à 
diagonale  vide.  Soit  le  déterminant 

an        ftia        ...        «In 

«21     «22     •••     «2» 


«ni        «n2        •  •  •        ann 

Désignons  par  Ao  ce  qu'il  devient  lorsque  tous  les  éléments  de  la  diago- 
nale sont  nuls  ;  on  aura 


Ao  = 


O        «12         ...         «In 
«21         O  ...        «2n 

«n  I        «n2        •  t .  O 
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On  passe  évidemment  de  A  à  Ao  en  effaçant  les  termes  qui  renferment 
au  moins  un  élément  de  la  diagonale;  les  autres  termes  sont  les  mêmes 
de  part  et  d'autre.  Cela  étant,  pour  repasser  de  Ao  à  A,  il  est  nécessaire 
d'ajouter  les  termes  qui  manquent.  Représentons  par  C,  une  combinaison 
i  à  i  des  éléments  de  la  diagonale,  et  A'J~*  le  mineur  de  Ao  qui  lui  corres- 
pond. La  somme  des  termes  h  ajouter  pour  avoir  A  sera  donnée  par  2C»A^~* 
en  attribuant  successivement  à  i  les  valeurs  i,  2,  3  ...  ?i.  Il  vient  ainsi 
la  formule 

A  =  Ao  +  IC,  Ar  •  +  2C,Ar^  +  •  •  •  2C„_2  A^o  +  Cn. 
On  n'a  pas  écrit  le  terme  2Gn_iAJ,  parce  que  AJ  =  o.    On   peut   aussi 
remarquer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  combinaison  n  k  n  et 

Cn  =  «U«22«33   ."Clnn* 

Pour  un  déterminant  du  troisième  ordre,  on  aura 
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Supposons  maintenant  que  l'on  ait  dans  le  déterminant  A 

«Il    ==>  «22  =  «33  =  •    •  «nn  =  OCy 

les   combinaisons    des   éléments   de  la  diagonale    formeront   les    diverses 
puissances  de  x,  et  la  formule  précédente  devient  : 

A  =  ^-  +  x^-^IAl  +  ic^-^MJ  +  .  •  +  a?2A^-'  +  Ao- 

Par  exemple,  on  a  : 

=  0?'  —  x{ac  -\-be-\-  df)  +  ade  +  hcf. 
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x'  +  a?2(««  +  b'  +  c^  +  (i«  +  e'  +  n 
+  {af—be  +  cd)\ 
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15.  Il  serait  intéressant  de  trouver  une  formule  donnant  le  nombre 
de  termes  d'un  déterminant  à  diagonale  vide.  Cette  question  se  résoud 
en  cherchant,  pour  un  déterminant  A  à  diagonale  pleine,  le  nombre  de 
termes  qui  renferment  au  moins  un  élément  de  la  diagonale.  D'apn's  le 
développement  d  un  déterminant  suivant  les  éléments  d'une  ligne,  il  y  a 
{n  —  i)l  termes  ayant  l'élément  a,,  en  facteur  :  c'est  le  nombre  de 
termes  du  mineur  correspondant;  de  même,  il  y  a  {n — i)  !  termes 
renfermant  l'élément  «22,  et  ainsi  de  suite.  Il  en  résulte  que 

(a)  71  (n  —  I  )  ! 

représentera  le  nombre  de  termes  contenant  au  moins  un  élément  de  la 
diagonale;  seulement,  dans  ce  nombre,  il  y  a  des  termes  qui  se  répètent 
et  il  est  nécessaire  de  les  retrancher.  Ce  sont  d'abord  les  termes  où  se 
trouvent  au  moins  deux  éléments  de  la  diagonale.  Soit,  andji.*.,  un  terme 
de  cette  espèce;  il  se  trouve  une  fois  dans  (a)  parce  qu'il  renferme  «n,  et 
une  seconde  fois  parce  qu'il  renferme  (h2  ;  on  doit  donc  retrancher  leur 
nombre  de  (a)  pour  qu'il  ne  s'y  trouve  qu'une  seule  fois.  Mais  ce  nombre 
a  pour  expression 

n(n  —  i) 


I  .  2 


{n—2)l; 


le  premier  facteur  est  le  nombre  de  combinaisons  deux  à  deux  des  n 
éléments  de  la  diagonale,  et  {n  —  2)  !  représente  le  nombre  de  termes 
du  mineur  correspondant.  Il  vient  donc   cette   seconde    formule 

(a')  n(n-  i)l —^^'^'~  ^\n  — 2)1. 

I  .  2 

Il  faut  encore  tenir  compte  des  termes  répétés.  Un  terme  de  A  où  se 
trouvent  trois  éléments  «h,  ^22,  a^  de  la  diagonale  est  compris  trois  fois 
dans  le  premier  terme  de  (a'),  et  aussi  trois  fois  dans  le  second  à  cause 
des  combinaisons  deux  à  deux  ftnf^aa»  «11^33,  «22^33  de  ces  éléments.  Il  en 
résulte  que  le  nombre  de  termes  contenant  au  moins  trois  éléments  de  la 
diagonale  ne  se  trouvent  pas  dans  (a)  et  on  doit  l'y  ajouter.  Ce  nombre  étant 

n(n  —  i){n—  2) 

-^^ — (^'•  — 3)'' 

1.2.3 
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Texpreesion  (a')  devient  : 

nioi—i,  ,.       7ihi — i)  (n  —  2) 

(a'O     n{7i— 1)1 î^ (n  —  2)l+-^ <-^ ^^^  —  3)!. 

1.2  1.2.3 

Considérons  encore  un  terme  rina2jfl^53^'i4...  de  A  avec  quatre  éléments 

de  la  diagonale;    il    est  compris  quatre    fois   dans    le    premier  terme  de 

4.3  4.3.2 

(a'O, =  6  fois  dans  le  second,  et  — —  ==  4  fois  dans  le  troisième; 

2  1.2.3 

il  s'y   trouve  donc  une  fois  de  trop,  et    Ton  doit    retrancher  de   (a")    le 

nombre  de  termes  de  cette  espèce;  ce  qui  donne  : 

n(n — i),  ,      ,   n(n —  i)  (n  —  2), 

X.2  I*2.3 

n{7i—  i)  (yi  —  2)  (n  —  3) 

1.2.3.4  "^  " 

En  continuant  ainsi  on  arrivera  finalement  à  l'expression  suivante  : 

^  =  n(n  -  i)! ^ (^_2  !  +  ...  dt-^- \  .   i  •' 

1.2  1.2...  {n —  i) 

,n{n—  i)...  3.2.1 

dû.  — o! 

I  .  2  ,  3  ,,,n 

ou  bien 

\         2!~3!       4!    '^       ~       n\       J 

Ce  sera  le  nombre  exact  de  termes  du  déterminant  A  renfermant  au 
moins  un  élément  de  la  diagonale,  parce  que  l'on  a  tenu  compte  de  tous  les 
termes  répétés  dans  l'expression  primitive.  Il 

Le  nombre  de  termes  d'un  déterminant  de  l'ordre  n  étant  n  !,  en 
retranchant  N  de  ce  nombre,  il  restera  le  nombre  No  de  termes  d'un  déter- 
minant de  l'ordre  71  à  diagonale  vide  ;  ce  sera  : 

V2!       3!~4!       5!"       ~     m     J 
Si  n  =  3,  4^  5  etc,  on  trouve  No  =  2,  9,  44,  etc. 

1©.  Principe  de  l'addition  des  lignes.  Étant  donné  un  déterminant  de 
Tordre  n 

A  =  (ct,62C3  ...  In) 


I 
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ajoutons  aux  éléments  de  la  première  colonne    n  —  i   quantités  7),  7,  /•  .., 
comme  l'indique  le  tableau  suivant  : 


«1  +?>i+<7i  +^i  +  •• 

bi     c,      . 

..     /. 

(h  -\- p2 -\- q-i -\- r2  ■\-  " 

b2     C2      . 

..      I2 

ai-['p-,-\-qz-\-r~,-\ 

b-,     Cs      . 

..      h 

(In  +  Pn  -\-qn-\-rn-] b„        C„        ...        /„ 

Les  éléments  de  la  première  colonne  du  déterminant  A'  se  composent 
ainsi  d'une  somme  de  n  termes,  et  il  est  facile  de  montrer  que,  dans  ce 
cas,  A'  est  décomposable  en  n  déterminants  à  éléments  monômes.  En 
effet,  en  développant  suivant  celte  colonne,  on  a  : 

A'  =  («1  -^-px  -\-  q\-\ )  Al  -{-{a2-\-p2  +  ^2  +  •••)  A2+  ••• 

-\-{Cin-\-pn-\-qn-\ )  A„, 

Al,  As,  ...  étant  toujours  les  premiers  mineurs  correspondants  aux   élé- 
ments de  la  première  colonne. 
L'égalité  précédente  peut  s'écrire 

A'  =  (rtiA,  -\-a2k2-\ l-fi«A„)-l-(jt>iAi  -I-P2A2  -f  ••  -\-Vn^n)-\- 

(^1 A ,  -f-  (/.2 A2  -] h  9« A„)  -| 

ou  bien 


A'  = 


ai  bi   ... 

h 

Pi  bi    .. 

,     /. 

-- 

qi   bi    . 

..    l: 

^2    b2     ... 

12 

JO2  bz  .. 

.     li 

q2  ^2 

• 

..     li 

an    brx     ... 

In 

Pn    bn     . 

..     In 

qn    bn 

...     In 

+  ••• 


puisque  les  sommes  entre  parenthèses  ne  diffèrent  de  la  première  que  par 
la  substitution  des  coefficients  p,  q,  r,  ..,  aux  coefficients  a.  On  a  donc 
une  somme  de  n  déterminants  de  même  ordre  qui  ne  différent  que  par 
les  éléments  de  la  première  colonne. 

Supposons  que  les  quantités/)^  q,  r,  ...  soient  respectivement  les  élé- 
ments des  colonnes  suivantes  ;  tous  ces  déterminants,  excepté  le  premier, 
seront  nuls  comme  renfermant  deux  colonnes  identiques  ;  le  déterminant 
A  reste  alors  égal  à  lui-même.  De  là,  cette  propriété  :  Un  detennincin  l 
reste  invariable,  lorsqu'on  ajoute  aux  éléments  d'une  colonne  ou  d'une 
ligne  les  éléments  des  autres  colonnes  ou  des  autres  lignes.  H  est  évident 

3 
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que  cette  propriété  est  égilemcnt  vraie,  si,  au  lieu  d'ajouter  les  éléments 
de  toutes  les  autres  lignes,  on  ajoute  seulement  les  éléments  d'une  ligne, 
ou  de  deux,  ou  de  trois,  etc. 

Le  principe  de  l'addition  des  lignes  est  encore  plus  général;  on  peut 
l'énoncer  ainsi  :  Lorsqu'on  ajoute  aux  éléments  d'une  ligne  respective- 
ment les  éléments  d'une  ou  de  plusieurs  lignes,  multipliés  par  des  cons- 
tantes quelconques  positives  ou  négatives,  le  déterminant  conserve  la 
même  valeur. 


En  effet,  soit  le  déterminant 

A  = 

fh 

Ih 

Ci 

(h 

h. 

C2 

as 

bs 

Ci 

Ajoutons,   par  exemple,   aux  éléments  a  les  éléments  b  multipliés  par 
àz  m  ainsi  que  les  éléments  c  multipliés  par  ±  n;  \]  viendra   : 

A'  =  Ui  dr  mbi  dt  nci  bi  C\ 
Ui  ±  mb'î.  zb  nc2  bi  C2 
«5  dt  mb-,  dr  nc^     bt     Cj 

Or,  on  vient  de  voir  qu'un  tel  déterminant  se  décompose  en  trois  autres, 
savoir  : 

A'  = 


ai 

bi 

Cl 

zb  mbi 

bi 

Cl 

±  7lCt 

bi 

«1 

ai 

b2 

C2 

àz  mbi 

b. 

C'2 

zb  nc2 

&2 

C2 

ai 

bs 

Cs 

±  mbs 

b'o 

Gs 

zb  ne  5 

bs 

Cs 

les  deux  derniers  étant  nuls,  comme  renfermant  deux  colonnes  qui  ne 
diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  on  a  :  A' =  A.  Il  est  nécessaire 
ici,  pour  abréger,  d'employer  la  notation  symbolique 


(abc)  ==  1  at 
a2 
as 


bi 
bi 
bs 


Ci 

C2 

Cs 


la  propriété  précédente  est  alors  exprimée  par 

{a  zb  mb  zb  ne,  6,  c)  =  (abe) 
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et,  comme  cas  particuliers, 

(rt  -f-  mh,  b,  c)  =  {ahc),  (a,  b  +  ne,  c)  =  (abc), 

{a  -j-  b,  b,  c)  =  (abc),  ia,  J),  />  -}-  c)  =  (abc)y 

{a-{-b-\-c,b,c)  =  (abc),  (a  ~\-  b,  b,  b-{-c)  =  (abc), 

(a  —  b  —  c,  b,  c)  =  (abc)j  (a  —  b,b,c  —  b)  =  (abc). 

Par  l'application  de  la  règle  précédente,  on  se  rendra  compte  des  égalités 
suivantes  : 


I       I       I       I 
I  -— I  — I       I 

I  — I       I  — I 
I       I  —  I  —  I 


I       I 

•I       I 

I  — I 

I  — I 


=  4 


—  I — I      I 

=  4 

—  I       I  —  I 

I  — I  — I 

-2  - 

-I 

I 

0 

I 

—  I 

0- 

-I 

—  I 

=  i6. 


(?0 


2      3 
4      6 


2.3.4 


6     12 

1  I  I  4 
241  8 
4  I   2   13 

2  4  2   1 1 
222 
I  —  I  —  I        5 

3  —  3       3  —  15 
I       I —I —5 

a       b 

—  a       b 

—  a  —  b 

—  a  —  b  — 
o     o 


0010 
—2314 

3—1  2  5 
— 2     223 

10 


I      I     2     =2.3.4 
221 

3     4     I 

—2      34 

3—^5 
—2      23 


= 

T 

3  4 

= 

2 

—  I   5 

0 

2  3 

1  2 

2  I 
4       î 

I      3      4 

0-7—3 
02^ 


72. 


=  -15- 


2 

0 

10 

6- 

6- 

30 

0 

2 

0 

d 

= 

(3 

y 

c? 

=  2^abcd. 


(;■ 

0    I     I     I 

i  0  a  b 

1 
I   a  0    C 

ï 

i  b  c  0 

o  I 

I   —  b  a  —  b  b 

I  a  —  c  —  c  c 

I      6        c  o 


o       2        0=2 
o  —  I        10 

6       3  —  3^ 
2  —  I        o 

a      b  c  d' 

o  '   2b     c  -\-  a.     d  -\-  ^ 

00        2G         d  -\-y 

000  2d 

î    --b  a  —  b    =  —    1       —  b 
I  a  — G  — c  o  a  -\-b  - 

i       b         G  o        2b 

_-  a.i  -f.  h^  -\-  c*  —  2br  —  2ca 


=  480. 


c  b  —  r  —  a 
b  -\-  c  —  a 
2ab. 


(9) 


(A) 


o     a    b  c 

a    o     c  h 

b     c     o  a 

c     b     a  o 

I  o 


—  56   - 

=  —  {a  +-b  -{- c)  {b  +  c  —  a)  (c  -{-  a  —  b)  {a  +  b 


-c). 


w 


a     (i> 
b      b^ 
c     c' 
d     d^ 
V 


=  —  {a—  c)  {b  —  d)  {a  —  h-^c  —  d). 


=  («  —  ^0  {(i  -  9')  -  (J>  —  ?>0  P-P')' 


0  I 

1  o 
o      I 

I     o     a 

0  I     b 

1  o     a'     p 
o      I     b'     q 

S  2. 

MULTIPLICATION    DES    DÉTERMINANTS. 

tu .  Le  produit  de  deux  déterminants  de  l'ordre  n  est  lui-même  un 
déterminant  du  même  ordre,  -dont  les  éléments  sont  les  sommes  des 
produits  des  éléments  de  chaque  ligne  ou  colonne  du  premier  par  les 
éléments  de  chaque  ligne  ou  colonne  du  seco7id. 

Considérons  les  deux  déterminants  du  troisième  ordre 


A  = 


Ctl ^1 

Ci 

,     B  = 

tti     6» 

C» 

as     ht 

Ci 

«5    -^5 


72 

7» 


{ 


Appelons  P  leur  produit;  nous  avons  vu  précédemment  que  l'on  a 


P  = 


(«) 


Us 

—  I 
o 
o 


bi  Cl  o  o  o 

&2  C2  o  o  o 

65  C5  o  o  o 

o  o  a\  a2  «5 

-  I  o  (3,  (32  165 

o  —  I  yi  y^  y* 
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mais  ce  déterminant  peut  s'abaisser  au  troisi('mc  ordre,  comme  nous 
allons  r  indiquer.  Ajoutons  à  la  première  ligne  la  somme  des  produits 
des  trois  dernières  respectivement  par  a^,l)^^c^•,  à  la  deuxième,  la  somme 
des  produits  des  trois  dernières  par  a^^  h^,  e^  ;  à  la  troisième,  la  somme 
des  produits  des  trois  dernières  par  a^,  b^,  c^;  il  viendra  : 

p=:       o     o     o  aiai-{-hiP)i-{-Giyi  aiCii-\-biP>i-\-Gty>  aiCf.:i-{'bi^i-\-Ci'/z  \, 
o      o     o  a2CCi-\-bi(^i-]-C2'/i  «2^2 "1-/^2,32 -J-C2-/2  a2az-\-bt^i-\-Cfys 
o     o     o  a5CCi-\-b5^i-\rC5yi  cosc^-2-\~b5^2~{-csy2  (h^s~[-bs&s-\-Csys 
— 100  ûCi  «2  as 

o — I      o  j3,  jSo  ,65 

o     o — I  yi  yi  yi 

Or,  ce  déterminant  est  égal  à  —  le  produit  des  déterminants  du  troi- 
sième ordre  adjacents  à  celui  où  les  éléments  sont  nuls;  en  remarquant 
que  l'un  d'eux  est  égal  à  —  i,  on  obtient  : 

p  =     a, ai  -]-  /)i(3i  -|-  cr/i     ftia.  -\-  bi^2  +  cr/-2      (ticcr.  -\-  bif^-,  -\-  cr/s 

(a')       a2<x.i  -j-  b2^i  -{-  C271     0,20^2  -H  ^^■2^)2  -f-  C2/2      c^-a^  +  b2(^s  -{-  C2yi 

ftscxi  -j-  b-J^x  -\-  c,r/t     Oj~,cl2  -f-  bi(î);  -\-  C3/2      «5^3  ■\-  bs^s  +  Csys 

Les  éléments  de  ce  déterminant  résultent,  comme  on  le  voit,  de  la 
multiplication  des  éléments  de  chaque  ligne  de  A  par  les  éléments  de  toutes 
les  lignes  de  B. 

Le    produit  des  deux  déterminants  peut  encore  être  représenté  par 


«, 

bi 

Cl 

0 

0 

0 

a2 

b2 

G2 

0 

0 

0 

ai 

b. 

Cs 

0 

0 

0 

—  I 

0 

0 

ûCt 

P. 

71 

0 

—  I 

0 

Cf.2 

(3. 

72 

0 

0 

—  I 

ût-ô 

/33 

73 

En  effectuant  les  mêmes  multiplications  et  les  mêmes  additions  que  tout- 
à-l'heure,  on  trouve  cette   seconde  forme  du  produit 


P  = 


a2aii-\-b20Ci  -{-Caccs     a2^\  -\-b2^2 -\- c^^s     cn/i  +  ^^y»  +  «27» 
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Ici,  les  éléments  de  P  s'obtiennent  en  multipliant  les  éléments  de  chaque 
ligne  de  A  par  les  éléments  de  toutes  les  colonnes  de  B. 

Enfin,  écrivons  verticalement  les  lignes  horizontales  de  A  et  appliquons 
ensuite  les  deux  règles  précédentes;  on  arrive  encore  à  deux  autres 
manières  pour  former  le  déterminant  produit  :  \°  En  multipliant  les 
éléments  de  chaque  colonne  de  A  par  les  élémeiits  de  toutes  les  lignes  de  B  ; 
^'*  En  multipliant  les  éléments  de  chaque  colomie  de  A  par  les  éléme?its 
de  toutes  les  coloîines  de  B. 

On  voit  donc  que  le  déterminant  produit  est  susceptible  de  prendre 
quatre  formes  en  général  différentes. 

lorsqu'on  peut  faire  le  produit  de  deux  déterminants  d'ordre  diffé- 
rent, on  doit  préalablement  transformer  celui  qui  est  d'ordre  moins 
élevé  de  manière  qu'il  soit  de  même  ordre  que  l'autre.  Par  exemple,  on  a 


a, 

ht 

Ci 

• 

a, 

(3. 

= 

ax 

6i 

Cl 

. 

I 

o 

O 

fto 

b2 

C2 

«2 

(3^ 

«2 

h2 

Ci 

o 

a, 

p. 

as 

h 

Ci 

ai 

h 

Cs 

o 

«2 

p. 

at     biai-]-CiPi     6ia2-l-C||32 

«2         &2ai4-C2|Sl         b2CK2-{-C2^2 

as     &3ai  +  CsjSi     bscc2-{-Cs^2 

18.  On  démontre  également  la  règle  de  multiplication  par  la  décom- 
position du  déterminant  (a')  en  une  somme  de  déterminants  à  éléments 
monômes.  En  opérant  d'abord  sur  la  première  colonne  sans  toucher  aux 
deux  autres,  il  viendra  trois  déterminants  où  les  éléments  de  la  première 
colonne  seront  monômes;  dans  ces  derniers,  en  faisant  la  décomposition 
sur  la  deuxième  colonne,  on  arrivera  à  'neuf  déterminants  dans  lesquels 
les  éléments  des  deux  premières  colonnes  seront  monômes;  enfin,  en 
opérant  sur  la  dernière  colonne  dans  chacun  de  ceux  ci,  on  trouve  finalement 
vingt-sept  déterminants  à  éléments  simples.  Parmi  ces  déterminants,  ceux 
qui  correspondent  à  une  permutation  avec  répétition  des  lettres  a,  6,  c 
tels  que 


aiUi 

aicf.2 

Ciys 

' 

atai 

bi^2 

bip>s 

a2(Xi 

a20C2 

C275 

a2Cf.{ 

b2^2 

&2(35 

azdi 

asa.2 

Csys 

asCf.K 

bs^2 

bs^s 

—  ôî) 


sont   tous  nuls;  il  ne  reste  à   conserver  que  les  six  déterminants  renfer- 
mant les  permutations  sans  répétition  de  «,  h,  c,  tels  que 


»!«!  bifÔ2  ctys 
^2»!  bi^2  csys 
asoii      hiÇt2     c^yi 


(hcct  cr/i  hif:)5 
(hy.i  c>yi  ^2(3$ 
chy-i     c-.y-i     hi^u 


etc. 


Ils  renferment  en   facteur  le  déterminant  A,  et  l'on  peut  écrire 

P  =  AXK, 
K  étant  un  facteur  qui  ne  dépend  que  des  éléments  du  déterminant  B. 
Cette  relation  doit  être  vraie  quels  que  soient  les  éléments  de  A;  suppo- 
sons, dans  A,  les  éléments  de  la  diagonale  égaux  à  l'unité  et  tous  les 
autres  nuls;  on  aura  A=  i,  tandis  que  le  déterminant  P  se  réduit  à  B; 
donc  K  =  B;  par  suite,  il  vient 

P  =  A  X  B. 
Remarque  I.  Si  l'on  multiplie  P  par  un  troisième  déterminant 

C  =      ^1     ui     V| 

A2     ^2     1^2 

on  trouve  encore  un  déterminant  du  troisième  ordre.  En  général,  le  pro- 
duit d'un  nombre  quelconque  de  déterminants,  dont  le  plus  élevé  des 
ordres  est  n,  est  un  déterminant  de  l'ordre  n  dans  lequel  les  éléments 
sont  des  expressions  rationnelles  et  entières  des  éléments  des  déterminants 
facteurs. 

Remarque  II.  Afin  de  former  le  carré  d'un  déterminant,  on  applique  la 
règle  démultiplication  aux  deux  déterminants  identiques 


a  2 
as 


h, 
bs 


Ci 
G  2 
O5 


a% 
Cl:, 


bi 

bi 
bs 


c, 

C' 
Cs 


et  il  vient 


»i  bi  Ci 

î  _^ 

«2     b2    C2 

as  bs  Cs 

aia2-\-bib2-\-CiC2 


aiai-\-bibi-\-CiCi   aias-]-bibs-\-CiCt 

al-\-bl-]-c\        a,as-\-btbs-{-CtCs 

ftift6  +  &i&3+c>cs  a2as-\-bibs-{-C2C5       ^!+^14-<^î 
Donc,  le  carré  d'un   déterminant  de  l'ordre  71  est  un  déterminant  symé- 
trique du  même  ordre. 
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19.  Comme  application  de  la  règle  de  mulliplicalion,  nous  donnerons  les 
exemples  suivants  : 


(a) 


A 

A' 

A" 


B 

R' 
B" 


C 

C 

C" 


A^  +  By  +  c  kx'  +  B?/'  +  c 

k'x  +  B'y  +  C'         k'x'  +  Wi/  4-  C 
k''x  -f  B"y  4-  C"      A' V  +  W'y'  -\-  (V     k"x"  -f-  B'V '  +  C/' 


57      .y      I 

a?''     y"     I 

Aip"  +  By'  +  C 
AV  +  By-f  C 


(&) 


a 
b 
c 
d 


a 

d     —  a 


c 

d 

• 

d 

c 

a 

b 

b 

—  a 

I  I 

—  I  —  I 

—  I  I 

—  I  I 


— a-\-b-\-c-\-d  a  —  b-\-c-{-d  a-\-h — c-f  rf  a-\-b-\-c  —  d 
b—a-]-d-\-c  —  h-\-a-]-d-\-c  — h  —  a~d-\-c  — b  —  a-\-d — c 
c-\-d —  a-{-b  —  c  -  d—  a-]-b  — c-\-d-\-a'-\-b  — c-]-d — a  —  b 
d-\-c-\-b  -  a  ' — d  —  c-\-b  —  a  — d-\-c  —  b—  a  —d-\-c-\-b-{-a 

^{b-\-c-Yd—a){c-\-d-\-a—h) 
{d-\-a-\-b  —  c){a-\-b-\-c—  d) 


I 

I 

I 

I 

I 

I 

—  I 

—  I 

I 

—  I 

I 

-^  I 

I     —  I     —  I     -\-  l 


{c) 


par  suite,  on  a  la  relation 

■ 

—  a         b         c         d 

=      (6  +  C  -f  (Z      a){c-\-d^a--b) 

b    —  a         d         c 

(d-\-a-\-b  —  c){a-\-b-\-c  —  d). 

c         d    —  a         b 

m 

d         c         b     —  a 

1 

—  X       W          W 

. 

k-^x        W           B' 

= 

h  —  x^     W         M' 1 

W      k'  —  X        B 

B''      A'  +  ^         B 

M''     V  —  x^     M    1 

B' 

B       k"  —  X 

B'             B        k"-\-x 

M'          M      L"— a;' 

=  —x^-\-x'{L'^  1/  -|-  I/'j  ~  x^ {VL"  —  M*  +  hV  —  W  -f  LL'  —  M"^)  +  K 
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où  l'on  a 


L  =  A2  4-  W  -}--  B'2,     M  =  B'B''  +  B(A'  +  A"). 

V  =  A'2  -f  B"*  4-  B\     M'  =  BB'^  -î-  B'(A  +  A"). 

V  =  A"2  _]-  B'2  4-  B2;     M"  =  BB'  -f-  B"  (  A  +  A'): 


K  = 


L 

M" 

M' 

--= 

A 

B" 

B' 

M" 

V 

M 

B" 

A' 

B 

M' 

M 

V 

B' 

B 

A'' 

Par  ces  valeurs,  on  voit  que  les  coefficients  K  et  L  -[-  ^^'  -\-  L"  du  poly- 
nôme en  a?  sont  positifs;  il  en  est  de  même  du  coefficient  de  x'^.  Si  l'on 
pose  :  x=h\/ — I,  le  polynôme  est  toujours  positif;  il  ne  peut  donc 
s'annuler  pour  une  valeur  imaginaire  de  œ. 

Î80.  Considérons  maintenant  les  deux  systèmes  de  coefficients 


a\     ht     Cl 
Ui     hi     Ci 


kl     II 


Cf.1         (3|        71         ...        H|         ^.1 

«2      (32     72      ...      Xi      Aj 


Q  = 


entre  deux  traits  verticaux  pour  les  distinguer  des  déterminants.  En  leur 
appliquant  la  règle  de  multiplication  qui  précède,  il  vient  le  déterminant  du 
second  ordre 

«la,  -]-  ^i|3i  +  cqi  -]- 1-  lOi  ttxa^  -\-  bi^2  -\-  cr/i-] \-  /i>j 

flîai   -1-^2|3|  +  C271   -|- \-  l2^\     CL2C/.1  -\-  /?2/32+  C272+   •••4-  ^2^-2 

qui  jouit  de  la  propriété  de  se  décomposer  en  une  somme  de  produits  de 
déterminants  du  second  ordre.  En  effet,  nous  avons  vu  qu'un  tel  déter- 
minant se  ramène  à  une  somme  de  déterminants  du  second  ordre  à  élé- 
ments monômes.  Si  une  même  lettre  se  répète  dans  l'un  d'eux,  le 
déterminant  est  nul;  en  réunissant  les  autres  renfermant  respectivement 
les  lettres  c^  et  &,  a  et  c,  a  et  rf,  etc.,  tels  que 

etc. 

chaque  groupe  renferme  respectivement  en  facteur  les  déterminants  («1^2), 
(«102),  (ftirfa),  ...,  accompagnés  de  coeffiicients  qui  ne  dépendent  que  des 
éléments  du  second  système.  Nous  avons  donc  la  relation 

Q  =  i\aM  J^m{aiC2)  H 1-  r[hiC2)  -] j-  /(A-./n). 

Afin  de  déterminer  l^  m,  ...,  supposons  les  coefficients  «1,  Ih  du  pre- 
mier système  égaux  à  l'unité  et  tous  les  autres  nuls  ;   les  ditVérenls  termes 


aiûLi 

hi^. 

» 

&i(3i 

«1^2 

j 

ttiOCi 

C172 

î 

Ciyi 

«!«: 

Û2ai 

b2^2 

b2^i 

«2^2 

«2^1 

C2y2 

C27. 

«2»; 

4^2 


du  second  membre  s'annulent  excepté  le  premier  qui  se  réduit  à  /,  car 
(a^b2)  =  I  ;  d'un  autre  côté  le  déterminant  Q  se  réduit  lui  même  à 

(3,     (3, 

donc,  /  ==  (atp2).  L'hypothèse  ai  =  c^  =  i  et  tous  les  autres  coefficients 
égaux  à  zéro  donnerait  m  =  (a,^^),  et  ainsi  de  suite.  Il  en  résulte  que  le 
déterminant  Q  a  pour  valeur 

ou,  d'une  manière  abrégée, 

Q  =  liab){ari)', 

cette  somme  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  et  sans  répéti- 
tion des  éléments  donnés. 
En  second  lieu,  prenons  les  deux  systèmes  suivants  t 


ai     bi     Cl 

as        &2        C2 

«5      Ih      Cs 


Ih 

A-. 

II 

Ih 

k2 

h 

Ih 

h 

h 

«1     j3i     yi      .. 
«2     (32     ya 

«5     /3ô     73     . 


y\\ 

y.\ 

^ 

y\2 

Xi 

h 

Yl; 

X3 

h 

Par  la  règle  de  multiplication,  on  arrive   au  déterminant  du  troisième 
ordre 

R=  aiai-l-&,|3,4-  "-}-lili  aia2-{-lhf^2-{ \-lih  aia5-\-bt^5-\-'    -l-lih 

a2(Xl-\-b2P>i-{-     ••-J-/2/1    ^2a2-|-&2jS2-l-  ■•     -\-l2^2a2Û'.Z'-\-b2^$-\--     --1-/2^3 

a5Cii~\-b5^i-\ j-/3>i  a-oCf.2-\-bôÇ!)2-\ [-Ish  asas-^-bs^s-] \-hh 

qui  est  égal  à  une  somme  de  produits  de  déterminants  du  troisième 
ordre.  En  effet,  en  le  décomposant  en  déterminants  à  éléments  monômes, 
il  arrivera  qu'une  même  lettre  se  répète  et,  dans  ce  cas,  le  déterminant 
correspondant  sera  égal  à  zéro;  ensuite  les  déterminants  renfermant 
des    lettres    différentes    abc,   abdy    ...,    auront   en   facteur   respectivement 

les  déterminants  {a^b^c.^[a^  b^d^)    ,   multipliés  par  des  coefficients 

qui  ne  dépendent  que  des  éléments  du  second  système.  Nous  pouvons 
donc  écrire 

R  =  l' (aib2Cs)  +  m' (aib2ds)  -^ \- r' {byC2d,)  -{ [-  t'{hMs). 

Posons  maintenant 

ai  =  b2  =  C5  =  i 
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et  admettons  que  tous  les  autres  coefïîcicnts  du  premier  système  soient 
nuls;  le  second  membre  a  pour  valeur  /'tandis  que  le  déterminant  R  se 
réduit  à 

«1     «2     «3     ; 

Pi      ft      Ps 

7'     72     73 


par  suite, 

avec  les  valeurs 


di  =  ho  =  ds  ==  i 
et  tous  les  autres  coefficients  nuls,  on  trouverait 

ainsi  de  suite.  On  a  donc  la  relation 

R  =  {aibiCs)  («1(3273)  +  {a^hids)  («,^2(^5)  H r  l^iCarfs)  ((3i72'Î5) 

-1 (/tiA;2/5)  ("/îixs^s), 

ou  simplement 

R  =  2  (rt&c)  (a(3y), 

cette  somme  se    ccmposant  de  toutes  les  combinaisons  trois  à  trois  et  sans 

répétition  des  éléments  donnés. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  cette  proposition  générale  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  coefficients  de  m  lignes  horizontales  et  n 

lignes  verticales,  m  étant  plus  petit  que  n, 


at      bi      Ci 

a-y  ho  Cl 


h 


et  m        ''m        Cm        •  •  •         'r 


a,      |3,       7,       ...       Ix 

«2  |32  72  ..•  ^2 


[3,n    y, 


/m 


'par  la  règle  de  multiplication,  on  forme  un  déterminant  S  de  l'ordre  m 
ayant  pour  valeur 

S  =  l(al)C.  ...)(a(37.  ..•). 
cette  som?ne  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  m  à  m  sans  répétition  des 
éléments  donnés. 

Gomme  cas  particulier,  avec  les  systèmes 


ax      bi     Cl 
a^     ^2     C2 


«1     (3i     71 

«2         (32        72 


u  — 


on  aurait  l'égalité 

a^ai  ~\-  1)2^)1  +  C^yi  aia2  -\-  IhÇ>2  +  C272 
De  même,  les  deux  systèmes 


=  {aih2)  (a,,62)4-(«iC:.)(a,y2) 


ai  bt  Cl  dt 
Ui  />2  Ci  di 
«3     hs     C5     ds 


o-i    |3i     71     ^1 

«2         (32         72         ^2 

«3       (Bs       75       ^:- 


conduisent  à  la  relation 

ai(Xi-]-hi^i-\-c,yt-\-didi    aia2-{-hi^2-\-Ciy2-\-did2    a^as^blp)3-\-Ctys-\-d^^s 

a2y.\-\-b2^\-\-Ciyi-{-d2^i    aia2-\-b2^^-{-Ciy2-\-d2^2   ^2a3+&2[33-|-C273-l-ot2^3 

aia,i-\-b5^i-\-C:,y,-}-d5Ôi    fl3a2-l-?;532+C372+^3^)2   a-oCx.3-\-bs^',-{-C5ys-{-dsÔ5 

=  {aib2Ci){<xi^2y-.)-{-{aib2d5)(a.t^2^s)-\-{aiC2ds){a,y2^5)  +  {biC2d5){^iy2^s). 

91.  Supposons  que  les  deux  systèmes  d'éléments  soient  identiques; 
les  formules  précédentes  donneront  pour  Q,  R,  S  des  déterminants  symé- 
triques décomposables  en  une  somme  de  carrés.  Ainsi,  avec  des  systèmes 
à  deux  lignes  composées  des  mêmes  éléments,  l'on  a  : 

«.«.  +  ^K  +  •••  +  l'ii,      0,1  +  K  +  •••  +  Il 

Cette  relation  exprime  cette  propriété  :  Etant  données  deux  suites  de 
quantités  en  même  nombre  Ui,  bi  ...  /i  ;  «2,  &2  ...  /o,  l'expression 

(a]J^b\  +  -  +l\)(al+hl-\-  ■■■  -^  l\)  -  {a,a,  +  h,b,  -[-...  +  /,/,)' 

est  toujours  décomposable  en  une  somme  de  carrés 

obtenus  en  combinant  deux  à  deux  ces  quantités. 
Les  systèmes 

ai     bt     Cl     dx 


{kJ.~Kh)' 


û^2         ^2         C2        d2 

a-,     bs     Cs     ds 


ai  bi  Ci  di 
a2  b2  C2  do 
ai     bs     Cs     ds 
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conduisent  également  à  la  relation 

aia2-\-}hh2^GxC-i-\'did^  al -\- Ul -^  c\  ^  d\        a-.az -\- hzU^ -\- c^Cz -\- didi 

aiCi^ -\-hJ)i -\- CiCs-\-did-,    a2ai -\- 1)2^5 -\- c-zCi -\' d-,(l-^         al -\- h\ -\- cl -\- dl 
=  {aMctf  +  (^162^»)'  +  (a,c-d,y  +  (6.Cof/s)^ 

Enfin,  pour  terminer,  nous  ferons  encore  remarquer  que  la  règle  de 
multiplication  appliquée  à  des  systèmes  où  le  nombre  de  lignes  est  plus 
grand  que  celui  des  colonnes  conduit  à  des  déterminants  qui  sont  nuls. 
Par  exemple,  étant  donnés  les  systèmes 


ft, 

6. 

1 

a, 

|3. 

a  2 

62 

a» 

|3. 

a-. 

h 

^3 

(33 

en  leur  appliquant  la  règle  de  multiplication,  on  trouve  le  déterminant  du 
troisième  ordre 

0'20f.{  -\-  &2|S|        (l20'.2  +  6.2(32        «2^3  +  ^2135 

CtôûCi  -h  &3(3i      a3a2+&5|S3      «.-.as -f- 6:,j33 
qui  est  égal  à  zéro  ;  car  il  représente  le  produit  suivant  : 


ftl       61       o 

ai     62     o 
«3     ht     o 


^1     (3,     o 
a2      |3i     o 


a,     (3i 


3. 


DÉTERMINANT    ADJOINT  ;    DÉTERMINANT    AU    PRODUIT    DES    DIFFÉRENCES  , 
DÉTERMINANTS    SYMÉTRIQUES. 

î5».  On  sait  qu'un  déterminant  de  l'ordre  n 


di 

lu 

Ci      .. 

.         /. 

fta 

Ih 

c. 

.         I2 

as 

iH 

Cs       .. 

.      Is 

• 

• 

•        • 

• 

an 

bn 

Cn         .. 

.     L 
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possède  autant  de  mineurs  de  la  première  classe  qu'il  renferme  d'éléments, 
et  l'on  peut  former  avec  ces  mineurs  le  déterminant  de  l'ordre  n 


A,  B,  C, 
A,  B2  C2 
A3     B5     C5 


L, 
U 
U 


A-n        Dn        Kjn 


Lan 


que  l'on  appelle  déterminant  adjoint  ou  réciproque  du  déterminant 
donné.  Nous  allons  étudier  les  relations  remarquables  qui  existent  entre 
un  déterminant  et  son  réciproque.  Nous  commencerons  par  établir  la 
relation 

Si  l'on  forme  le  produit  de  A  par  A',  on  trouve 


AA'  = 


a,A,4-6,Bi-| j-/,L,     a,A2-|-&iB2H [-/iL2-"aiA„-{-6,B„-j |-/iLn 

flîA,  +  MlH I-/2T.,         a2A2  +  /),.B2-| \-l2W-'a2kn  +  h2^n'\ h^aU 

a„A,-(-)?>nB,-| {-/«Li        a„A2  +  6nB2-|-'    • -|-^«  ^2  •  •  •  a„An  +  6nB„  +  •  •  • +/nL» 

Or,  nous  avons  vu  que  les  sommes  appartenant  à  la  diagonale,  et  où  les 
indices  sont  les  mêmes  aux  petites  et  aux  grandes  lettres,  ont  pour  valeur 
A,  tandis  que  toutes  les  autres  sont  nulles.  Le  déterminant  qui  précède  est 
donc  égal  à  A",  produit  des  éléments  de  la  diagonale  ;  par  suite,  l'on  a  : 

A.A'  =  A%     ou     A'  =  A"~'. 

Ainsi,  le  déterminant  adjoint  du  déterminant  de  l'ordre  n  est  égal  à  la 
{n  —  if ^^^  puissance  de  ce  déterminant , 

!33.  Les  mineurs  du  déterminant  réciproque  s'expriment  aussi  au  moyen 
de  A,  comme  nous  allons  le  démontrer  sur  un  déterminant  du  cinquième 
ordre  seulement,  afin  de  simplifier  l'écriture;  la  démonstration  s'étendra 
d'elle-même  à  un  déterminant  de  l'ordre  n.  Soient  donc 


ai     6,     Cl     d\ 


^2 

iH 

Ci 

d-i 

«5 

h 

C: 

ds 

ft4 

h. 

^4 

d, 

a^ 

K 

^5 

d^ 

e-, 
ei 

^5 


A'  = 


A. 
A2 
A3 

A4 
A. 


B. 
B2 
B5 
B, 
B. 


Ci  D. 

C2  D2 

C5  Ds 

C4  D4 

C.  D. 


E. 
E2 
Es 
E. 
E. 


~  M  — 


On  a  la  relation 

Appelons  Mi    le  premier    mineur  de  A'   correspondant  à    l'i-lrment  A|. 
On  aura 


M,  = 


B2 

C2 

D2 

E2 

B5 

C5 

D3 

E, 

B, 

C4 

D4 

E, 

B5 

Cs 

D3 

Es 

I 

A2 


0000 

B2     C2     1)2     Eo 

As     B3     C5     D-,     E: 

A4     B4     C4     D,     E. 

A3      B5     Cs     Ds     Es 
En  multipliant  M,  par  A,  on  trouve 

XM,  =    «1,  a,A2+6iB2+--.,  fl,A3+&iB3+---,  â;,A.,+/j,B,-f... 

Ô2,     â;2A2+62B2-| ,     «2A3+^2B3-4 ,     <Ï2A.,-)-?>2B4-| 

«3,  a3A2-^55B2^ — ,  a-,k',-\-hi^-,^ — ,  azk!,-\A^',^-,-\--- 

«4,  a^k2-\-h!,^2-\-"  ,  â:4A54-^4B5-| ,  «^A',-l-^4B.-,-j 

«5,  ûgAsH-^sBa-l ,  «sAs-j-^sBs-l ,  fl5A-.+&5B-,H 


«lAs+^iBs-J— 

«2A5+&2B5+' 

«sA,  +  63B,+- 
fliAs+^iBs-f- 

«5A54-^5B5+- 


ou  bien 


A  X  M,  = 


«1  o  o  o  o 

«2  A  o  o  o 

fls  o  A  o  o 

«^4  o  o  A  o 

«s  o  o  o  A 


=  a,  A*; 


par  suite 


M,  =a,  A% 

et,  pour  un  déterminand  de  l'ordre  de  n 

M,  =  a,  A"-2. 

En  second  lieu,  désignons  par  M2  le  second  mineur  de  A'  obtenu  par 
la  suppression  des  deux  premières  lignes  et  des  deux  premières  colonnes; 
on  peut  écrire 


M2   = 


G3 

D3 

E3 

= 

C4 

D4 

E4 

Cs 

Ds 

Es 

I  O  o  o  o 

o  I  o  o  o 

As  B3  C3  D3  E5 

A,  B,  C»  D,  E, 

As  Bs  Cs  Ds  Es 


—  48  — 
La  multiplication  de  M2  par  A  donne  : 


M2XA  = 


aiy     bi,     tti A3 -{-•••.     aiA, +  •••,     a,A5 -j- 
«2,     ^2»     a^As -]-•••'     ttiXf, -{-"-.     a2A5  4- 

«4,         />/,,         «.'.As  -[-•••»         a^A^  -[-••,        ftiÂs  + 


ou  bien 


Mo  X  A 


fli  />i  o  o  o 

0-2  ^2  O  O  O 

ttj  b-j  A  o  o 

tt',  b't  o  A  o 

a$  /'5  o  o  A 


=  (a.^2)  A'. 


Donc, 


M2  =  (a.62)A^ 

et,  pour  un  déterminant  de  l'ordre  %, 

M2  =  {aib2)  A"-\ 

En  troisième  lieu,  soit  M3   le  troisième   mineur  de  A'   provenant  de  la 
suppression  des  trois  premières  lignes  horizontales  et  verticales,  on  aura  : 

M.  = 


D. 

E. 

I 

0 

0 

0 

0 

»5 

E, 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

A4 

B4 

c, 

D* 

E4 

A5 

\ 

C5 

D5 

E. 

En  multipliant  encore  M5  par  A,  il  vient 


M5X  A  = 


ftl,  ^1,  Cl,  aiA4+'">  ^-^1^5  + 

^2,  62,  C2,  «2A4  -}-••>  a2A5  4" 

«5,  ^3,  C3,  (l,;A4  -(- ..-,  a5As  + 

a»,  64,  C4,  «iAi -[- •••'  a4A5  + 

Cts.  ^>S,  Cs,  a5A4  -1 ,  «oAs  -[- 
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c'est-à-dire, 


M,  X  A  = 


ai 
at, 


h'     C2      o     o 


h; 
h. 


par  suite, 


Ml 


C-.      o     o 
Ci     A     o 

'..     o     A 


et.  pour  un  déterminant  de  l'ordre  n, 

M3  =  (a,/;oc,)A"-*. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  cette  j)roposilion  générale  :  Tout 
mineur  de  la  classe  n  —  p  ou  de  l'ordre  p  du  déterminant  adjoint  est  égal 
au  mineur  compté ?ne7itaire  correspondant  pris  sur  le  déterminant  primi- 
tif multiplié  par  la  {p  —  i)^^^ puissance  de  ce  dernier. 

En  réunissant  les  résultats  précédents,  on  a  le  tableau  suivant  qui 
résume  les  belles  relations  entre  un  déterminant  et  son  réciproque  : 

(AiBoCs  ...K„_,L„)--A"-S 

(B2C3  ...Kn_lLn)  =  a,A"-S 

(C5D4  ...  K„_,U)  =  (a,?;o)A«-% 
(D,  .  .K„_,U)=--(fl^,/>2C5)A''-*. 

(lv„..iL„)  «=  {o,ih2C-,  ...  ?„_2)A, 
L„  =  (a,&2C5  ...  /t„_j), 

A  =  [aih-C;  ...  kn-\ln). 

Remarque  I.  Dans  la  démonstration  nous  avons  considéré  les  mineurs 
correspondants  à  la  suppression  des  premières  lignes  horizontales  et  verti- 
cales; dans  ce  cas,  les  signes  sonf,  positifs  au  second  membre.  Lorsqu'il  s'agit 
de  mineurs  quelconques  du  réciproque,  les  relations  précédentes  ont 
toujours  lieu  et  le  second  membre  aura  le  signe  -\-  ou  le  signe  —  suivant 
le  signe  du  déterminant  qui  s'y  trouve,  considéré  comme  complémentaire 
du  déterminant  du  premier  membre  où  les  grandes  lettres  sont  remplacées 
par  les  petites. 

i 
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Ainsi,  pour  le  déterminant  du  cinquième  ordre  qui  précède  on  aura  . 

A^ 


A. 

Co 

D2 

=  — 

b. 

et 

A4 

c, 

D, 

h 

Cs 

A. 

C5 

D5 

Le  déterminant  du  second  membre  est  le  complémentaire  de 

ai     c-z     d2 

Cl^        C4        (tti 

ffi„      c.     d^ 

En  ramenant  dans  A  par  des  échanges  de  lignes  et  de  colonnes  ces 
éléments  à  occuper  les  premières  places,  on  trouve  que  le  complémentaire 
doit  avoir  le  signe  négatif. 

On  vérifie  de  la  même  manière  que  l'on  doit  écrire 


A, 

C2 

=  A 

Ih 

d, 

ex 

A4 

C4 

h 

ds 

et 

K 

d. 

^5 

Remarque  II.  Lorsque  A  =  i,  le  réciproque  A'  est  aussi  égal  à  l'unité. 

Si  A  =  o,  le  déterminant  réciproque  ainsi  que  ses  mineurs  des  diffé- 
rentes classes  sont  nuls.  En  particulier,  les  mineurs  du  second  ordre 
donnent  les  relations 

AiB2  —  AjBi  =  o,     A1C2  —  A2C,  =0,     A1D2  —  A2D|=^o,     etc. 
A1B3  —  A«Bi  =  o,     A1C5  —  A8Ci=o,     AiDs  —  A3D|=o,     etc. 

d'où  l'on  tire 

A,  _B,_Ci__D,  _ 
A2        Ba       C2        Dj 
Ai_B,__C,__Di_^ 
Â's'^Br^C^"©^ 

De  même  des  relations 

A.Ba  —  AaB,  =0,     A|Bs  —  AjB|  =  o,     A1B4  —  A4B«  =  o,     etc. 
A1C2  —  A2C1  =  o,     A1G5  —  A5Gi  =  o,     AiC4  —  A4Ci=o,     etc. 


—  bi- 


donnent 


A, 

A2 

As 

A* 

_ 

-    —  - 

B, 

B2 

Bs 

B* 

A. 

A2 

A, 

A, 

— 

^^  — 

— 

c. 

C, 

C5 

C, 

Donc,  lorsqu'un  déterminant  s'annule,  les  mineurs  de  la  première  classe 
relatifs  aux  éléments  de  deux  lignes  ou  de  deux  colonnes  quelcofiques 
sont  proportionnels. 

^4.  Déterminant  au  produit  des  différences.  Soient  n  quantités  quel- 
conques a,  by  c,  ...  A:,  /;  formons  un  déterminant  renfermant  comme  lignes 
les  puissances  de  ces  quantités  depuis  o  jusqu'à  71  —  i  ;  ce  sera 


I 

I 

T 

I 

I 

a 

b 

C 

k 

/ 

a* 

b^ 

c2       . 

..       k^ 

P 

a' 

¥ 

c'        . 

..      k' 

P 

a"-' 

Jjn-l 

•             • 

..     A:'»-' 

/«-' 

Il  jouit  de  la   propriété  de  s'annuler  lorsque  deux  quelconques  des  n 
quantités  sont  égales,  par  exemple,  si  l'on  pose  : 

a  =  bf     a  =  c...,     a  =  l,     b  =  c,     b  =  d,     etc., 

puisque  deux  colonnes  deviennent  identiques.  11  en  résulte  que  A  doit 
renfermer  en  facteur  toutes  les  différences  que  l'on  peut  former  avec  la 
suite 

a,  b,  c,  ...  ky  l 

en  retranchant  de  chaque  lettre  toutes  les  lettres  suivantes.  Le  produit 
P  de  ces  différences  sera 

V  =  {a  '-b)(a  —  c){a  —  d)  ...{a  —  k)  [a  —  /) 

{b  —  c){b—d)...{b  —  k)  {h  —  /) 

(c  —  d)  ...  [C  —  k)  {c  —  l) 


{h  —  k)[h  —  l) 
(A-/). 
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Le  déterminant  A  est  égal  à  P  en  valeur  absolue.  En  effet,  le  degré  de 

A  par  rapport  h  a,  b,  c,  ...l  est  égal  à 

n(n—  i) 
1  +  2  +  3-1 1-^-  ^  =  -777- 

comme  on   le  voit  d'après  son  terme  principal;   c'est    aussi   le  degré  du 

produit  P  qui    renferme  — ^ différences;   donc   P   et   A   ne  peuvent 

différer  l'un  de  l'autre  que  par  un  facteur  numérique.  Afin  de  déterminer 
ce  facteur,  remarquons  que  le  terme  principal  de  A  a  pour  expression 

■  ï  .h  .c'  .d'  .  ...  A''-^  .Z-^-'. 

Le   terme    correspondant   du    produit    P    s'obtient    en    considérant    les 
colonnes,  et  l'on  trouve 

(_  x)/,  .^_  D'^c'  ,{-if(P  .  ..    (-i)-=yc"-=^.(-  1)"-'/-'. 
Il  a  pour  coefficient 

n{n — I) 
/ ,y-l-2-L5  +  ---+n-l    __.  (  —    l)        2 

Par  conséquent,  l'on  aura 

A=d=P, 

n  (?i  —  i) 
suivant  que  -^ sera  pair  ou  impair. 

2 

Cela  étant,  le  carré  de  A  représentera  le  produit  des  carrés  de  toutes 
les  différences  des  n  quantités  données.  En  formant  ce  carré,  par  la 
règle  connue,  on  trouve 

A2==|  i  +  H-....     «  +  &+..,     ^2  +  /)^-  +  ..      ft"-' +&'»-•  +  ... 
«._!- &_!_...,    a'-i-b'-^---,     ft-'  +  ??^+...         a'^_l-&'^  +  ... 


a' 


Posons,  pour  abréger, 


.i  =  a^-{-b^ -{-€'-] 1-  /», 
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il  viendra  : 


A2  = 


■fo 

Si 

Sj 

-      .v„..i 

^'l 

S  2 

Si 

••>•„ 

Si 

Si 

S; 

S„  ^  1 

Sn  - 1        Sn        S„i\ 


S2n-2 


Lo^mneurs  de  A-  s'expriment  aussi  au  moyen  de:  carrés  des  dilTcrences. 
Considérons,  en  premier  lieu,  les  deux  systèmes  identiques 


I      I 
a     b 


l 


W    I       I 


Par  l'application  de  la  règle  de  multiplication,  il  vient  : 

i-f  i-j-  •■,  a-\~h-\-' 

par  conséquent,  l'on  a,  pour  le  mineur  du  second  ordre, 


= 

Sa    S\ 

= 

I   I 

'-{- 

I     I    P+'    T     I 

S\    Si 

a   b 

a  c          lad 

'+ 


Sq       Si 
Si       52 


=  (a  —  hf  -f  [a  —  cy  +  {a  -'  d)^  -\ --=1(1  —  b/' 


ou  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  différences. 
En  second  lieu,  les  systèmes 


I 

I 

I 

r 

I 

I 

a 

b 

..^.      / 

a 

b     . 

.     / 

a' 

¥ 

.  .     l' 

rr- 

b'     . 

.     /» 

conduisent  également  au  déterminant  du  troisième  ordre 

i_|_i_4-...,        a  +  b-\-   ",      a'^b'  + 

a  +  b-\-...,      a^  +  b^-{--",     a^-]-b'  + 

«24-?,^ -j ,     a^-^-b'^-] ,     a'  +  b'-]- 


So       Si       Si 

S\        S>       5^ 

^2  Sj  S; 


I  I  I 
a  b  c 
a'     b'     c' 


'  + 


I  I  I 
a  b  d 
a-     b^     d^ 


-{-     etc. 
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c'est-à-dire. 


=  {a  -&)«  (a^-c)*  {b  —  cY  -f-  {a  —  by  {a  —  rf)«  ,b  —  d^  +  .. 
=  l{a  —  by  {a  —  cy  {b  —  c)«. 


5o  S\  52 
Si  Si  Ss 
S2       Ss       Si 

Ce  mineur  du  troisième  ordre  représente  donc  la  somme  de  tous  les 
produits  trois  à  trois  des  carrés  des  différences.  En  continuant  ainsi,  on 
exprimera  les  mineurs  des  différents  ordres  de  A'  en  fonction  des  carrés 
des  différences  des  7i  quantités  données.  Toutes  ces  relations  nous  seront 
utiles  dans  la  théorie  des  équations. 

Avant  de  terminer  ce  sujets  considérons  encore  le  déterminant 

A,= 


I 

\ 

I 

... 

I 

a 

b 

c 

... 

/ 

a" 

b' 

c' 

... 

l' 

a"-^ 

l,n-2 

•           • 

. . . 

t.        • 

a' 

b' 

C 

l'- 

OÙ  nous  supposerons  r  compris  entre  n  —  i  et  2n.  Il  s'annule  dans  les 
mêmes  conditions  que  A,  et  il  doit  renfermer  en  facteur  le  produit  P, 
c'est-à-dire  que  Ai  est  toujours  divisible  par  A.  Pour  le  calculer,  on  le 
développe  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne.  On  a  : 

A,  =  a'Ar  +  b'Br  +  C'Cr  -{ \-  l'Lr 

Ar,  Br  etc.  étant  les  premiers  mineurs  correspondants  à  a\  b""  etc.  ;  ce 
sont  des  déterminants  de  l'ordre  n  —  i  et  de  la  forme  de  A  ;  on  sait 
écrire   immédiatement  leurs  valeurs. 

Il  existe  une  autre  méthode  de  calcul  que  nous  allons  indiquer.  Soit  la 
relation  connue 

(x—a)  {x  —  b)  (x  —  c)..,  {sc—l)=x^-{-  Pic«-'  +  Qx^'-'^  R^''-^  -1 ^-  S 

où  p  représente  la  somme  des  quantités  a,  &,  ...  l^  Q  la  somme  des  produits 
deux  à  deux,  R  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  etc.  Comme  le  premier 
membre  s'annule  pour  x  =  a,  l'on  doit  avoir 
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ou  bien 


a"  =  —  Pft"-'  —  Oa'»-^  _  Rri»-5 . 


et  on  peut  écrire  une  relation   analogue  avec  h.  c,  ...  /.   Si  on   multiplie 
les  deux  membres  par  a'"",  on  trouve 

a*-  =  —  Pa'"-'  —  Q(i'-2 L(t«-*  —  Mrt"-' Sa^-". 

Cela  étant,   dans   la  dernière  ligne   de   Ai,   on    remplace   a*"  par  celte 
valeur,  et  b^,  C  etc.  par  des  expressions  analogues   en  laissant   les   parties  : 

—  la""-* Sa'--",     —  IM-^ S/;'--»  etc. 

car  elles  contiennent  des  éléments  de  A t   multipliés   par  des  constantes,   et 
leur  suppression  ne  change  pas  la  valeur  du  déterminant. 

Par   ce   procédé,    on    obtient   successivement   avec   un   déterminant   du 
quatrième  ordre, 


=  — P 


I    I    I    I 

— 

a    b   c    d 

a^  b^  c-  d' 

a'  6*  c*  d' 

I 

I 

I 

b 

c 

d 

b' 

c^ 

d^ 

De  même 


I     I     I     I 

= 

a    b     c    d 

a"  b^  c'  d^ 

a^  b^  c'  d"" 

—  P 


Yaz  _p^3  _pc3  —Vd^ 


I  I  I 

abc 
a'  b^  c« 

__P(j*_Qft^    _p/,*_0/,3    _Pc*_(^)c'' 

I     I  I  I      =(P2_0) 

a    b  c  d 

a^  b-  c-  d^ 

a^  b''  c^  d^ 


I 

I     I 

1 

a 

/;     c 

d 

ft« 

b*  c» 

d* 

a' 

/)5    c' 

d' 

I 

d 
d' 


I    I    I    I 

-Q 

a    b    c    d 

a^  b'  c-  d^ 

a*  ¥  c*  d' 

I 

I 

I 

I 

a 

b 

c 

d 

a' 

b- 

c' 

d^ 

a' 

b^ 

c' 

rf» 

En  remplaçant  P  et  Q  par  leurs  valeurs  ainsi  que  le  déterminant  par  le 
produit  des  différences,  on  obtiendrait  la  valeur  algébrique  des  déterminants 


proposes. 


«5.   Déterminants  symétriques.  Dans  la  théorie  des  détermidants  symé- 
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triques,    il    est  nécessaire  d'employer  îa   notation    à    double   indice.    Soit 
donc  un  déterminant  de  l'ordre  n  sous  la  forme 

A  = 


«Il 

a- 1-2 

chs 

«in 

a2\ 

a22 

«2.-. 

.        «2» 

azi 

«32 

«35         . 

..        «5n 

(lui         (ln2        ««5         ...         «;m 

Nous  savons  que  la  symétrie  est  exprimée  par  la  relation 

dra  (Isr- 

Une  relation  analogue  existe  entre  les  premiers  mineurs;  car  en  déve- 
loppant A  suivant  la  m''""'  ligne  et  la  771''"*'  colonne,  on  a  : 

«mlAjHi  -\-  «m2A,n2  -|-«m3'»m5  -\-  "'  -\-  Cimn^mn  ==  A 
«ImAj,,,  -p  «imA2m  -f-  «3  mA  5m  -|-  •••  -{-  «wniAnm  =  A. 

Si  on  retranche  ces  égalités  membre  à  membre  en  tenant  compte  de  la 
condition  ars  =  asr,  il  vient 

«mi  (A,nl  A|w)  -|-  «,„2(A,n2  Ajm)  -|-  •••-!-  «mn(Amn  Anm)  =  O  ; 

cette  relation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  les  coefficients  «,  on  en 
conclut  que 

Ami  =  A|,n,        Am2  ==  A2m>        CtC. 

et,  en  général, 

A-rs  A«r. 

Il  en  résulte  que  le  déterminant  adjoint  d'un  déterminant  symétrique  est 
lui-même  symétrique. 

Le  développement  d'un  déterminant  symétrique  s'opère  avec  avantage 
par  la  formule 

A  =  «rsArs  -<  «js«rABjfc. 

Posons  :  r  =  s  =  nf  et  appelons  B  le  mineur  correspondant  au  dernier 
élément  «,»„  ;  on  aura 

A  ==  «nnB  ^  Q'inCtnk^ikf 

et,  dans  cette  formule,  on  devra  donner  à  i  et  k  toutes  les  valeurs 
I,  2,  3  ...  ?t  —  I.  Pour  des  valeurs  égales  de  i  et  de  A:,  par  exemple,  pour 
i  =  k  =  p,  on  obtient  un  terme  de  la  forme  apndnp^pp  =  a^npBpp.  Si  Ton 
prend   des   valeurs  différentes,    par  exemple,   i  =^  p,  k=^  a,   on  trouve   le 
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terme  ^^«^«(76^0.;  on  obtient  encore  le  même  terme  en  échan^f.'ant  ces 
valeurs,  c'est-à-dire,  en  posant  :  2  =  a,  le  =  p.  H  en  résulte  que  la  formule 
précédente,  pour  un  déterminant  symétrique,  peut  s'écrire 

Appliquons    cette    formule   à    quelques    exemples.    Avec    la    condition 

ars  =  cisr,  on  aura  : 


!■ 


90 


au  (Jbvi  ai3 

0/2  i  f^-2  2  Ct>ii 

ftsi  Clî2  Clii 

C^H  tti2  «^13  OOi 

«21  0^22  «25  OD2 

«31  «42  «35  X3 

X[  X'i  Xî  o 

«Il  «12  «15  «14       Xi 

(l-2\  «2-2  «:'5  «24      ^'2 

«51  «52  «53  «34       ^3 

«4  1  «42  «43  «44       «2'4 


=  «33    I    «Il         «12 
«21         a-il 


«;.«,,  — rt^3«,,  +  2«,,«,,«,3 


—  x\{a^^a,.  —  a\.)  —  x\{a^^a,.  —  a\^) 

^?(«l  .«22   —   ^^2)  +   2ar,^2(«^l2^33  —    «,3^*2-,) 
2a;|a73  («|2«25  «2-2«13) 

4-  2X2X^{a[iaic,  —  «i2«i3)- 
=  -(B,  y,  +  K,xl  +  V.,,x\  +  B..a;) 
—  28,2^1X2  —  2Bj3a;iâ73  —  2^i^XiXx 

2B2ôt02Xi  2Bj4a;2iP4  2^ZuXsX,. 


i    .:2;i      â72      Xs      Xi       o 

Les  coefficients  B  représentent  les  premiers  mineurs  du  déterminant  des 
coefficients  «;  ce  sont  des  déterminants  du  3«  ordre  que  l'on  doit  calculer 
séparément. 

Enfin,  on  trouve  encore  par  la  même  formule, 


=  X 


X 

y  - 

y 

X  w 

z 

10  X 

—  10-  [x^  —  vj^}       :r'  {x^  —  z'-)  —  ^'  ix^  —  y-) 
-j-  2WZ  (xy  —  zw) 

—  2wy(yio  —  xz)  -{-^yz (ivx  —  yz.). 


X  y  z  IV 
y  X  w  z 
z  IV  X  y 
IV  z  y  X  \ 
/86.  Reprenons  le  déterminant  symétrique  («^s  =^  ««/) 


A  = 


«11  «12  «13  Xi 

«21  «22  «25  ^2 

«31  «3  2  «5  3  Xi 

Xi  X2  Xj  O 


et  supposons  que  l'on  ait  : 


B  = 


(«) 


— 
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ail 

^12        ^16 

«21 

(l2i        (lis 

(i$i 

«32         «S  5 

=  o; 


sa  valeur  se  présentera  sous  la  forme 

A=  -  B,,x\  -B^^xl  -  B-.a;:  — 2B^,a;,a;,  —  2B^,a:^^3-  2B,,a:,^.. 

Mais,  en  vertu  de  la  condition  (a),  il  existe  entre   les   mineurs  de  B   les 
relations 

B^i_B^2_Bn        Bn_B^_B,5       B2, 
B21       B22       B25       B3,        B32       B53        B51 
D'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  B,s  =  B^r, 


(«') 


B22 

B^2 


B25 
B5Î 


(a'')  B,o  =  i/iBnB22,     B,3=|/BnB35,     B25  =  ^/B^^, 

par  suite,  l'expression  de  A  devient  : 


^  =  -  (B,  ,^?  +  B,,^^  +  B.^,xl+2[/B,^B,,  .  ^,^.,+  2l/B,  .B 


33 


x.x. 

I  0 


ou  bien 


-)-  21/B22B53  .  iZ^sa^s), 
A  =  -.  {xtl/BTi  -\-  X2\/b7^.  -\-  Xii/B^y. 


Ainsi,  lorsque  B  est  nul,  le  déterminant  symétrique  se  réduit  à  un  carré 
négatif,  si  les  mineurs  Bii,  B22»  B53  sont  positifs,  et  à  un  carré  positif,  si 
ces  mineurs  sont  négatifs.  Cette  conclusion  est  encore  vraie,  lorsque  le 
dernier  élément  de  A  n'est  pas  égal  à  zéro,  parce  que  B  étant  nul,  la  for- 
mule du  développement  perd  encore  son  premier  terme. 

D'après  les  relations  (a"),  il  sufïit  pour  déterminer  les  mineurs  d'un 
déterminant  symétrique  de  calculer,  par  la  méthode  ordinaire,  les  mineurs 
relatifs  aux  éléments  de  la  diagonale;  la  valeur  absolue  des  autres  s'obtient 
ensuite  par  l'extraction  d'une  racine  carrée.  Les  radicaux  qui  entrent  dans 
les  formules  précédentes  doivent  être  affectés  des  signes  dr.  Le  choix  de 
l'un  des  signes  doit  se  faire  conformément  aux  relations  (a');  en  vertu  de 
celles-ci,  les  signes  seront  fixés  dès  que  l'on  connaît  les  signes  des  mineurs 
relatifs  aux  éléments  d'une  ligne,  par  exemple,  les  signes  de  Bu,  B^,  B15. 

L'expression  de  A  doit  donc  s'écrire 


A  =  —  (±  iPij/Bn  ±  iz;2l/B2«  ±  Xi[/Bss)\ 
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en  remarquant  que,  pour  extraire  la  racine  carrée,  il  faut  prendre  les 
valeurs  absolues  de  Bu,  Bj».  B33,  et  choisir  ensuite  les  signes  comme  on 
vient  de  le  dire. 

Comme  exemple,  considérons  le  déterminant 

A  = 


Xi 

X2 

Xs 

X/^ 

Xi 

X2 

I 

3 

6 

10 

X$ 

3 

6 

10 

15 

Xi 

6 

10 

15 

21 

Xs 

10 

15 

21 

28 

D'après  sa  forme,  il  convient  de  le  développer  suivant  les  éléments  de  la 
première  ligne  horizontale  et  verticale.  On  trouve  ici 


B  = 


I 

3 

6 

10 

3 

6 

10 

15 

6 

10 

15 

21 

10 

15 

21 

28 

=  o. 


Le  calcul  direct  donne 

Bii  =  — I,     B22  =  —  9,     B35  =  —  9,     64^  =  —  I 
Bi2  =  -l-3,      B<3  =  — 3»     B,4=— I. 

Par  l'extraction  de   la   racine   carrée  et  la  règle   des   signes,   il   vient 
ensuite  : 

B23=  +  9,     B2,  =  +  3,  63*  =  — '3; 
par  suite,  on  a 

A  =  -)-  (—  ^2  +  3a?5  —  3^»?',  —  xsY. 
Il  est  nécessaire  d'insister  sur  les  résultats  qui  précèdent,  et  d'en  faire 
ressortir  une  conséquence  importante.  Désignons  par  A  un  détermi- 
nant symétrique  de  l'ordre  n;  par  Di  le  premier  mineur  provenant  de 
la  suppression  de  la  dernière  ligne  et  de  la  dernière  colonne  ;  par 
Dj,  D3,  ...  D„_i  les  mineurs  des  classes  plus  élevées  en  supprimant  tou- 
jours les  dernières  lignes  horizontales  et  verticales.  Nous  venons  de  voir 
que,  si  Di  =  o,  le  déterminant  A  et  le  second  mineur  D*  sont  de  signe 
contraire.   Or,  là  suite 

A,  D,,  D,,  D5,  ...  D„_, 
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représentent  des  déterminants  de  différents  ordres,  mais  tous  symétri- 
ques, et  la  propriété  précédente  aura  lieu  entre  trois  déterminants  con- 
sécutifs 

D,_i,     D,,     D»^< 

de  cette  suite;  si  l'on  a  D,  =  o,  les  mineurs  adjacents  D,_i  et  Dj^j  doivent 
être  de  signe  différent.  Cette  remarque  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

^'9.  Dater  minants  symétriques  gauches.  On  appelle  déterminant  symé- 
trique gauche  un  déterminant  dans  lequel  les  éléments  conjugués  sont  égaux 
et  de  signes  contraires;  en  vertu  de  cette  définition,  les  éléments  de  la 
diagonale  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  doivent  être  nuls.  Ainsi  les 
déterminants 

=  {af—  he-\-cd)'- 


o 

a 

b 

=  0, 

o 

a 

b 

c 

—  a 

o 

c 

—  a 

o 

d' 

e 

—  h 

—  c 

o 

—  h 

d 

o 

f 

—  c 

—  e 

-/• 

o 

sont  symétriques  gauches. 

En  multipliant  chaque  ligne  du  premier  par  —  i,  on  trouve 

'   o     —  a     —  b 


C'est  le  même  déterminant;  les  lignes  verticales  sont  devenues  horizon- 
tales, mais  sa  valeur  reste  la  même;  d'un  autre  côté,  comme  on  a  multiplié 
par  ( —  i)^,  il  doit  changer  de  signe;  par  conséquent,  ce  déterminant  est 
nécessairement  égal  à  zéro,  et.  en  général,  tout  déterminant  symétrique 
gauche  d'ordre  impair  est  nul. 

Formons,  dans  le  second^  les  premiers  mineurs  de  -\-  a  et  de  —  a; 
ce  sont  : 


—  a 

—  b 


d 
o 


-c      -/■ 


e 

f 

o 


a 
—  d 


-f 


c 

f 

o 


Ils  ne  peuvent   différer  que   par   le   signe,   car  en    multipliant  chaque 
ligne  du  second  par  —  i,  il  devient  identique  au   premier.  On  a  donc  la^ 
relation 


Gi   — 


Si  le  déterminant  symétrique   gauche  est  d'ordre  impair,   il  faut  prendre 
et  s'il  est  d'ordre  pair 

J\ri)  =  Air. 

Dans  le  premier  cas,    le  déterminant  adjoint   est  simplement  symétrique 
et,  dans  le  second,  il  est  symétrique  gauche. 

Considérons  un  déterminant  symétrique  gauche  de  l'ordre  n 

A  = 


o 

«12 

«13 

«In 

«21 

O 

«23          . 

..         «2». 

«51 

«32 

O 

..         «3n 

«,11  «,.2         —   «».-         ...        O  I 

Nous  venons  de  voir  que,  si  n  est  impair,  A  =o;  nous  allons  maintenant 
démontrer  que  tout  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair  est  un 
carré  positif.  Posons  : 


B 


o 

«21 


«12 
O 


«(5 
«25 


«In— I 
«2n_l 


«n_n        —    «n— 12  ...         O 

C'est  le  premier  mineur  qui  correspond  au  dernier  élément  de  A;  il  a 
pour  valeur  zéro,  comme  étant  un  déterminant  symétrique  gauche 
d'ordre  impair,  et  par  suite,  on  aura  : 

B,2  =  B2,=i/B,,B2î.      B,5  =  B.3,  =j/BnB55     etc. 
En  développant  A  suivant   les  éléments  de  la  dernière    ligne   horizontale 
et  verticale,  on  trouve,   par    la  méthode    employée  dans    la   tiiéorie  d'un 
déterminant    symétrique,    que    le    développement  est    un   carré   dont    les 

premiers  termes 

«?,»  Bi,  -\- ail  1)22  -h    •• 

sont  positifs  avec  Bi  i ,  B22;  car  le  terme 
d'un  déterminant  symétrique  devient  ici 

( dnpdpt)  Bpp  =  -[-  «np  Bpp. 


-  62  — 


Or  Bu,  B22  sont  des  seconds  mineurs  de  A  et  de  Tordre  n  —  2  ;  l'expres- 
sion précédente  sera  donc  un  carré  positif,  si  un  déterminant  symétrique 
gauche  de  l'ordre  n  —  2  est  positif;  mais  on  peut  développer  Bu,  B22  ... 
comme  A  suivant  une  formule  ne  renfermant  que  des  déterminants  de 
Tordre  n  —  4,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  finalement  à  des  détermi- 
nants du  second  ordre  tels  que 

O  «J2 


li 


-  «,j     o 

qui  sont  positifs.  En  remontant  de  proche  en  proche,  on  en  conclut  que  le 
déterminant  symétrique  gauche  proposé  est  nécessairement  un  carré  positif. 
On  considère  encore  des  déterminants  symétriques  gauches  où  les  zéros 
de  la  diagonale  sont  remplacés  par  une  même  quantité;  on  les  appelle 
déterminants  symétriques  gauches  à  diagonale  pleine.  Un  tel  déterminant 
est  donc  de  la  forme  («„  =  ««r) 

A  = 


X 

«12 

«Il          . 

..        (lin 

«21 

X 

«23          . 

..       «2n 

—  «Il 

—  «52 

X    ■         . 

•                     •                     » 

..        «En 

•                 • 

«ni     ««2        «n: 


X 


Afin  de  le  calculer,  on  prend  la  formule 

A  =  C«  +  lCn_2A;  -f  2Cn_5AJ  -\ h  2C,A«-'  +  Ao; 

on  substitue  aux  combinaisons  C  les  diverses  puissances  de  x,  et  en  remar- 
quant que  les  mineurs  d'ordre  impair  de  Ao  sont  nuls,  il  reste 

a  =  ^'»  +  ^"-*2a;-^-j?'*-*2a;  + 

On  trouve  ainsi  pour  «r«  =  «,r 

=  ^--f  («f,+«Î3+«*>. 


X 

«lî 

«lî 

—   «21 

X 

«85 

«51 

«5Î 

X 

X 


ft,2  «15     «U    I   =^*+a?^«Î2  +  «;3  +  «î*+^î3+^Î4  +  ^^) 


—  «21       X  att  «14 

«JI «32  X        ^34 

«41     «42    «41   X 


-\-  («I2«54  «13«î*  +  «U«26)*. 
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^8.  Déterminant  symétrique  où  les  éléments  de  la  difujonale  sont 
augmentés  ou  diminués  d'une  même  quantité.  Considérons  un  déterminant 
de  la  forme  {are  =  asr) 


A  = 


«H  -^  X  ai2  «15 

ait         «-22  +  X         rtsô 


atn 

asn 


(fn\  ani  a„5          ...     ann-\-oc 

Pour  arriver  à  la  loi  de  développement  de  ce  déterminant,  cherchons   sa 
valeur  dans  le  cas  particulier  du  déterminant  du  troisième  ordre 


A  = 


«21  «22  -\-  X  «23 

«31  «32  «53  +  ^ 


On  a  successivement 


A  = 


«U  «12  «13 

«2  1        «22-|-a;  «23 

«JI  «32  «35  +  X 


^x 


a'ii-\-x        «81 

«32  «35  -\-  3> 


-i-x 


«Jl     «12     «13  +^ 

«21     «22     ^23 

«3  1     «32    «^35  +^ 

«  1  I  «  1  2  «  I  5 
«21  «22  «23 
«51         «52        «35 

-f-  X        «22        «25 
«5  2        «3  5 


«11     «13 

«SI  ass-\-x 


+  x 


«i2     «2  5 

«52    «53  "T"  '^ 


«n        «1« 
«21         «22 


+  x 


«Il         «15 
«3  1         «35 


+X^{a5i-\-x) 


+  «HiC* 


+  ^22^?*  +  assX^  4-  X\ 


En  ordonnant  par  rapport  à  x,  il  vient  finalement 


A  = 


«11  «12  «15 
«21  «22  «23 
«31         «32         «35 


+ 


«11         «12         4" 


«21       «2: 


«M       «i: 


«5 


«3  3 


+ 


«22         «2$ 
«5  2         «31 


\  X 


+  («11  +  «22  +  «33)  X-  +  X^ 


Donc,  le  coefficient  de  x^   est  l'unité;  le  terme  indépendant  de  a?  est  la 


^ 
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valeur  de  A  pour  .T  =  o  ;  le  cooflicicnt  de  .r  est  la  somme  des  premiers 
mineurs  du  terme  indépendant  obtenus  en  groupant  deux  à  deux  les 
éléments  de  la  diagonale,  tandis  que  le  coenicicnt  de  x"^  est  la  somme  des 
seconds  mineurs  correspondants  aux  combinaisons  une  à  une  de  ces  mêmes 
éléments. 

L'analogie  conduit  à  la  règle   suivante   pour  le  développement  du  déter- 
minant A  de  Tordre  n.  Posons 


Ao  = 


«Il  Cl\2 

a2i     a-22 


«m 

(l2n 


Ont        a  ni 


il'nn 


J.c  déterminant  A  est  un  polynôme  du  degré  n  en  x  dans  lequel  :  1°  Le 
coefficient  de  x""  est  Vunité;  2"  le  terme  indépendant  de  x  est  Ao",  3"  le 
coefficient  de  x''  est  la  somme  des  p'""^'  mineurs  que  Von  peut  former  en 
mettant  diagonalement  les  éléments  de  la  diagonale  de  Ao  groupés 
n  —  p  à  n  —  p 

La  même  loi  s'applique  au  développement  du  déterminant  {cirs  =  as,) 


A  = 


a  1 1  —  X 


«21 


«12 

«22   X 


«in 
«2n 


«ni 


«n2 


«un  X 


en  tenant  compte  du  signe  —  qui  se  présentera  dans  les  termes  renfer- 
nant  les  puissances  impaires  de  x.  ,     ï^ 

Ainsi,  l'on  aura,  par  exemple  z-, 


A— S     B"         B' 

B"    A'  -  S      B 
B'        B      A"— S 


A    B"  B' 
B"  A'   B 

B'  B     A" 


(AA^— B"'+AA"-B'«+A'A"— B*jS 

-f  (A-f  A'  + A"}S2  -  SK 


Revenons  maintenant  au  déterminant   primitif  et  désignons  par  Ai,  A,. 
Aï  ...  A„_,  les  mineurs  successifs  résultant  de  la  suppression  des  dernières 
lignes  et  colonnes.  La  suite 

A,     A,,     A2,     A3,     ,..,     A„_, 
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représentera  des  fonctions  de  x  dont  les  degrés  seront  respectivement 
?^,  n  —  I,  n  —  2,  ....  3,  2,  i  ;  elles  jouiront  de  cette  propriété  que,  si  l'une 
d'elles  s'annule  pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  x,  les  fonctions 
adjacentes  seront  de  signe  différent.  Nous  verrons  plus  tard  l'usage  que  Ton 
fait  de  cette  remarque  pour  déterminer  la  nature  des  racines  de  l'équation 
A  =  o. 

Nous  terminerons  ici  l'exposé  des  principes  de  la  théorie  des  détermi- 
nants; nous  aurons  l'occasion  d'en  rencontrer  dans  la  suite  de  nombreuses 
applications.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  l'étude  des  équations  et 
résoudre  les  diverses  questions  qui  s'y  rattachent. 


FIN    DES    PRIXCIPES    DE    LA    THÉORIE    DES    DETERMINANTS. 


c^j 


-..^ 


H->t^^'^- 


,    v^î% 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


THÉORIE  DES   ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  I-. 


I  NTRODUCTION. 


r. 


FORMES  DIVERSES  DE  LA  QUANTITÉ  COMPLEXE;  PROPRIÉTÉS,  VARIABLE   IMAGINAIRE; 
FONCTION  d'une  VARIABLE  IMAGINAIRE;    REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE. 

^9.  L'algèbre  étudie  les  propriétés  générales  des  nombres  ainsi  que  les 
lois  qui  les  régissent.  Le  nombre  provient  de  la  mesure  absolue  des  gran- 
deurs; on  le  conçoit  d'abord  entier  ou  fractionnaire.  Pour  le  calcul  algé- 
brique, il  est  nécessaire  d'affecter  le?  nombres  de  certains  signes  afin 
d'indiquer  leur  fonction;  on  emploie  le  signe  -|~  ou  le  signe  —  selon 
qu'ils  doivent  servir  à  l'augmentation  ou  à  la  diminution.  Dans  les  pre- 
mières opérations  de  l'algèbre  et  dans  la  résolution  des  équations  du  premier 
degré,  on  ne  considère  que  des  quantités  positives  ou  négatives;  mais,  par 
la  résolution  de  l'équation  du  second  degré,  on  arrive  nécessairement  à  la 
notion  de  deux  quantités  nouvelles  :  la  quantité  irrationnelle  et  la  quantité 
imaginaire.  La  quantité  irrationnelle  ou  plus  généralement  la  quantité 
incommensurable  est  celle  qui  ne  peut  être  exprimée   exactement  par  un 
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nombre  fractionnaire  de  Tarithmélique;  on  peut  seulement  en  avoir  une 
valeur  approchée.  La  quantité  imaginaire  ou  mieux  la  quantité  complexe 
est  une  expression  de  la  forme 

a-\-b  [/—  I 

a  ai  b  étant  des  nombres  réels.  Il  est  impossible  d'apprécier  une  telle 
quantité  et  d'en  donner  une  valeur  approchée;  cependant,  comme  elle 
provient  d'opérations  légitimes  de  l'algèbre,  on  doit  l'admettre  au  même 
titre  que  la  quantité  réelle.  Au  point  de  vue  purement  algébrique,  il  n'y 
a  aucune  distinction  à  établir  entre  les  racines  réelles  ou  imaginaires  d'une 
équation;  elles  jouissent  toutes  deux  delà  propriété  d'annuler  le  premier 
membre. 

Lorsque  a  =  o,  la  quantité  complexe  se  réduit  à  6^  —  i  qu'on  appelle 
quelquefois  i?)iaginaire  simple  )  si  h  =  o.  elle  devient  la  quantité  réelle  a. 
Par  conséquent,  on  doit  regarder  la  quantité  complexe  a  -{-b\X —  i  comme 
étant  l'expression  première  de  la  quantité  algébrique  ;  elle  renferme, 
comme  cas  particulier,  la  quantité  réelle. 

Deux  quantités  complexes  de  la  forme 


a-\-b\/ — I,     a  —  byZ—i 


s'appellent  conjuguées;  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  \/^ —  i.  Elles 
jouissent  des  propriétés  suivantes  :  1"  Leur  somme  est  réelle  et  égale  à  2a  ; 
2°  Leur  différence  donne  l'imaginaire  simple  2b  y  —  i  ;  3°  Leur  produit 
est  réel  et  égal  à  a^  -|-  6'. 

On  ne  peut  mesurer  les  quantités  complexes 


«4-6|/— I,     a'-{-b'[/—i; 

il  est  cependant  nécessaire  d'indiquer  dans  quelles  conditions  on  doit  les 
regarder  comme  égales  et  nulles.  Elles  seront  égales,  si  Ton  a  : 

(a)  a  =  a',     b==b'; 

car  alors  l'équation 

a  +  6|/37  =  ft'  -]-  b'[Â^ 

est  satisfaite,  et  elle  ne  peut  l'être  autrement;  en  effet,  si  l'on  n'a  pas 
les  relations  (a),  on  pourrait  la  résoudre  par  rapport  à  y  —  i,  et  en 
déduire  une  valeur  réelle  pour  cette  quantité;  un  tel  résultat  est  impos- 
sible à  admettre.   Tou*e   égalité  entre  quantités  complexes  se  décompose 
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nécessairement  en  deux  autres  entre  quantités  réelles.  De  mcme,  l'expression 
a-\-b\/  —  I  s'annule  avec  «  =  o  et  ^  =  o  ;  l'égalité 


fi  +  &j/~  I  :=o 
équivaut  à 

a  =  o,     h  =  o. 

Les  opérations  fondamentales  de  l'algèbre,  l'addition,  la  multiplication, 
l'élévation  aux  puissances  s'appliquent  aux  quantités  complexes  comme  aux 
quantités  réelles.  Pour  effectuer  le  développement  de  {ii-^b[/ — i)»", 
il  est  bon  de  remarquer  que  les  diverses  puissances  de  \X —  i  sont 
périodiques.  On  a  : 


(l/-i)>=l/-i,  {[/-iy=-i,  (i/-i)3=(|/_i)2j/_,_._^: 


I, 


(i/^- 0*  =  (k^- OMi/- ir = + 1, 


(l/Cr7y'  =  (^-i)V-i=  +  l/-i,    etc. 

A  partir  de  la  cinquième  puissance,  tous  les  résultats  se  reproduisent 
dans  le  même  ordre.  Il  n'y  a  que  quatre  valeurs  différentes,  savoir  : 


+  [/—iy     —I,     — |/— I,     +1. 

30.  Les  calculs  sur  les  quantités  imaginaires  se  simplifient  beaucoup 
au  moyen  d'une  expression  trigonométrique  de  la  quantité  complexe  que 
nous  allons  définir.  Désignons  par  r  un  nombre  positif  et  par  a  un  certain 
angle.  Il  est  toujours  possible  de  déterminer  r  et  a  de  manière  à  avoir 


a-\-b  \/ —  I  =  ?'(cos  a  -f-  \^ —  i  sin  a). 

En   effet,   d'après  ce  qui  précède,  cette  égalité  se  décompose  en  deux 
autres 

a  =  r  cos  a,     6  =  r  sin  a. 
On  en  tire 


r  =  [/a^ -\- b^ ,     cosa= —  >     sin  a  = 


La  quantité  r  est  toujours  réelle,  et  comme  les  fractions  qui  donnent 
cos  a,  sin  a  sont  plus  petites  que  l'unité,    il  existera  toujours  un  angle 

a  <r—  correspondant  à  ces  valeurs.  Il  en  résulte  qu'il  est  toujours  permis 

2 


de    remplacer    a-\-b[X — i    par    r{cosa-[-[/ — i  sin  a).    La    quantité 
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positive  r=\Xa'-\-b^  s'appelle  module,   et  l'angle  a  argument  de   la 
quantité  complexe.  Le  nombre  r  est  unique,  mais  a  peut  avoir  une  infinité 

de  valeurs.  

Si  ^  =  o,  on  a  :  r  =  ^/a' =  -f  «  ;  le  module  d'une  quantité  réelle  est 
la  valeur  absolue  de  cette  quantité;  son  argument  est  o  ou  2A;jr,  si  elle 
est  positive,  et  tt  ou  (2A' +  1)7:,  si  elle  est  négative.  On  a,  en  effet,  iden- 
tiquement   

a  =  a  [cos  2A;Tr  +  V^ —  ^  sin  2A-7T] 

—  a  =  a[cos(2A;4-  i)^4~l^ —  ^  sin(2/»:  +  i)?:], 

k  étant  un  nombre  entier.  

L'égalité  de  deux  quantités  complexes  a-\-l)[/ — î,a'-\-b'[/ — i 
entraîne  les  relations 

a  =  a\     h  =  h'  \ 
par  suite, 


^a^j^'b^  =  \/a'^-\-b'\     ou     r  =  r\ 
et  il  y  a  donc  aussi  égalité  entre  les  modules. 

De  même,  si  a-{-b\/ — 1=0,  on  a  :  a  =  o,b  =0  et,  par  consé- 
quent, r  =  o. 

Deux  quantités  imaginaires  conjuguées  a-[-b  \/ —  i  et  a  —  b  y/ —  i 
admettent  le  même  module  et  leurs  arguments  forment  une  somme  égale 
à  27:  ou  à  un  nombre  quelconque  de  circonférences.  Ainsi,  on  peut  écrire 


a  -\-  bi/  —  I  =  r(cos  a  -\-  y^ —  i  sin  a), 


a  —  b\/ —  I  =r [cos (271  —  a)-]-  \/ —  i  sin (271  —  a)]. 

3t.  Somme  de  quantités  i7naginaires .   Proposons-nous  de   trouver   le 
module  R  de  la  somme  de  deux  quantités  imaginaires.  Posons  : 


R{cosi2-|-[/' —  isinl2)  =  r(cosa-|-^ —  i  sina)+r'(cosa'-j-|/ — i  sina'). 

On  en  déduit 

R  cos  12  =  r  cos  a  -|-  r'  cos  a% 

R  sin  O  =  r  sin  a  -j-  r'  sin  a.' . 

En  élevant  au  carré  et  en  ajoutant,  on  trouve 

R'  =  r*  -j-  r'^  -j-  2rr'  cos  (a  —  a')  ; 
par  suite 

R  =  |/r-  -|-  r'2  -\-  2rr'  cos  (a  —  a.'). 
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Le  maximum  de  R  correspond  à  cos  (a  —  a')  =:  i,  et  il  a  pour  valeur 
r -j- r' ;  le  minimum  correspond  à  cos  (a — ^')  =  —  i»  et  sa  valeur  est 
r  —  r' .  Si  on  étend  ce  résultat  à  trois,  quatre  etc.  quantités  de  cette 
espèce,  on  a  cette  propriété  :  Le  module  d'une  somme  de  plusieurs  quan- 
tités imaginaires  ne  peut  pas  surpasser  la  somme  des  modales  de  ces 
quantités. 

3®.  Produit  de  quantités  imaginaires.  En  effectuant  la  multiplication 
suivante  : 


r(cos  a  -\-  [/ —  I  sin  a)  r'(cos  af  +  [/ —  i  sin  o.'), 
on  trouve  pour  résultat 


rr'[cos  (a  -{-  «')  -|-  y^ —  i  sin  (a  -{-  et.'  j\. 
Si  on  multiplie  de  nouveau  par  le  facteur  r"  (cosa"-)-p/ —  i  sin  a"), 


il  vient  encore 


rr'r"  [cos  {oL-\-a.'  -\-  a")  +  (/—  i  sin  (a  +  cfJ  +  a")], 

et,  ainsi  de  suite.  Donc,  le  module  du  produit  de  plusieurs  quantités 
imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules,  et  l'argument  à  la  somme 
des  arguments. 

Il  résulte  de  là  que  le  produit  de  plusieurs  quantités  imaginaires  reste 
le  même,  si  on  change  Tordre  des  facteurs,  et  si  un  tel  produit  s'annule, 
l'un  des  facteurs  doit  être  égal  à  zéro,  afin  que  l'une  des  quantités  r  soit 
nulle.  Par  l'application  de  la  règle  précédente  au  produit 

r'(cos  a'  -\-  |/—  I  sin  a')  X   ;,  [cos  (a  —  o(.')-{-[/—  i  sin  (a  —  a')], 

on  obtient  l'expression 

r(cos  a  -|-  \/ —  I  sin  a); 
par  conséquent,   il  vient  la  relation 


r(cosa-j-|/ — I  sin  a)        r  .      / .  ,.-, 

— ^^ '   ^ ^-  =  -  [cos  (a  —  a')  +  K  —  I  sin  (a  —  a  )J , 

r'(cos  a'  +  \/ —  I  sin  a')       ^ 
c'est-à-dire,  que  le  module  du  quotient  de  deux  quantités  imagi fia  ires  est 
le  quotient  des  modules  et  l'argwnent  la  différence  des  arguments. 

3^  Élévation  aux  puissances.   D'après  la  règle  de  multiplication,   le 
produit 
ri(cosai-|-|/— isinai)?'2(cosa2-l-|/— isinaL.)...r,„(cosam-f-p^ — isinam) 
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a  pour  valeur 

rir2  ...  rm[cos(a,  +  a2-| h^-»")  +  P'^ —  i  sin  (a,  +  «2  +  •••  +  ^"»)1- 

Par  conséquent,  en  supposant  les  facteurs  égaux,  il  viendra 


[ri(cos  «1  +  |/ —  I  sin  a,)]"»  =  r'^(cos  moix  +  [^ —  i  sin  moLx), 

Ainsi,  ;90wr  élever  une  quantité  imaginaire  a  une  puissance  entière  m, 
il  faut  élever  le  module  à  cette  puissance  et  ?nultiplier  l'argument  par  m. 
De  l'égalité  précédente,  on  tire 


(cos  ai  -{-]/' —  I  sin  «i)"'  =  cos  9)ixi  -\-\/ —  i  sin  mx\. 

Cette  relation  trigonométrique  porte  le  nom  de  formule  de  Moivre;  elle 
a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  commensurables  de  l'exposant  m.  En  effet, 
si  on  extrait  la  racine  m*^"*^  des  deux  membres,  il  vient  : 


(cos  mcci  -{-  l/ —  I  sin  mai)*"  =  cos  a«  -j-  |/ —  i  sin  «i , 


ce. 


et,  en  remplaçant  maintenent  ai  par  —  »  on  a  : 

m 


a<    1   .  / .    «1 


(cos  at  -{-  \/ —  I  sin  ai)"»  =  cos \-\/ —  i  sin  — 

w    '  m 

En  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ?i,  on  a  encore 


n 


fcos  cf.K  -\-\/ —  I  sin  ai)*"=  cos  — «<  +  l/ —  i  sin  — a,. 

m  m 

Enfin,  si  on  remarque  que 


(cosai-j-^ —  isinai)"'  = =cos  «i  —  \/ —  i  sin  a,, 

cos  «i  -}-  V^ —  ï  sin  «1 
ou  bien 

(cos  «1  -j-  \/ —  I  sin  «i)-*  =  cos  ( —  «i)  -|-  \/ —  i  sin  ( —  «i), 
on  obtient  aussi,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m 


(cos  cf^i  -^  \/  —  I  sin  «i)"*"  =  cos  ( —  mai)  +  |/ —  i  sin  ( —  wai). 

Nous  ne  parlerons  pas  ici  de  la  racine  m*'^"»*  d'une  quantité  imaginaire 
et  de  ses  diverses  valeurs.  Cette  question  se  présentera  naturellement  dans 
la  théorie  des  équations  binômes  que  nous  étudierons  plus  loin. 

34.    Variable  imaginaire  et  fonction  entière  d'une  variable  imaginaire. 

Le  mot  fonction  est  celui  qui  est  admis  dans  la  langue  mathématique 
pour    exprimer   une    dépendance    quelconque   entre   plusieurs   grandeurs. 
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Ainsi,  on  dit  qu'une  quantité  y  est  fonction  d'une  autre  quantité  x,  lorsque 
sa  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à  x.  Afin  d'exprimer  d'une  manière 
générale  cette  relation  sans  préciser  sa  nature,  on  emploie  les  notations 

y  =  ¥(x),     y  =  f(x),     y  =  Q^[x),     etc. 

La  grandeur  x  à  laquelle  on  attribue  à  volonté  différentes  valeurs  se  nomme 
variable  indépendante,  tandis  que  y  est  la  fonction.  Puisque  rien  ne  limite 
les  manières  de  faire  dépendre  une  grandeur  d'une  autre,  on  doit  regarder 
le  nombre  des  fonctions  comme  indéfini.  Dans  la  théorie  des  équations,  nous 
aurons  surtout  à  considérer  la  fonction  algébrique  entière  qui  est  représentée 
par  un  polynôme  ordinaire  du  degré  m  tn  x  tel  que 

où  m  est  un  nombre  entier,  et  Ao,  Ai  ...  des  quantités  constantes.  Lorsque 
ces  constantes  sont  réelles,  et  que  l'on  considère  spécialement  les  valeurs 
réelles  que  peut  prendre  la  variable  indépendante  entre  —  oo  et  -{-  oo  ,  on 
dit  que  la  fonction  entière  est  réelle  ainsi  que  la  variable  x.  Mais,  dans  le 
cas  général,  on  doit  admettre  que  les  coefficients  Ao,  Ai  ...  sont  réels  ou 
imaginaires,  et  que  la  variable  indépen- 
dante peut  prendre  une  valeur  réelle  ou 
imaginaire  quelconque.  Pour  distinguer  ce 
cas  du  précédent,  nous  écrirons 

F(2r)  =  Ao;3-  +  A,^"—  -| \- km 

où  z  représente   une   variable   imaginaire, 
c'est-à-dire,   une  expression   de  la   forme 


X  ti  y  étant  deux  variables  réelles.  Afin  de 
mieux  saisir  les  variations  de  ;?,  supposons  que  x  Qi  y  soient  les  coordonnées 
d'un  point  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  xx\  yy\  Pour  chaque  valeur 
de  z,  c'est-à-dire,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  y,  nous  obtien- 
drons un  point  m  dans  le  plan  des  axes,  et  on  dit  que  m  est  le  point  repré- 
sentatif ou  Vaffîxe  de  la  variable  z.  Réciproquement,  à  chaque  point  du  plan 
,    correspond  une  valeur  unique  de  z.  Conformément  à  cette  représentation,  une 
(i    valeur  particulière  z^  de  z  s'appelle  point  Zo .  S'il  s'agit  d'une  variable  réelle  j?. 
'i    la  valeur  x  =  x^  donne  un  point  de  l'axe  des  x  et  on  peut  dire  le  point  x^  au 
lieu  de  valeur  c^  =  â?o .  Une  variable  imaginaire  est  la  somme  de  l'abscisse 
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et  de  Tordontiée  d'un  point  m,  cette  dernière  étant  multipliée  par  y/ —  j. 
L'ordonnée  étant  perpendiculaire  h.  l'abscisse,  on  a  été  amené  à  regarder  le 
facteur  [/ —  i  comme  l'équivalent  de  la  perpendicularité  en  géométrie. 
Le  module  de  la  variable  imaginaire  est 


r  =  [/x'^  -{-  y-  ; 

il  est  représenté  par  le  vecteur  ow,  tandis  que  l'argument  a.  est  l'inclinaison 
de  ce  vecteur  sur  Taxe  des  x  ;  car  on  a  : 

X                                    y 
cos  a  == >     sin  a  = • 


Le  module  r  de  ;3r  est  positif  et  ne  peut  varier  qu'entre  o  et  -f-  oo  ;  mais 
l'argument  qui  se  compte  à  partir  de  ox  vers  oy  peut  prendre  une  valeur 
quelconque  entre  —  oo  et  -|-  oo  .  Si  ?/  ==  o,  a  =  2kn  ;  la  variable  z  est 
réelle  et  le  rayon  vecteur  coïncide  avec  ox\   si  £i?  =  o,  on  a  : 

0L  =  -     OU     a  =  — \-  2kn  ; 

2  2 

le  rayon  om  se  trouve  sur  l'axe  des  y,  et  la  valeur  de  z  se  réduit  alors  à 
yy  —  I.  Ainsi,  lorsque  l'on  considère  les  diverses  valeurs  d'une  variable 
imaginaire,  on  doit  regarder  la  droite  xx'  comme  étant  l'axe  des  quantités 
réelles;  la  droite  yy'  comme  étant  l'axe  des  imaginaires  simples;  toutes  les 
autres  valeurs  de  z  se  rapportent  aux  rayons  intermédiaires  que  l'on  peut 
mener  autour  du  point  o.  Il  résulte  aussi  de  ce  mode  de  représentation  que  la 
variable  complexe  est  plus  générale  que  la  variable  réelle;  elle  renferme 
celle-ci  comme  cas  particulier. 
Soit,  maintenant, 

F  [z)  =  Aoz^  +  Aa"^-'  -1 h  Am 

la  fonction  entière  de  z,  où  les  coefficients  Ao,  Ai,  etc.  sont  des  nombres 
constants  réels  ou  imaginaires.  En  remplaçant  z  i^aiV  x -\- y  [/ — i,  elle 
prendra  la  forme 


P  et  Q  étant  des  polynômes  réels  en  x  et  y.  Pour  chaque  valeur  de  z, 
P  et  Q  prendront  des  valeurs  déterminées,  et  on  pourra  construire  dans 
le  plan  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  ces  valeurs  ;  ce  sera  le  point 
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représentatif  de  la  fonction.  Si  x  ci  y  ou  bien  r  et  a  varient  d'une  manière 
continue,  le  point  ?n,  qui  représente  la  variable  z,  décrira  une  certaine 
courbe  continue;  mais,  en  même  temps,  le  point  M,  qui  représente  la 
fonction,  décrira  une  autre  courbe  correspondante  et  qui,  en  général,  sera 
aussi  continue.  Il  se  présente  des  cas  où,  pour  une  valeur  de  z,  une  fonction 
d'une  variable  imaginaire  prend  des  valeurs  multiples  ou  devient  indétermi- 
née; nous  verrons  bientôt  que  cette  circonstance  ne  peut  pas  arriver  pour  la 
fonction  entière  qui  est  la  seule  à  considérer  dans  la  théorie  des  équations 
algébriques. 

Une  fonction  complexe  F  (x-^-yy/ —  i)  renferme  comme  cas  particulier 
la  fonction  réelle  F  {x)  qui  correspond  à  y  =:=  o,  et  il  arrivera  quelquefois 
que  les  propriétés  de  F  (x)  s'appliqueront  à  la  fonction  plus  générale 
¥{x-\-y  [/ —  I ) .  Cependant,  il  ne  faut  pas  croire  que  toute  formule 
algébrique  qui  est  exacte  pour  une  fonction  réelle  le  sera  aussi  pour  la 
fonction  imaginaire.  On  a  commis  de  grossières  erreurs  en  passant  ainsi  sans 
attention  du  réel  à  l'imaginaire. 


2. 


PROPRIÉTÉS  DE  LA  FONCTION  ENTIÈRE,  THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  LA 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 

35*  Après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  et  les  radicaux,  une 
équation  algébrique  à  une  inconnue  peut  se  ramener  à  la  forme 

Ao;2r'"  + Ai^r'"-' -1 ^Am  =  o; 

Z  désigne  Tinconnue  et  l'entier  m  indique  le  degré  de  l'équation;  les 
coefficients  Ao,  Ai.  .  .  sont  des  constantes  connues,  réelles  ou  imaginaires. 
Le  premier  membre  est  le  type  de  la  fonction  entière  en  regardant  z  comme 
une  variable.  Posons  : 

F(2:)  =  Ao;2"»  +  kxZ^'-'  -\ 1-  A^. 

Il  est  nécessaire  d'étudier    cette    fonction  et  d'en    démontrer    diverses 
propriétés  qui  nous  seront  utiles  dans  la  théorie  des  équations. 

Considérons  d'abord   la    fonction   entière  privée   de  son  dernier    terme 

F(;:r)  =  Ao;3:-  +  Ai^"'"'  -[ Y  A,„_,^ 

qui  s'annule  pour  ^  =  o.  Nous  allons  démontrer  qu'il  est  toujours  possible 
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de  trouver  une  valeur  de  z  de  module  r  différent  de  zéro,  de  manière  à 
avoir  la  relation 

mod.  F(;2r)<  R, 

R  étant  une  quantité  positive  donnée.  En  effet,  soit  a  le  plus  grand  des 
modules  des  coefficients;  le  module  d'une  somme  étant  au  plus  égal  a  la 
somme  des  modules,   on  a 

mod.  F iz) <  aiv^  -A-  r"^-'  -\ 1-  r)<  ar < » 

r  représente  le  module  de  la  variable  z  ;  en  le  supposant  plus  petit  que 
l'unité,  on  peut  écrire 

ar 


mod.  F(;3r)<- 


I  —  r 
Posons  : 

ar 
I  —  r 
on  en  déduit 

R 


ft  +  R 

Par  conséquent,  en  prenant  pour  z  une  valeur  ayant  pour  module  celte 
fraction,  l'on  aura 

mod.  F(;2r)  <  R, 

et  cette  relation  aura  également  lieu  pour   toutes  les  valeurs  de  z  dont 

les  modules  seront  compris  entre  o  et • 

ft  +  R 

On  en  déduit  immédiatement  une  propriété  de  la  fonction  complète 

F{z)  =  Am  +  Am-a-\ [- AiZ»*-^  +  AoZ'^ 

écrite  en  commençant  par  le  dernier  terme.  Si  nous  posons  : 

R  =  mod.  Am, 
l'inégalité 

mod.  {Am-iZ  -[-  Am^iZ-  -\ -f-  Ao^:"*)  <  mod.  Am 

sera  toujours  possible.    Donc,   lorsqu'une  fonction   entière  est  ordonnée 

suivant  les  puissa?ices  croissantes  de  la  variable,  on  peut  toujours  trouver 

I       pour  z  une  valeur  de  module  r  suffisamment  petit  pour  que  le  module  du 

A'         premier  terme  soit  plus  grand  que  le  module  de  la  somme  de  tous  les  autres. 


k* 


I 
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Soit  encore  la  fonction  entière  complète  sous  la  forme 
F(^)  =  AoC-  +  A,c  — '-f...A„,; 

cherchons  une  valeur  de  z  de  module  r  sulfisammcnt  grand  pour  satisfaire 
à  l'inégalité 

mod.  koz"^  >  mod.  (A,;:r'»-'  -|-  Az;^'»-*  -] -\-  A,n). 

Désignons  par  «o   le  module  de  Ao,  et  par  a  le  plus  grand  des  modules 
des  coefficients  Ai,  A2  ...  Am;  la  relation  précédente  aura  lieu,   si 

r  —  î     -^  r  —  I       r  —  I 
ou  bien,  en  supposant  ?' >  i,  si 


aov"'  = 


r  —  I 
De  cette  égalité,  on  tire 


r 


fto 


CL         I         (tn 

Ainsi  la  valeur  de  z  ayant  pour  module >  ou  encore  un  module  plus 

ao 

grand,  répond  au  but  proposé.  Donc,  lorsqu'une  fonction  entière  est  ordonnée 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  on  peut  toujours  trouver 

une  valeur  de  z  de  module  r  suffisamment  grand  pour  que  lé  module  du  *V 

premier  terme  soit  plus  grand  que  le  module  de  la  somme  de  tous  les  autres.         \^ 

Dans  le  cas  d'une  fonction  réelle  F  (x),  la  première  propriété  signifie  que, 

si  elle  est  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  il  sera  possible 

de  trouver  un  nombre  k  tel  que,  pour  x  =  o\i  <  k,  le  premier  terme  sera 

plus  grand  en  valeur  absolue  que  la  somme  de  tous  les  autres;  lorsque  F  {x) 

est  ordonnée  suivant  les  puissances  décroisantes  de  x,  il  existera  un  nombre 

l  tel  que,  pour  ic  ==  ou  >  /,  le  premier  terme  sera  plus  grand  en  valeur 

absolue  que  la  somme  de  tous  les  autres  ;  par  conséquent,  dans  l'intervalle 

de  x=^l  à  a?  =  00  ,  la  fonction  conservera  le  même  signe,  celui  de  son 

premier  terme.  Enfin,  pour  la  fonction  réelle 

privée  du  dernier  terme,  on  pourra  déterminer  une  valeur  de  x  sulîlsam- 
ment  petite  pour  que  le  résultat  correspondant  de  la  fonction  soit,  en  valeur 
absolue,  inférieur  à  une  quantité  donnée,  quelle  que  petite  qu'elle  soit. 


-    )< 


■^  -f  ^-f5^ 
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36.  Continuité  de  la  fonction  entière.  D'après  sa  nature,  la  fonclion 
entière  réelle 

se  réduit  à  un  nombre  fini  cl  déterminé  pour  une  valeur  réelle  et  finie 
de  la  variable  x  =  Xii\  pour  une  valeur  voisine  x  =  Xo -\-  h,  h  étant  une 
quantité  très  petite  positive  ou  négative,  la  fonction  devient  :F(^o-i-^), 
et  la  différence 

F(^o  +  /0  — F(a,-o) 

représentera,  en  valeur  absolue,  l'accroissement  de  la  fonction.  Il  faut 
démontrer  que  cette  accroissement  est  très  petit,  si  h  est  très  petit,  et  que, 
si  h  diminue  de  plus  en  plus  pour  arriver  à  zéro,  cet  accroissement  tend 
aussi  vers  zéro  en   même   temps  que  h.   Cherchons  d'abord  la  valeur   de 

I<{xo-\-h).  On  a 

F(iCo  +  h)  =  Ao(^o  +  h)^  +  A,(x'o  +  /O"*"'  H h  A„._2(^o  +  h)^ 

En  développant  par  la  formule  du  binôme  et  en  ordonnant  par  rapport 
à  h,  le  second  membre  se  présentera  sous  la  forme 

A  +  B/i  +  C hD 1 |-L 


1.2  1.2.3  1  »  2  .  ^  ...  m 

A  représente  la  somme   des   premiers   termes   des   développements  et   sa 
valeur  est 

F(^o)  =  Ao<+  A,<-  -\ h  Am. 

Le  coefficient  B  est  la  somme  des  seconds  termes  des  développements, 
c'est-à-dire^  l'expression 

mA^ic^-i  -{-{m —  i)  A,ii?^-2_j 2A^_2a?o  +  A^-i. 

Ce  second  polynôme  se  déduit  de  F(d?o)  efi  multipliant  chaque  terme 
far  V exposant  de  Xo  et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité ^ 
on  l'appelle  dérivée  de  F(a?o)  et  on  le  représente  parF'(iCo). 

Le  polynôme  C  a  pour  valeur 

m{m—  i)  A^ic^-2 -]- (m  —  i)  (m — 2)  kj^x^^-^  -\ [-2A,n_2; 

il  se  déduit  de  F'(a?o)  par  la  même  règle;  c'est  la  dérivée  de  la  dérivée 
ou  la  dérivée  seconde  du  polynôme  primitif;  elle  se  désigne  par  W {jxa). 
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Les  coefficients  qui  suivent  sont  soumis  à  la  même  loi,  et  en  les  représen- 
tant respeclivement  par  F"'  (iCo),  F'^  (xo)  ..,  F""'  {xo),  on  aura  finalement 

Y(xo  +  h)  =  ¥{xo)  +  hr{xo)  +  -—  r'{xo)  -I 1 ~ P^){xo). 

1.2  I  .  2  .  3  . . .  7/i 

Dans  la  formation  des  dérivées,  il  est  bon  de  remarquer  que  l'appli- 
cation successive  de  la  règle  diminue  chaque  fois  le  degré  d'une  unilé, 
et  que  chaque  fonction  renferme  un  terme  de  moins  que  la  précédente. 
Par  conséquent  la  dérivée  de  l'ordre  m  ne  renfermera  plus  Xo;  sa  valeur 
est  ce  que  devient  le  premier  terme  de  F  (xo)  après  les  w  opérations, 
c'est-à-dire, 

F("*)(a?o)  =  Aom{m  —  i)  {m  —  2)  ...  3  .  2  .  i. 

De  la  formule  précédente,  on  tire 

F(^o  +  h)  -  F(^o)  =  hr(xo)  +  — ^F''(^o) H 

Le  second  membre  est  une  fonction  entière  de  h  renfermant  h  en  facteur 
et,  d'après  une  propriété  démontrée,  pour  une  valeur  convenable  de  /«, 
il  deviendra  inférieur  à  une  quantité  donnée  A:,  quelle  que  petite  qu'elle 
soit.  On  doit  donc  regarder  les  accroissements  de  la  fonction  et  de  la 
variable  comme  des  quantités  de  même  ordre  de  grandeur,  et  qui  tendent 
simultanément  vers  zéro.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  dit  que  la  fonction  est 
continue  pour  la  valeur  x  =  Xoy  et  si  cette  propriété  se  vérifie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  =  a  et  x  ^=  h,  on  dit  que  la  fonction  est 
continue  dans  cet  intervalle.  La  valeur  choisie  Xo  est  quelconque,  mais  Unie: 
il  en  résulte  que  la  fonction  entière  est  continue  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  la  variable. 

Le  développement  de  ¥{xo'\-h)  s'appuie  uniquement  sur  la  formule  du 
binôme  ;  un  développement  semblable  existera  pour  la  fonction  complexe 
YfzJ;  h  étant  l'accroissement  de  la  variable  imaginaire,  le  même  raisonne- 
ment prouve  que  le  module  de  la  différence 

F(;2ro  +  /0  — F(;îo) 

ainsi  que  celui  de  h  tendent  simultanément  vers  zéro.  En  se  reportant  à 
la  représentation  géométrique  d'une  fonction  imaginaire,  on  en  conclut  que 
la  fonction  entière  F(^)  est  continue  dans  toute  rétendue  du  plan.  Si 
la   variable  complexe   part;   d'un   point   m  et   décrit  un  chemin  continu 

6 
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pour  revenir  ensuite  au  point  de  départ,  la  fonction  F(z)  décrira  aussi  un 
chemin  continu,  et  elle  reprendra,  à  la  fin,  sa  valeur  initiale;  donc,  lors- 
que la  courbe  décrite  par  z  est  fermée,  il  en  est  de  même  de  la  courbe 
décrite  par  la  fonction. 

37.  Nous  avons  vu  que  la  dérivée  est  le  polynôme  qui  multiplie  h  dans 
le  développement  de  F(a?-j-/i)en  remplaçant  Xq  par  a?.  De  ce  développe- 
ment, on  tire 

l\  1*2  1*2.^ 

et,  en  supposant  que  h  tende  vers  zéro,  il  vient,  à  la  limite, 
lim.    ^    ^-^ l^  =  r(x). 

De  là,  cette  définition  qui  s'applique  à  une  fonction  quelconque  :  La 
dérivée  est  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonctio?i  à  VaccroiS" 
sèment  de  la  variable,  lorsque  ce  dernier  tend  vers  zéro. 

On  peut  trouver  la  dérivée  en  partant  de  cette  définition.  Ainsi,  pour 
la  fonction 

F(a?)  =  ax"^, 

la  règle  donnée  fournit  l'expression 

W{x)  =  max'^'K 

Conformément  à  la  définition  précédente,  cherchons  d'abord  F(iP-|-/i). 
On  a  : 

F(a?  -}-  h)  =  a{x  -f-  h)"*  =  ax"**  -}-  max'^-^h  -\ ax'^-Vi^  -) ; 

par  suite, 


¥ {X  ~\- h)  —  F (x)  .    ,   m(m — i)  .    , 

h  '        I  .2  . 

Tous  les  termes  du  second  membre,  excepté  le  premier,   s'annulent  à 
limite  pour  h  =  o;  on  a  donc 

,.      F(^-j-/i)  — F(^) 

lim . =  max"^-  ' . 

h 

C'est  précisément  le  résultat  obtenu  par  la   règle  que  nous  avons  d'abord 
donnée  pour  la  formation  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière. 
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Comme  second  exemple,  soit 

¥{x)=r{(ix-\-hy\ 

En  remplaçant  x  par  x  -\-  Jt,  on  a 

par  suite, 

¥(x  +  h)  —  '£(x)  ,       ,    ,  m(w— i)      , 

/i  1.2 

et,  à  la  limite,  pour  h  =  o,  il  vient 

F'  (x)  =  ma  (aj? -f-  ?))♦"-  ' . 
En  troisième  lieu,  soit 

F  (x)  ={x  —  a)  {x  —  h) {x  —  l). 

On  aura 

■^[x  +  h)  ={x  +  h  --  a)  [x-^-h  —  h) {x-^h  —  })  = 

c'est-à-dire, 

+^"((.-.)V-^»+-)+-]- 

On  en  déduit 


Enfin,  en  posant  h  =  o,  on  trouve 

Ainsi,  la  dérivée  du  produit  proposé  est  la  somme  des  quotients  successifs  de 
ce  produit  par  chaque  facteur;  par  exemple,  pour  le  produit 

F(ic)  =  {x  —  a){x  —  b)  {x  —  c), 
ce  serait  : 

Y\x)  =  (^  —  h)  (^  —  c)  +  (^  —  (i)  [x  —  c)  +  (^  —  «)  0^  —  ^)- 

Si  ft  =  ^,  deux  facteurs  deviennent  égaux,  et  l'on  a  dans  ce  cas 

F'(^)  =  (a?  —  a)  \2.{x^c)-\-x  —  a\. 
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Observons  cette  particularité  importante  que,  si  F  (r)  renferme  un  facteur 
au  carré,  F'(^)  renferme  ce  facteur  à  la  première  puissance  et  les  deux 
fonctions  s'annulent  pour  x  =  a. 

38.  Considérons  maintenant  les  développements 

F(a'o  +  M  =  F(^o)  +  /^F'(a:o)+-— F''W  + 


F(^,  —  h)  =  F{xo)-hr  (xo)  4 ^F"(^o)  + 


I   .  2 


qui  correspondent  à  un  accroissement  positif  et  négatif  de  la  variable. 
Soit  Y{xo)  =  o  et  ¥'(xo)  ^  o.  On  aura 

V{xo  +  h)  =  hr{xo)-] —r\xo)  + 


V{xo  —  h)  =  -  hr{xo)-] F"(^o)  + 

1.2 

Lorsque  h  est  assez  petit,  le  signe  des  seconds  membres  est  fixé  par  celui 
des  premiers  termes;  par  suite,  ces  relations  nous  montrent  que  l^{xo  —  Ji) 
et  'F{xo'\-h)  sont  de  signe  différent.  Ainsi,  lorsqu'une  fonction  entière 
s'annule  dans  un  intervalle  [xq  —  h,  x^  -\-  h),  elle  change  nécessairement 
de  signe,  si  la  dérivée  est  différente  de  zéro. 

Réciproquement,  si  une  fonction  entière  change  de  signe  pour  les  valeurs 
Xo  —  h  et  Xo-\-h,  elle  s'annule  dans  l'intervalle;  car,  pour  passer,  par 
exemple,  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative,  la  fonction  doit 
prendre,  en  vertu  de  la  continuité,  toutes  les  valeurs  intermédiaires  et  en 
particulier  la  valeur  zéro  qui  sépare  les  quantités  positives  et  négatives. 

Supposons  que  la  dérivée  conserve  le  même  signe  dans  l'intervalle 
{xo  —  hy  Xo  -^h)',  les  relations  (a)  montrent  encore  que  F(iç)  et  F'(^)  sont 
de  signe  différent  immédiatement  avant  que  F(a?)  s'annule  et  de  même  signe 
immédiatement  après.  Cette  particularité  est  très  importante  et  elle  se 
maintient,  si  la  valeur  ir^,  qui  annule  la  fonction,  annule  aussi  un  certain 
nombre  de  dérivées. 

Supposons   :    Y{x^  =  o^    F'(^o)  =  o,    F''(.ro)  =  o,  ...  Fp~'(j?o)  =  o  et 

F*'(a?o)  ^  o.  Dans  cette  hypothèse,  on  a 

/iP                                    /«,p+  ' 
Y{x,  +  /O  = m{Xo)  -\ r-TF(''+')((ro)  +  ••• 

I   .  2  ...  JO  '     I  .  2  ...  (JO  -|-  0  ^      '     ' 


I 
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Appliquons  la  formule  du  développement  au  polynôme  ^'(x);  nous  aurons 
aussi 

r  (xo  +  h)  = '-^ -,  F(p)(^o)  -1 F(''+'  )(ar„)  -f  . . . 

^  '  I  ,  2  ..,{p  —  l)  ^  '     I   .  2  ...  /> 

Quand  h  est  très  petit,  le  signe  des  seconds  membres  est  donné  par  celui 
des  premiers  termes;  or,  ceux-ci  renferment  le  même  facteur  F^^ViPo)  et  les 
puissances  Ilp  et  /t^"'  ;  si  h  est  négatif,  ces  termes  sont  de  signes  contraires 
puisque  les  nombres  p  et  p  —  i  sont  de  parité  différente;  mais  le  signe  reste 
le  même  pour  h  positif.  Ce  qui  signifie  que  ^{xo  —  h)  et  F'(:ro  —  fi)  sont  de 
signe  différent,  tandis  que  ¥{xo-\-h)  et  'E'(xo-\-ft)  sont  de  même  signe. 
Donc,  lorsqu'une  fonction  entière  Y [x)  s'annule,  un  peu  avant,  F(y)  et  ¥'(j) 
sont  de  signe  différent,  et,  un  peu  après,  de  même  signe, 

30.  Importance  de  la  valeur  de  la  dérivée  en  un  point.  Désignons 
toujours  par  h  une  quantité  positive  très  petite  ;  on  a 

F(^o  +  h)  —  F(a;o)  =  hF'ixo)  +  —  F''  {xo)  +  •  •  • 

h* 
F(a?o  —  h)  —  F(^o)  =  —  hl^'ixo)  -\ F''  (xo) 

Lorsque  la  dérivée  est  positive  au  point  Xo,  les  différences  des  premiers 
membres  sont  de  signes  contraires;  la  première  est  positive  et  l'autre 
négative.  Les  valeurs 

V{xo  —  h),      ¥{Xo)y     F(ii?o  +  /0 

sont  donc  croissantes.  C'est  Tinverse,  si  la  dérivée  est  négative  au  même 
point.  Donc,  la  fonction  est  croissante  en  un  point,  si  la  dérivée  est 
positive,  et  décroissante,  si  la  dérivée  est  négative. 

Dans  ce  qui  précède,  les  différences  ifi)  changent  de  signe  avec  h.  11  n'en 

est  plus  ainsi,  lorsque  W{xq)  ==  o  et  W {xq)  ^  o;  car,  les  seconds  membres 

commencent  alors  par  un  terme  renfermant  A'.  Supposons  que  la  dérivée 
seconde  soit  négative  au  point  Xo  ;  on  aura,  d'après  (j3),  pour  h  sufTisamment 
petit 

F  {Xo  +  /O  <  F  {xo),     F  (^0  —  /O  <  F  («^o) . 

Dans  tout  l'intervalle  (xo  —  /i,  XQ-\-h)-,  le  point  Xq  excepté,  la  fonction 
reste  inférieure  à  F(a?o);  on  dit  alors  que  F(xo)  est  un  viaximum  de  la 
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fanction  pour  cet  intervalle.  Au  contraire,  si  la  dérivée  seconde  est  positive 
au  point  Xo,  il  vient 

F(^o  +  /')  >  FG^o),     F(xo  —  h)  >  F(^o); 

dans  tout  l'intervalle  (^o  —  /',  ^o  +  h)^  le  point  Xq  excepté,  la  fonction 
reste  supérieure  à  F(^o);  on  dit  alors  que  F(.To)  est  un  minimum  de  la 
fonction  pour  cet  intervalle. 

Quand  une  fonction  entière  est  maximum  pour  une  valeur  x  =  a?o,  avant 
cette  valeur,  de  Xq  —  h  à  Xo^  elle  est  croissante,  tandis  que,  de  Xo  à  Xo  -\-  h, 
elle  est  décroissante.  Pour  exprimer  ce  mouvement  de  va-et-vient,  nous 
dirons  que  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  forment  une  ondulation  dans 
l'intervalle  (^o  —  h,  Xo  -|~  '0-  I^orsque  la  fonction  est  minimum  pour 
X  =  Xo,  elle  est  décroissante  de  Xo  —  h  à  x^,  et  croissante,  de  Xo  à  Xo  4"  ^^• 
Les  diverses  valeurs  de  la  fonction  forment  encore  une  ondulation,  mais 
en  sens  opposé. 

La  dérivée  pourrait  s'annuler  pour  les  valeurs  de  la  variable  Xo,  X\y  X2, 
etc.  et.  dans  ce  cas,  plusieurs  ondulations  vont  se  succéder.  Après  un 
maximum,  viendra  un  minimum  suivi  lui-même  d'un  maximum  etc. 
Supposons  ii?o  <!  ^i  <C^2  etc.  Si  la  fonction  est  maximum  au  point  x^, 
elle  décroît  à  partir  de  Xo  jusqu'au  point  Xi  où  la  dérivée  s'annule  pour 
changer  de  signe;  à  partir  de  Xi,  la  fonction  redevient  croissante  jusqu'au 
point  X2  et,  à  partir  de  iC2,  elle  décroît  de  nouveau;  ainsi  de  suite. 

Dans  le  cas  où  F''(^o)  =  o  et  F'''(^o)  \  o,  les  seconds  membres  de  (j3) 

commencent  par  un  terme  en  h^;  les  différences  changent  de  signe  avec  h 
et  la  fonction  ne  peut  devenir  maximum  ou  minimum  au  point  Xo-  Dans 
le  cas  général  où  les  p  —  i   premières    dérivées  s'annulent  pour  x  =  Xq, 

tandis  que  F^^^x^)  ^  o,  il  y  aura  seulement  maximum  ou  minimum  au  point 

Xo.  si  p  est  pair. 
La  fonction  linéaire 

F(x)  =  kox  +  Al 

ne  peut  offrir  d'ondulation  puisque  sa  dérivée  est  indépendante  de  la 
variable. 

Une  circonstance  analogue   peut  se  présenter  exceptionnellement  pour 
la  fonction  d'ordre  impair 


—  87  — 

où  nous  supposerons  le  premier  terme  positif.  Lorsque  x  varie  d'une 
manière  continue  de  —  co  à  -{-  co  ,  la  fonction  part  de  la  valeur  —  ai  pour 
augmenter  ensuite  régulièrement  jusqu'à  la  valeur  +  co  ;  ce  qui  peut  se 
faire  sans  aucune  ondulation  dans  l'intervalle.  Il  en  sera  ainsi  nécessaire- 
ment, si  la  dérivée  n'est  jamais  nulle  pour  une  valeur  réelle  de  la  variable. 
Cette  particularité  ne  peut  pas  se  présenter  pour  une  fonction  d'ordre  pair 

F(a?)  =  Ao  ^^'"  +  A,  .j;2—  -\ 1-  A,„,; 

.  car,  X  variant  de  —  oo  à  -[-  co ,  Ao  étant  positif,  la  fonction  part  de  la 
valeur -f- °o  pour  décroître  ensuite;  mais,  à  un  moment  donné,  elle  devra 
augmenter  puisqu'elle  doit  revenir  à  sa  valeur  initiale  -\-  oo  .  Elle  offrira 
donc  au  moins  une  ondulation  qui  correspond  à  un  minimum  de  la  fonction. 
La  dérivée  étant  un  polynôme  de  degré  impair,  on  en  conclut  qu'un  tel 
polynôme  doit  toujours  s'annuler  pour  une  valeur  réelle  de  la  variable. 

40.  Principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations.  Il  consiste  à 
dire  que  toute  équation  algébrique  a  une  racine.  Il  existe  plusieurs  démons- 
trations de  cette  proposition.  Les  meilleures  présentent  de  longs  développe- 
ments assez  difficiles  à  suivre.  Nous  croyons  qu'on  peut  légitimer  ce  principe 
plus  simplement  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Soit  une  équation  algébrique  du  degré  m 

F(^)  =  Ao  ^*'"+  Al  ^'"-'  -f-  • [- Am  =  o. 

On  dit  qu'un  nombre  réel  ou  imaginaire  a  est  racine,  lorsqu'en  remplaçant 
X  par  a,  le  premier  membre  s'annule.  La  condition  générale  pour  que  a  soit 
racine  est  donc 

F(ft)  =  Aoft"»  + Ai«"'-* -| t-A,„  =  o. 

Cette  relation  est  aussi  la  condition  pour  que  le  polynôme  l^(jr)  soit 
divisible  par  x —  a-,  ainsi,  lorsque  a  est  racine,  cette  division  se  fait  exac- 
tement et,  réciproquement,  si  F  (a;)  est  divisible  par  x  —  «,  a  est  racine.  En 
faisant  la  division,  on  pourra  poser 

F(a;)  =  (i27  — a)F,(a?), 

le  quotient  Fi  [x)  étant  un  polynôme  du  degré  m  —  i .  Il  en  résulte  que  les 
racines  de  Fj  {x)  =  o  appartiennent  aussi  à  l'équation  F(a?)  =  o.  Celle-ci  ne 
pourra  avoir  plus  de  m  racines,  car  alors  l'équation  Fi  [x)  =  o  en  aurait  plus 
de  m —  I,  et,  en  continuant  ainsi,  il  faudrait  admettre  qu'une  équation  du 
premier  degré  possède  plus  d'une  racine;  ce  qui  est  impossible. 
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Considérons  maintenant  un  produit  de  m  facteurs 

[x  —  a){x  —  h) [x  —  /), 

a,  by  .../  étant  des  nombres  quelconques.  Si  on  effectue  ce  produit,  on 
arrivera  à  un  polynôme  du  degré  w  qui,  égalé  à  zéro,  sera  une  équation  du 
degré  m  ayant  pour  racines,  a,  b,  ...  l.  Les  nombres  a,b,  ...  l  peuvent  être 
réels  ou  imaginaires;  si  les  quantités  imaginaires  sont  en  nombre  pair  et 
conjuguées  deux  à  deux,  les  coeffîcients  du  polynôme  seront  réels;  car, 
si  on  pose 


il  vient 


(x^a){x—b)  =  {x—'p  —  q\/-^l){x  —  p-^q[/—i)  =  [x—pY-{-if, 

Il  est  donc  possible  de  former  une  équation  de  degré  pair  à  coefficients 
réels  ayant  toutes  ses  racines  imaginaires.  Pour  arriver  à  une  équation  de 
degré  impair,  il  faudrait  ajouter  au  produit  un  facteur  qui  ne  peut  plus  être 
imaginaire,  si  les  coefficients  doivent  être  réels. 

Cela  étant,  soit  d'abord  une  équation  de  degré  impair  à  coefficients  réels 

Aoa;«-+*  +  k,x^-^  -1 1-  k.m^x  =  o, 

où  nous  supposerons  le  premier  terme  positif.  Si  x  varie  de  —  oo  à  +  oo  , 
la  fonction  du  premier  membre  prend  d'abord  la  valeur  —  oo  pour  augmen- 
ter ensuite;  elle  finira  par  devenir  positive  puisqu'elle  doit  arriver  à  la  fin 
à  la  valeur  -f-  oo  .  La  fonction  change  nécessairement  de  signe  dans  l'inter- 
valle; par  suite,  il  existe  au  moins  un  nombre  a7o  qui  annule  la  fonction; 
nous  disons  au  moins  parce  que  la  fonction  pourrait  changer  un  nombre 
impair  de  fois  de  signe  entre  —  oo  et  +  oo  .  Toute  équation  de  degré  impair 
possède  donc  toujours  une  racine.  Nous  allons  voir  qu'il  en  est  encore  ainsi 
pour  une  équation  de  degré  pair.  Pour  le  démontrer,  considérons  d'abord 
l'équation  du  second  degré 

F(a;)  =  k,x^  +  A,a?  +  A2  =  o 

à  coefficients  réels  dont  le  premier  terme  est  supposé  positif.  On  en  déduit 
pour  l'équation  dérivée 

Y\x)  =  2k(,x-\-  Al  =0. 

Celle-ci  possède  toujours  une  racine  réelle  et  une  seule;  elle  correspond, 
comme  nous  l'avons  vu,  à  un  minimum  de  F(ic).  Désignons  par  p  ce  mini- 
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mum  et  par  a  la  valeur  de  x  qui  lui  correspond,  c'est-à-dire,  la  racine  de 
l'équation  dérivée.  Étudions  les  changements  de  signe  du  minimum  quand  on 
fait  varier  les  coefficients  Ao,  A,,  Aj  de  toutes  les  manières  possibles.  Il  y 
aura  des  systèmes  de  valeurs  pour  lesquels  p  sera  négatif,  d'autres  pour 
lesquels  \x  sera  positif;  enfin,  il  peut  aussi  arriver  que  \k  soit  nul.  Ce  der- 
nier cas  se  présente,  lorsqu'on  donne  aux  coefficients  des  valeurs  telles  que 
F(^)  renferme  le  facteur  {x  —  a)^;  la  dérivée  renferme  aussi  ce  facteur  au 
premier  degré  et  s'annule  pour  i5  =  a;  or,  en  substituant  dans  F(â?), 
on  a  :  |U,  =  o. 

Dans  le  premier  cas  où  }x  est  négatif,  en  substituant  à  x  les  valeurs  « 
et  —  00  ainsi  que  les  valeurs  a  et  -i-  oo  ,  on  obtient  des  résultats  de  signes 
contraires;  il  y  a  une  racine  réelle  et  une  seule  dans  chacun  des  intervalles 
(a,  — ^  00  ),  (a,  -f-  00  );  car  la  fonction  du  premier  membre  passe  une  seule 
fois  par  zéro  avant  d'arriver  à  son  minimum  et  une  seule  fois  après. 
Supposons  que  les  coefficients  varient  de  manière  que  ^.  tende  vers  zéro 
en  restant  négatif;  les  racines  ne  cessent  pas  d'exister,  mais  elles  se  rappro» 
chent  de  a;  quand  \h  s'annule,  les  racines  se  réunissent  sur  a  et  deviennent 
égales.  Si  \k  prend  une  valeur  positive,  les  substitutions  a  et  —  oo  ainsi  que 
a  et  -|-  00  ,  donnent  des  résultats  de  même  signe  ;  il  n'y  a  plus  de  racine 
réelle  dans  les  intervalles.  Cette  circonstance  provient  uniquement  du  signe  du 
minimum  et  non  de  sa  grandeur.  Cependant  lesracines  ne  cessent  pas  d'exister, 
elles  deviennent  nécessairement  imaginaires.  En  effet,  si  elles  disparaissaient, 
il  faudrait  admettre  que  par  la  variation  des  coefficients  deux  racines  réelles 
d'une  équation  du  second  degré  ne  peuvent  devenir  imaginaires  on,  si  l'on 
veut,  qu'il  est  impossible  de  former  une  équation  du  second  degré  à  racines 
imaginaires;  ce  qui  est  absurde.  Donc,  toute  équation  du  second  degré  à 
coefficients  réels  possède  toujours  deux  racines. 

Soit,  maintenant,  l'équation  générale  de  degré  pair  à  coefficients  réels 

F(x)  =  Ao  ^^"*+  A,  ^^'"-'  + +  Ao,,,  =  o 

où  Ao  est  supposé  positif.  Le  premier  membre  est  susceptible  d'un  minimum 
puisque  sa  dérivée  étant  de  degré  impair  s'annule  toujours  pour  une  valeur 
réelle  de  a?.  Admettons  d'abord  que  a;  =  a  soit  la  seule  valeur  qui  annule 
la  dérivée:  nous  savons  qu'alors  elle  correspond  à  un  minimum  de  F(iP).  On 
raisonne  ici  comme  dans  le  cas  de  l'équation  du  second  degré.  Suivant  les 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  Ao,  Ai,  ...,  ce  minimum  pourra  être 
négatif,  positif  ou   nul.   Dans  le   premier  cas,   les   intervalles  (a,  —  ce  ), 
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^^^  _J_  00  )  renfermeront  chacun  une  racine  réelle  et  une  seule;  car  la 
fonction  passe  une  seule  fois  par  zéro  avant  d'arriver  au  minimum  et  une 
seule  fois  après.  Si  les  coefficients  varient  de  manière  que  p.  tende  vers  zéro 
en  restant  négatif,  les  racines  ne  cessent  pas  d'exister;  pour  fj.  =  o,  elles 
deviennent  égales  à  a  et  quand  ^x  prend  le  signe  positif,  il  n'y  a  plus  de 
racines  réelles  mais  deux  racines  imaginaires;  car,  si  elles  disparaissaient, 
on  devrait  admettre  que  deux  racines  réelles  ne  peuvent  jamais  devenir 
imaginaires  par  la  variation  des  coefficients;  ce  qui  est  absurde,  attendu 
qu'une  équation  de  cette  espèce  peut  ne  posséder  que  des  racines  ima- 
ginaires. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  dérivée  F' (a?)  s'annule  pour  plusieurs 
valeurs  de  la  variable.  Dans  ce  cas,  on  prend  pour  a  la  plus  petite  de  ces 
valeurs  qui  correspond  nécessairement  à  un  minimum  ;  car,  iV  variant 
de  —  00  à  a,  la  fonction  décroît  régulièrement  jusqu'au  point  x=  ccoh 
la  dérivée  s'annule  pour  changer  de  signe;  par  suite,  immédiatement  après, 
la  fonction  devient  croissante. 

Si  le  minimum  correspondant  est  négatif,  le  premier  membre  passera 
une  seule  fois  par  zéro  entre  —  oo  et  a  et  au  moins  une  fois  encore  entre 
a  et  -f-  00  .  Quand,  par  la  variation  des  coefficients,  le  minimum  p.  se 
réduit  à  une  quantité  négative  très  petite,  F(ic)  passe  par  zéro  un  peu  avant 
ce  =  a  et  une  seconde  fois  après  ;  on  peut  toujours  supposer  fx  assez  petit 
pour  qu'il  en  soit  ainsi;  ce  qui  signifie  que  l'équation  possède  alors  deux 
racines  réelles  voisines  de  a;  quand  (x  s'annule,  ces  racines  se  réunissent 
sur  a  pour  devenir  égales;  enfin,  si  /lx  prend  une  valeur  positive,  les  deux 
racines  deviennent  nécessairement  imaginaires  pour  le  motif  indiqué  pré- 
cédemment. Ainsi,  toute  équation  de  degré  pair  à  coefficients  réels  possède 
toujours  deux  racines. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'équation  générale  algébrique 

V{z)  =  AoZ^-{~Ai  z^-'  +  .. .  -f-  A„,  =  o 
à  coefficients  imaginaires.  Posons 


z  =  x-\-y\/—  I, 
X  G.i  y  étant  deux  indéterminées  quelconques.  En  substituant,  il  vient 


Ao  {x-\-y\/—  1)"»  + A,  (x-\-y\/^  i)'""'  -1 1»  A,n  =  o 

Après   avoir    effectué  les  développements,    il  y    aura    un  ensemble  de 
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termes  réels   et  un   ensemble    de   termes    renfermant  \/ —  i   en   facteur. 
L'équation  prendra  donc  la  forme 


Pour  y  satisfaire,  on  doit  avoir  simultanément 

((3)  P(a;,yy)  =  o,      0(^,.y)=o. 

D'après  leur  origine,  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  y.  Toute 
solution  commune  du  système  ((5)  fournira  une  racine  de  l'équation  pro- 
posée. J'affirme  qu'une  telle  solution  existe  toujours.  En  effet,  éliminons  par 
un  procédé  quelconque  l'indéterminée  ?/;  on  arrivera  à  une  équation  à 
coefficients  réels  en  x.  Celle-ci,  nous  l'avons  démontré,  admet  toujours  une 
racine  réelle  ou  imaginaire  x^\  cette  valeur  annulant  le  résultant  du  système 
((3),  les  équations 

P(^o,  .?/)  =  o,     Q(a;„7/)  =  o 

ont  nécessairement  une  racine  commune  que  l'on  peut  déterminer  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  premiers  membres.      • 

Soit  ^0  cette  racine  commune  réelle  ou  imaginaire;  les  quantités  iCo»  ])q 
annulant  les  fonctions  P  et  Q,  la  valeur  z  =  X(i-\-  v/o  \/ —  i  est  une  racine 
de  l'équation  ^{z)  =  o.  Donc,  finalement,  toute  équation  algébrique  a  une 
racine. 

41.  Une  équation  algébrique  du  degré  m  admet  ni  racines.  Nous  savons 
que,  si  un  nombre  quelconque  a  est  racine  de  l'équation 

(i)  F (^)  =  Ao^r-  +  A,2r— '  -f  . • .  A^  =  o, 

le  premier  membre  est  divisible  par  z  —  â^,  et  on  a  la  relation 

(2)  ¥(z)  =  (z-a)qr.-u 

Q,n_i  étant  le  quotient  de  cette  division.  On  voit  ainsi  que  J^[z)  s'annule  en 

même  temps  que  Qm_i  et  les  racines  de  Q„,_,  =  o  appartiennent  à  l'équation 

proposée.  Soit  h  la  racine  qu'admet  cette  nouvelle  équation;  on  aura  aussi 

Qn._2  étant  un  polynôme  du  degré  m  —  2.  En  substituant  dans  (2),   il  vient 

^{z)  =  {z  —  a){z  —  h)(),n-i. 
Posons  encore  Qm_2  =  o   et   soit  c  la  racine   qu'admet   toujours    cette 
équation  ;  on  aura  encore 

Qm_2  =  (^  — c)Q,„_5; 
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par  suite,  en  substituant  dans  la  relation  précédente  on  trouve 

■F{z)  ={z  —  a){z  —  b)  {z  -  c)Q„,_5. 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  après  vi  —  2  divisions  à  mettre  F(;^)  sous 
la  forme 

F(z)  =  {z  —  a){z~  h)  ...  (^  -  g)  {h,z^  J^Vz-\-q). 

Le  dernier  quotient  n'est  plus  que  du  second  degré  et  son  premier  terme 
a  pour  coefficient  Ao  qui  reste  dans  tous  les  quotients  successifs.  Désignons 
par  k  et  /  les  racines  de  Aqz'^  -\-  Vz  -[-  O  =  o;  on  peut  écrire 

Ao^^  +  P-  +  <.>  -=  Ao  (:r  —  h)  (z  —  /). 

Si  on  remplace  le  polynôme  du  second  degré  par  cette  valeur,  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  est  ramené  à  la  forme 

l\z)  =  Ao(:r  -  a)  {z  -  b)  (z --  c)  -"{z  —  l), 

c'est-à-dire  que  ^(z)  est  égal  à  un  produit  de  m  facteurs  linéaires.  Un  tel 
produit  s'annule  seulement  pour  z  =  a,  z  =  b,  ...,  ;2r  =  /  et  pas  autrement. 
Donc  une  équation  du  degré  m  possède  m  racines  et  pas  davantage. 

Pour  une  équation  à  coefficients  réels,  cette  conclusion  découle  de  ce  que 
nous  avons  dit  au  numéro  précédent.  Soient  «0,  fti»  »2  ...  un  système  de 
valeurs  des  coefficients  pour  lesquels  l'équation  correspondante  admet  m 
racines  choisies  à  volonté.  En  faisant  varier  Ao,  Ai,  A2,  ...,  à  partir  des 
quantités  «o,  «1,  «2,  ...,  les  racines  vont  changer  de  valeur  mais  elles  ne 
cessent  pas  d'exister.  Deux  racines  réelles  peuvent  devenir  égales,  puis 
imaginaires  ou,  inversement,  deux  racines  imaginaires  cesser  de  l'être  en 
devenant  égales  pour  se  changer  ensuite  en  deux  racines  réelles.  Dès  que 
l'on  a  constaté  que,  dans  un  cas,  une  équation  du  degré  m  possède  m  racines, 
il  est  permis  d'affirmer  qu'il  en  sera  ainsi  pour  toute  équation  du  même  degré. 


3. 


PRINCIPES    d'identité,    DES    RACINES    ÉGALES,     DES   RACINES    IMAGINAIRES,    DE   LA^ 
TRANSFORMATION    DES    ÉQUATIONS,    DES    VARIATIONS    DU    PREMIER    MEMBRE. 

4».  Principe  d'identité.  Nous  appellerons  équation  identique^  une  équa- 
tion qui  est  satisfaite  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  l'inconnue.  Cela 
étant,  on  a  la  proposition  suivante  :  Une  équation  algébrique  du  degré  m 
est  identique^  lorsqu'elle  est  satisfaite  par  m -{-  i  valeurs  de  Viiiconnue,  et, 

I 
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dans  ce  cas,  les  coefficients  des  diverses  puissances  sont  7iuls,  s'il  n\i/  a  pas 
de  second  membre;  si  les  deux  membres  sont  des  polijnômes  entiers  dit 
degré  m,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  sont  égaux. 
Soit  réquation 

F(a;)  =  Ao^;'»  +  ka"^-'  -\ j-  A„»  =  o 

que  nous  supposerons  vérifiée  par  les  m  nombres  a,  b,  c,  ...  /.  Le  premier 
membre  peut  se  ramener  à  la  forme 

F(x)  =  Ao(a?  —  a)  (x  —  h) ...  (a;  —  /). 

Désignons  par  p  une  valeur  de  x  différente  des  autres  et  annulant  F(a:); 
en  posant  a?  =  p,  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  nul,  tandis  que 
le  second  ne  peut  l'être  qu'avec  Ao  =  o,  et,  dans  celte  hypothèse,  le 
second  membre  est  nul  quel  que  soit  x»  Puisque  Ao  =  o,  l'équation 
proposée  devient 

Aix"»-*  +  A2X"'-2  -\ ]-  Am  =  o. 

Pour  le  même  motif^  celle-ci  étant  vérifiée  par  plus  de  m  —  i  valeurs 
de  57,  on  doit  avoir  Ai  =o;  ainsi  de  suite.  Tous  les  coefficients  sont  nuls 
et  l'équation  est  satisfaite  quel  que  soit  x. 

En  second  lieu,  l'équation 

ka'^-^kxX'^-'  -\ 1- Am=  Box'^-f  B.a;"*-'  + 1-B,„ 

se  ramène  à  la  précédente  par  la  transposition  des  termes;  ce  qui  donne 

(Ao  -  Bo)i2î"»  +  (A,  —  Bi)a;'»-'  -I 1- A,„  —  B,n  =- o. 

Si  elle  est  vérifiée  par  m -\- i  valeurs  de  x,  tous  les  coefficients  doivent 
être  nuls.  11  vient  donc  les  égalités 

Ao  =  Bo,     Ai=B,,     ...,     Am  ==  B,rt, 
c'est-à-dire   que   les    polynômes   des    deux    membres   sont   composés   des 
mêmes  termes. 

C'est,  sur  ce  principe,  qu'est  basée  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés si  utile  en  Algèbre.  Elle  consiste  à  calculer,  par  certaines  conditions, 
des  coefficients  inconnus  qui  entrent  dans  une  expression  algébrique.  Pour 
en  donner  un  exemple,  cherchons  le  quotient  du  polynôme  donné 

x^  +  kxx^  -\-  k^x^  +  k,x^  +  A*^;^  +  k^x  +  Ac 
par    x"^ -\- px -\- q.    On   désignera  le  quotient  inconnu  qui  doit    être    du 

4**  degré  par 

a?*  +  B.ii;^  +  Boa;»  +  BjO?  +  B« . 
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En  le  multipliant  par  le  diviseur,  on  trouve 

+  ((/B,  +  ;)B5  +  BO  ^2  +  (^B5  +  jt^BO  x  +  qn,. 

Cette  expression  doit  être  identique  au  polynôme  proposé,  et,  d'après  le 
principe,  il  y  aura  égalité  entre  les  coefficients  des  mômes  puissances.  En 
égalant  les  coefficients  de  a?%  œ^  co^,  x"^,  on  a 

jo  +  B,  ==  A,,     (/  +  ^B,  +B2  =  A2,     qB,  +;jBo-f  B8  =  A3 

7B2+jyB3+B4  =  A4. 

La  première  donne  Bi;  Bi  étant  connu,  la  seconde  donne  B2;  les  deux 
dernières  donneront  ensuite  B5,  B4. 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés  peut  également  être  employée 
pour  extraire  la  racine  n''""'  d'un  polynôme,  développer  une  fonction  en 
série  etc.;  ses  applications  sont  extrêmement  nombreuses  et  variées. 

43.  Principe  des  racines  égales.  En  désignant  par  a,  h,  c,  ...  /  les  racines 
de  l'équation  du  degré  m 

on  a  : 

(a)  'B(x)  =  Ao(i2?  —  a)(x~b)(x  —  c)  ...(x—  l), 

et,  pour  la  dérivée, 

((3)  r(.)  =  li^  +  Ii±^...  +  m. 

X  —  a  ^  X  —  />    •  ^  X  —  / 

Si  on  pose  a  =  b  dans  (a),  'F{x)  renferme  le  facteur  {x  —  a)S  et  on  dit 
alors  que  a  est  une  racine  double;  en  général,  si  p  racines  sont  égales  à  a, 
F(ir)  renferme  le  facteur  {x  —  ay,  et  on  dit  que  a  est  une  racine  multiple 
du  degré  p  de  muUiplicité.  Pour  une  telle  racine,  le  second  membre  de  (/3) 
contient  p  termes  égaux  au  premier  et  l'on  a  : 

X  —  a  ^  X  —  g  X  —  / 

Le  quotient  de  V{x)  par  x  —  a  du  premier  terme  du  second  membre 
conservera  le  facteur  (x  —  ^O**"',  puisque  {x  —  ay  se  trouve  dans  F(a?); 
les  autres  quotients  par  x  —  g,  etc.  conserveront  {x  —  a)^;  il  en  résulte 
que  {x  —  a)p~'  sera  un  facteur  commun  du  second  membre;  par  conséquent, 
a  est  une  racine  multiple  de  l'équation  dérivée 
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du  degré  p  —  i  de  multiplicité,  car  V'{ûd)  renferme  le  facteur  (x  —  a)^~\ 
Pour  le  même  motif,  la  dérivée  de  la  dérivée  ou  la  dérivée  seconde  contiendra 
le  facteur  (co  —  ci)^~^y  la  dérivée  troisième  le  facteur  (x  —  ^t)*'"',  et  ainsi  de 
suite;  la  dérivée  de  l'ordre  /)  —  i  ne  renfermera  x  —  a  qu'à  la  première 
puissance,  et^  dans  la  dérivée  suivante,  ce  facteur  aura  disparu;  celle-ci  ne 
s'annulera  pas  pour  x  =  ft,  mais  bien  toutes  les  dérivées  précédentes.  Donc, 
U7ie  racine  multiplG  dic  degré  p  de  maUiplicilé  annule  V{.x)  et  ses  y>  —  i 
premières  dérivées. 

11  résulte  de  ce  que  l'on  vient  d'exposer  que,  pour  une  racine  a  du  degré  p 
de  multiplicité,  il  y  a  entre  F(ip)  et  F'(x)  le  facteur  commun  [x  —  «)''"'. 
S'il  existe  une  autre  racine  h  du  degré  q  de  multiplicité,  il  y  aura  entre  les 
mêmes  fonctions  le  facteur  commun  (x  —  hY~^,  etc.  De  là  résulte  ce  principe 
fondamental  : 

Si  une  équation  F(a7)  =  o  admet  des  racines  multiples,  il  existe  entre 
le  premier  membre  et  sa  dérivée  un  plus  grand  commun  diviseur  qui  se 
compose  du  produit  des  facteurs  correspondants  à  ces  racines,  cliacun  d'eux 
élevé  à  une  puissance  inférieure  d'une  unité  à  leur  degré  de  multiplicité. 

D'après  cette  propriété,  si  l'on  veut  débarrasser  une  équation  de  ses 
racines  multiples,  il  faut  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
F(a?)  et  F'(iP),  et  diviser  ensuite  F(â?)  par  ce  plus  grand  commun  diviseur. 
Soit  (î){x)  le  quotient  ainsi  obtenu;  l'équation 

(p(x)  =0 

renfermera  les  racines  simples  de  l'équation  primitive  ainsi  que  les  racines 

multiples,  mais  chacune  d'elles  une  fois  seulement. 

44.   Principe  des  racines  imaginaires.  Les  racines  d'une  équation  à 

coefficients  réels 

F(.'c)  =  o 

peuvent  être  rationnelles,  irrationnelles  ou  imaginaires;  mais,  en  vertu  de 

l'identité 

V{x)  =  k^ix  —  a)  (x  —  h)  ...  (x  —  /), 

le  produit  des    facteurs   linéaires   qui   leur  correspondent   doit   être   réel. 
Supposons  que  a  et  b  soient  deux  racines  imaginaires,  et  posons  : 


a==a  +  (3p^^—  I,      b  =  a'  +  Çy\    '-  I. 
Cherchons  la  condition  pour  que  le  produit 


{x  —  a)  {x  —  b)  =  (x  —  cy.  —  (3|/—  i)  (x  —  a'  —  ^'y  —  i) 
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soil  réel,  quel  que  soit  X,  En  effectuant  la  multiplication,   et  en  égalant  à 
zéro  le  coefficient  de  \/ —  i ,  on  trouve 

{x  —  a)(3'  +  (ic  — a')l3  =  o 
ou  bien 

Cette  relation   aura   lieu  pour  une   valeur   quelconque   de  x  avec  les 
conditions 

j3  +  |3'  =  o,     a(3'  +  (3a'  =  o. 
On  en  tire 

P'  =  -  (3,     aJ  =  a. 


Par  conséquent,  si  a-j-|3|/ —  i  est  une  racine  imaginaire,  l'autre  est  de 
la  forme  a  —  Pi/—  i  ;  le  produit  {x  —  a){x  —  h)  est  alors  réel  et  il  a  pour 
valeur 

{x  —  a)2  +  (3». 

De  là  cette  règle  :  les  racines  imaginaires  d'ione  équation  algébrique  à 
coefficients  réels  sont  conjuguées  deux  à  deux.  Ainsi,  toute  racine  imagi- 
naire a  -\- 13|/ —  I  est  nécessairement  accompagnée  de  la  racine  con- 
juguée a  —  j3^ —  I,  et  si  a  4-  jS^/ —  i  est  une  racine  double,  il  en  sera 
de  même  de  a  —  j3|/ — i,  etc.  D'après  cette  propriété,  le  nombre  des 
racines  imaginaires  est  toujours  pair  et,  pour  ce  motif,  une  équation  de 
degré  impair  doit  toujours  admettre  au  moins  une  racine  réelle;  de  plus,  le 
nombre  total  de  ses  racines  réelles  sera  impair.  Puisque  le  produit  des  facteurs 
correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  est  réel  et  du  second 
degré,  on  en  conclut  encore  qu'il  est  toujours  possible  de  ramener  F  (a?)  à  un 
produit  de  facteurs  réels  du  second  degré. 

45.  Premiers  principes  de  la  transformation  des  équations.  Il  est  néces- 
saire d'indiquer  ici  quelques  opérations  très  souvent  employées  dans  la 
résolution  des  équations. 

1"  Changer  le  signe  des  racines. 

Reprenons  la  relation  fondamentale  dans  le  cas  d'une  équation  à  coefficients 
réels, 

(a)  V{x)  =  Ko{x  —  a)(x--  h)  ...{x  —  /), 

et  remplaçons  iP  par  —  x\  on  aura 

F(--i2j)=^  Ao(— .'»  — a)(— i?;  —  h)  ...{—  X  -  /). 


s 

I 
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Les  racines  de  la  transformée 

F(—  x)  =  o, 

s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  chaque  facteur  du  second  membre.  On  trouve 
ainsi 

£pz=  —  ft,     x  =  —  6,     ...,     x  =  —  /. 

Donc,  pour  changer  le  signe  des  racines  d'une  équation,  il  faut  remplacer 
X  par  —  X  dans  le  premier  membre. 

Par  cette  substitution,  les  termes  de  degré  impair  seuls  changent  de  signe. 

Une  équation  qui  ne  renfermerait  que  des  puissances  paires  de  Pinconnue 

resterait  invariable;  une  telle  équation  admet  à  la  fois  pour  racines -j- a, 

—  a\  -\-h^  —  &,  etc.,   c'est-à-dire  que  les  racines  sont  égales  et  de  signes 

contraires. 

2»  Changer  les  racines  en  leurs  inversés. 

I 
Remplaçons  x  par  -  dans  (a)  ;  on  aura 


X 


'(:)='<:-)G--) 

Si  on  égale  les  facteurs  de  droite  à  zéro,  on  trouve  que  les  racines  de 


sont  respectivement 

I  I  I 

X=-t      x  =  —  i       •••>      X  =  -' 
a  b  l 

Soit,  pour  réquation  proposée 

F(aj)  =  AoOJ"»  +  A,a;"*-'  -| \-  km-xX  +  A„,  =  o. 

I 

En  changeant  x  en  -  et  en  multipliant  ensuite  par  iC"*,   il  vient  pour 
X 

réquation  aux  inverses  des  racines 

Ami2?"*  +  Am_ia?"*"'  H [-  AïOÎ-f  Ao==0. 

Elle    se   déduit   de   la   première  en  échangeant   les   coerticients   à   égale 
distance  des  extrêmes. 

Cette  équation  est  très  utile  pour  établir  les  conditions  de  racines  infinies. 

7 
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Si  Ao  =  o,  elle  possède  une  racine  nulle  et  la  première  une  racine  infinie. 
Quand  on  a  : 

Ao  =  o,     Ai  =  o  ...  Ap_(  =  o,      Ap^o, 

il  y  a  /7  racines  nulles  pour  la  seconde  et,  par  suite,  p  racines  infinies  pour 
la  première. 
3"  Multiplie)'  ou  diviser  les  racines  par  une  constante  A. 

Dans  la  relation  (a),  remplaçons  x  par  r  >  il  viendra 

'(')-a-)(?-')  -ii-y 

par  suite,  les  racines  de  la  transformée 

seront  : 

la,     ïb,     ...     11. 

Par   le  changement  de   x  en  Ix,  on   trouve  aussi  que  les  racines  de 
l'équation 

sont  : 

ah  l 

— f     —  f      .  • .     —  » 

A       A  A 

Faisons  les  substitutions  indiquées  dans  Téquation 

F(a?)  =  AoaJ'^  +  A,a?'"-*  -| [-  Am  =  o, 

on  aura  d'abord 

et,  en  chassant  les  dénominateurs, 

Ao«J"»  +  A,Ai»"-»  4-  AaA^a?"»-'  -| f-  AmA"»  =  o. 

Donc,  pour  multiplier  les  racines  par  une  constante  A,  il  faut  remplacer 

X 

l'inconnue  x  par  -  ;  ce  qui  revient  à  multiplier  chaque  coefficient  par  une 

A  - 

puissance  de  À  égale  à  son  indice. 
On  a  aussi 

Y(lx)  =  AqA^^x'"  -^  At/r-'x"^-^  -]-  ...  4- Am  =  o. 
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Ainsi,  pour  diviser  les  racines  par  une  constante  ).,  il  faut  changer 
X  en  Aa?;  ce  qui  revient  à  multiplier  chaque  terme  de  l'équation  par  une 
puissance  de  A  égale  à  celle  de  x,  • 

Si  Ton  prend  pour  inconnue,  le  rapport  ->  Téquation  du  degré  m  peut  se 

y 

mettre  sous  la  forme  homogène 

Aoa;"*  +  Aifl?'"-'?/-]-  ••.  +  Am-iirt/"»-'  +  Amy"*  =  o. 

Alors  la  règle  de  multiplication  et  de  division  des  racines  revient  à  dire  qu'il 
faut  dans  le  premier  cas  remplacer  y  par  ).y  et,  dans  le  second,  x  par  Ax. 
Comme  application  de  ces  règles,  considérons  l'équation 

F(â?)  =  aj'  —  25;^  —  a?  +  2  =  o 
qui  est  vérifiée  par 

iP=  I,     a;=  -  I,     x  =  2. 

Cherchons  une  transformée  ayant  pour  racines  ces  nombres  multipliés 
par  2.  Ce  sera 


(0= 


t3 


X^  X'         X    , 

—  —2 H2  =  0, 

8  42 

ou  bien 

x'^  —  40?*  —  4a?  +  1 6  =  o. 

Les  racines  de  cette  équation  seront  : 

X=2,       X=  — 2,        ^  =  ^: 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 
On  a  aussi 

'E{2X)  =  (2Xy  —  2  (2Xy  —  (2a?)  4-2  =  0 

c'est-à-dire 

40?^  —  4û?^ — a? -(-1=0; 

celle-ci  aura  les  mêmes  racines  que  l'équation  proposée  mais  divisées  par  2. 
Ce  sont  : 

1  I 

x==-  f     x= 1     x=  1. 

2  2 

4*  Augmenter  ou  diminuer  les  racines  d'une  quantité  A. 
Remplaçons  dans  (a)  x  par  x  —  A  ;  on  aura 

F(a?  —  A)  =  (a?  —  A  —  a)  (a;  —  A  —  ^) ...  (a?  —  A  -  /), 
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et  l'on  voit  que  les  racines  de  la  transformée 

seront  : 

De  même,  par  la  substitution  de  a?  +  A  à  a;,  l'équation 

admettrait  pour  racines 

a  —  X,     b  —  A,     c  —  /,     ...,     /  —  ^. 

11  est  souvent  nécessaire  de  calculer  les  transformées  précédentes,  et  il  faut 
indiquer  un  procédé  facile  et  commode  pour  déterminer  leurs  coefficients. 
Par  une  formule  connue,  on  a  : 

F''  il)  F<«>('A) 

L     »    ^  i«^«<.    //If 

D'un  autre  côté,  on  peut  écrire 

F(a?)  =  F(A  +  a;  -  A)  =  F(^)  +  (a?  -  /)  F' (A)  + 
F'7A)  F<'">(X) 


1.2  I  .  2  ...  m 


On  sait  que  le  reste  de  la  division  de  F  {ce)  par  x  —  A  est  F(X),  c'est-à-dire, 
ce  que  devient  le  second  membre  pour  a?  ==  A.  D'après  ce  développement,  le 
quotient  a  pour  expression 

en  y  faisant  ce  =  l,  il  reste  F' (A)  ;  donc,  si  on  divise  de  nouveau  par  a  —  )., 
le  reste  de  la  seconde  division  sera  F' (A),  et  le  quotient 


1.2  I  .2.3  I  .  2  ...  m 

Une  troisième  division  par  x  —  A  admettra  pour  reste t  et  ainsi  de 

I  .  2 

suite.  Il  résulte  de  là,  que  les  coefficients  de  la  transformée 

F(a;  +  A)  =  o 

seront  les  restes  successifs  de  ces  divisions. 

Rappelons,  maintenant,  que  pour  diviser  un  polynôme  F  (x)  par  x  —  A,  on 
a  la  règle  suivante  :  le  coefficient  du  premier  terme  du  quotient  est  égal  au 


M 


—   101    — 


coefficient  du  premier  terme  de  F  (a;)  ;  celui  d'un  autre  terme  quelconque 
s'obtient  en  multipliant  le  coefficient  du  terme  précédent  par  ),  et  en  ajoutant 
ensuite  le  coefficient  du  terme  correspondant  <le  F  (a?)  ;  enfin,  si  S  représente 
le  dernier  terme  du  quotient,  et  A„,  le  dernier  terme  de  F(a?  ,  le  reste  est 

Soit  l'équation  précédente 

F  (x)  =  X^  —  2X^ X-\-2  =0 

ayant  pour  racines  i,  —  i,  2.  Proposons-nous  de  diminuer  les  racines  d'une 
unité.  Les  calculs  des  coefficients  de  la  transformée 


se  disposent  comme  suit  : 


F  (a 

'+■)  = 

0 

I 

—  2      — 

-  I 

2 

I 

—  I      — 

-  2 

(0) 

I 

0  (- 

-2) 

I 

(I) 

(0 

La  première  ligne  renferme  les  coefficients  de  F  (a;);  les  nombres  des  autres 
lignes  sont  les  coefficients  des  quotients  successifs  des  divisions  par  x  —  i 
conformément  à  la  règle  indiquée  ;  enfin,  les  nombres  entre  parenthèses  indi- 
quent les  restes;  ce  sont  les  coefficients  de  la  transformée  en  commençant  par 
le  dernier  qui  doit  être  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x.  Cette 
transformée  sera  donc 

X^  -{-  X^  —  2a;  =  o  ; 

elle  aura  pour  racines  o,  —  2,  i. 

Lorsqu'on  veut  une  transformée  où  les  racines  sont  augmentées  de  }.,  il 
faut  diviser  par  x  -\-  )y  et  se  rappeler  que,  dans  le  formation  des  quotients, 
on  doit  multiplier  par  —  A  au  lieu  de  -[-  A. 

Avec  la  même  équation,  cherchons,  par  exemple,  la  transformée  où  les 
racines  sont  augmentées  de  deux  unités.  On  dispose  les  calculs  comme  suit: 


I         2 

—    I                  2 

I          —4 

7     (-12) 

I       —6 

(19) 

I     (-8) 

(0 

o 

I 

2 

3 

(4) 

(I) 
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La  transformée  F  (a;  —  2)  =  o  sera  donc  : 

x^  — 8a;*  4-  19a; —  12  =  o; 
elle  admettra  pour  racines  3,  1,4. 

Il  arrive  qu'il  manque  des  termes  dans  l'équation  donnée;  il  faut  en  tenir 
compte  dans  le  calcul  et  leur  donner  pour  coefficient  zéro.  Ainsi,  pour 
l'équation 

F(a?)  =  a?*  —  2a?'  +  4a?  —  8  =  o, 

si  l'on  veut  former  la  transformée  où  les  racines  sont  diminuées  d'une  unité, 
on  aura  le  tableau  suivant: 

—  2     4    —  8 

-  I     3   (-  5) 
I    (4) 

(4) 


Il  conduit  à  l'équation 

a?*  -j-  4a?*  4"  4^'  +  4^  —  5  =  o. 
46.  Principe  sur  les  variations  du  premier  membre  d'une  équation» 
Étant  donné  un  polynôme  tel  que 

207*  -^X^  —  2X'^  —  ^  +  5> 

portons  notre  attention  sur  les  signes  des  différents  termes.  Il  peut  arriver 
que  deux  termes  consécutifs  aient  le  même  signe  ou  des  signes  différents; 
dans  le  premier  cas,  on  dit  qu'ils  présentent  une  permanence,  et,  dans  le 
second,  une  variation.  Dans  un  polynôme  complet  du  degré  w,  il  y  a  m  -f-  i 
termes,  et  en  comparant  un  terme  au  suivant,  on  trouve  que  les  permanences 
et  les  variations  réunies  sont  en  nombre  m.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  un  poly- 
nôme incomplet. 

Si,  dans  un  polynôme  complet,  on  change  a;  en  —  a?,  les  permanences 
deviennent  des  variations  et  les  variations  des  permanences;  ce  qui  n'arrive 
pas  généralement  dans  un  polynôme  incomplet.  Remarquons  encore  qu'entre 
deux  termes  non  consécutifs  de  même  signe,  il  y  a  un  nombre  pair  de  variations, 
et,  si  ces  termes  sont  de  signes  contraires,  un  nombre  impair. 

Cela  étant,  consi^.érons  l'équation 

F(a?)  =  Aaa?"»  4-  A, a?*"-'  +  •••  +  A«i  =  o 
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et  multiplions  le  premier  membre  para;  —  a,  a  étant  positif;  on  introduira 
ainsi  une  racine  positive,  et  nous  allons  voir  que  le  nombre  des  variations  du 
premier  membre  sera  aussi  augmenté. 

En  parcourant  l'équation  à  partir  du  premier  terme  qu'on  suppose  toujours 
positif,  une  variation  se  présentera  en  arrivant  au  premier  terme  négatif. 
Soit  —  kqX^  ce  terme  ;  par  hypothèse,  le  terme  précédent  Ag_ia;'+*  sera 
positif;  ces  deux  termes  donnent  la  différence 

En  multipliant  le  second  terme  par  x  et  le  premier  par  —  r?,  il  y  aura  dans 
le  produit  [x  —  «)  F  {x)  le  terme  suivant  ; 

et  depuis  le  premier  terme  du  produit  jusqu'à  celui-ci,  il  y  aura  au  moins  une 
variation  comme  il  y  en  a  une  entre  k^x"^  et  —  kqX^  dans  F(ic)  ;  mais,  par  la 
réduction  des  termes  semblables,  il  pourrait  se  faire  qu'il  y  ait  plus  d'une 
variation  dans  cette  première  partie  du  produit. 

En  continuant  à  parcourir  Téqualion  après  —  AgiZJ^,  on  rencontrera  encore 
une  variation  en  arrivant  à  un  terme  positif;  soit  Arây  ce  terme;  le  précé- 
dent Ar_iiP''+'  sera  négatif;  en  les  réunissant,  il  vient: 

—  Ar_.a?'-+*  +  krX^ 

et,  dans  le  produit,  il  y  aura  le  terme  correspondant  positif 

,(A._,a  +  Ar)^'•+^ 

Depuis  le  premier  terme  du  produit  jusqu'à  celui-ci,  il  y  a  au  moins  deux 
variations  comme  entre  koX'^  et  Kx""  dans  F  {x).  Supposons  que  les  deux 
derniers  termes  de  F  {x)  présentent  une  variation  comme  suit  : 

km^iX  —  An,. 

II  y  aura  au  produit  les  termes 

{km-\a  +  km)X  -\-  kma. 

D'après  notre  raisonnement,  il  y  a  au  produit  entre  Aoa;'"+'  et  le  premier 
de  ces  deux  termes  au  moins  autant  de  variations  que  dans  F(a;);  or,  ces 
termes  donnent  lieu  à  une  variation  qui  appartient  uniquement  au  produit. 
S'il  n'y  a  pas  de  changement  de  signe  à  la  fin  du  polynôme  F(a;),  il  en  sera 
encore  ainsi  à  cause  du  produit  de  —  a  par  Am.  On  a  donc  ce  principe:  Si  on 
multiplie  le  premier  membre   d'une  équation  ou,  bien  un  polynôme  du 


—  104  — 

degré  m  par  un  facteur  x  —  a,  a  étant  positif,  il  y  a  au  moins  une  variation 
de  plus  dans  le  produit  que  dans  le  polynôme  primitif. 

S'il  y  a  plus  d'une  variation  introduite,  on  peut  démontrer  que  leur  nombre 
est  toujours  impair.  Lorsque  dans  F(a?)  le  premier  et  le  dernier  terme  sont 
positifs,  il  y  a  un  nombre  pair  de  variations;  mais  alors  le  dernier  terme  du 
produit  est  négatif,  et  celui-ci  en  renferme  un  nombre  impair;  au  contraire, 
il  y  a  un  nombre  impair  de  variations  dans  F(ic),  si  le  premier  et  le  dernier 
terme  sont  de  signe  différent  et  un  nombre  pair  dans  le  produit.  Or,  pour 
passer  de  pair  à  impair  ou  d'impair  à  pair,  il  faut  toujours  ajouter  un  nombre 
impair. 

La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer  fait  prévoir  une  relation  entre 
le  nombre  de  racines  positives  et  celui  des  variations  du  premier  membre  d'une 
équation.  Nous  indiquerons  plus  loin  cette  relation  importante. 


8  4. 

COMPOSITION    DES    COEFFICIENTS    D'UNE    ÉQUATION.     FONCTIONS     SYMÉTRIQUES 

DES    RACINES. 

49.  Les  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation  du  degré  m 

F(a;)  =  aj"»  +  A4i2;"»-*H |-A,n  =  o, 

où  le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité,  étant  désignées  par  et,  6,  c,...,  /, 

on  a: 

F (X)  =  {x  —  a)(x  —  b){sc  ^  c) .,.  {X  —  J), 

ou  bien,  en  développant, 


F  (a?)  =  a;"»  —  a 
—  h 


-|-  ac 
4-&C 


a?*""'  —  abc 

—  abd 

—  bcd 


Q^m-i  _]_...  d=  a6c  ...  l. 


9^n  compare  cette  expression  terme  à  terme  avec  F  (^),  il  vient  les  rela- 
tions 

C^_|_?>_|_  ...  -)-/==  —  Ai 

a6-|-  ac-j-  •••  ==  ^» 
(a)  '  abc  +  abd  -J-  ..  •  =  —  A» 


abc  ...  M=  ±  Am« 


f-  i 


(Y^' 


h: 


\ 
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Ainsi,  quand  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation  algébrique 
est  riinilé:  l''  La  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  second  terme 
en  signe  contraire;  2°  La  somme  des  produits  deux  à  deux  est  égale  au 
coefficient  du  troisième  terme,  et  ainsi  de  suite;  3"  Le  produit  des  racines 
est  égal  à  plus  ou  moins  le  coefficient  du  dernier  terme.  Lorsque  le  coefficient 
Ao  du  premier  terme  n'est  pas  l'unité,  on  doit  diviser  les  seconds  membres 
des  égalités  (a)  par  Ao. 

418.  Les  premiers  membres  des  relations  précédentes  jouissent  de  cette 
propriété  de  rester  invariables  par  l'échange  de  deux  racines  quelconques. 
Lorsqu'une  expression  renfermant  les  racines  r^  h,  c,  ...^  l  présente  ce  carac- 
tère, on  dit  que  c'est  une  fonction  symétrique  des  racines. 

On  appelle  fonction  symétrique  simple  celle  où  chaque  terme  renferme  une 
seule  lettre  élevée  à  une  certaine  puissance;  nous  la  désignerons  par  S^;  par 
définition,  on  aura: 

Sp  =  ap  +  6PH +-/P. 

Si  on  groupe  les  lettres  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles  en 
donnant  à  la  première  lettre  l'exposant  p,  à  la  seconde  l'exposant  q,  la  somme 
des  termes  ainsi  obtenus  est  la  fonction  symétrique  double;  en  la  représentant 
par  S  {a^b^),  on  écrit: 

S  (aP&«)  =  aPb'i  +  aPCi  +  bf>ci  H 

En  groupant  les  lettres  trois  à  trois  et  en  leur  donnant  respectivement  les 
exposants  jo,  g,  r,  on  obtient  la  fonction  symétrique  triple 

S(ftP6?c'')  =  aPb'^c'-  +  aH)''d'-  +  •••  ; 

ainsi  de  suite.  Toutes  ces  expressions  sont  homogènes  et  entières  par  rapport 
aux  racines;  elles  jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  s'exprimer  ration- 
nellement au  moyen  des  coefficients  A|,  As,  ...,  A,n  de  l'équation.  Pour  le 
démontrer,  formons,  par  la  règle  connue,  la  dérivée  de  F(ir);  on  obtient: 

¥\x)=:=mx'^~^-{-{m—i)AiX'^-'-\-{m  —  2)AiX"'-^-] 1-2A„,_2.t+A,„_,. 

D'un  autre  côté,  on  sait  que  la  dérivée  est  aussi  la  somme  des  quotients  de 
F  {x)  par  X  —  a,  x  —  b,  etc.  Or  le  quotient  de  la  division  par  x  —  a  est 
l'expression 


+  A, 


i06  — 


H  suffît  de  remplacer  »  par  &,  c,  .. .,  pour  avoir  les  autres  quotients;  leur 
somme  aura  pour  valeur 


ma?"*"'  -j-Si 


a;r„-3_j 1_S^_, 

-\-  AiSm_2 


Oi""*  -\-  S2 

+  A,S, 
-f- WA2 

-j-  mAm_i 

La  comparaison  des  deux  expressions  de  la  dirivée  conduit  aux  égalités 
suivantes  : 

Si  -^mfii  ^(m —  i)A, 

Sa-j-  AiSi  +;wA»  =  (w  —  2)A.2 


Sm-I  +  A|Sm_2  -\-  A2Sm_3  +  *••  +  Am_2S,  -\-  mk^-t  =  Am_l . 

En  allant  de  proche  en  proche  pour  les  résoudre  par  rapport  à  Si,  S2,  etc., 
on  trouve: 
S.  =  -A, 
S,  =  A*  — 2A, 

53  =  -A,^+3A.A,-3A3 

54  =  a;  -  4A^A,  +  4A,A3  +  2kl  —  4A, 

S,  =  -  a;  +  5AÎA,  -  5A5A3  -  5A|A,  +  5A,A,  +  5AA  -  5^ 
Se  =  AJ  -  6A; A,  +  6A^A3  +  gAjAf  -  ÔAjA,  -  12A. A,A, 
-  2X1  +  6A, A,  +  6A3A,  +  3Af  -  6Ae 

On  peut  également  les  résoudre  par  rapport  aux  coefficients;  il  vient  ainsi: 
1.2A,  =  SJ  —  Sj 


I 


i.2.3A3  =  -S;  +  3S,S, -2S3 
1.2.3.4A,  =  s;  ~  68^8,  +  88,83  +  3SÎ  -  68, 

1.2.3.4.5A5  =  -  S?  +  io8;s,  —  208^83  — 158,8*  +  308,8,  +  208,83  —  24S, 

Les  égalités  ci-dessus  permettent  de  calculer  les  sommes  8  jusqu'à  8m_i. 
Afin  de  s'élever  aux  sommes  8m,  8m+i  ...,  multiplions  l'équation  F(a?)  ^o 
par  a?";  il  viendra 

.^m+n  _[_  A,a?'"+"-*  -f-  A,â;'»+--'  -\ j-  AmiC"  «=  o. 
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En  remplaçant  X  successivement  par  a,  6,  c,  ...  /,  et  en  faisant  la  somme 
des  résultats,  on  trouve 

Stn+n  -|-  A|Sm+n-l  -t~  A»Sm4.n--î  "f"  '  *  •  -|-  Am_«Sn+i  -|-  AmSn  =  O. 

Si  l'on  pose  tour  à  tour  n  =  o,  i,  2,  3,  4  ...,  il  viendra  des  équations 
permettant  de  calculer  Sm,  Sm+i ...  De  même,  par  les  valeurs  n  =  —  i,  —  2, 
—  3,  etc.,  on  pourrait  aussi  calculer  les  sommes  des  puissances  négatives  des 
racines. 

Il  faut  remarquer  que  dans  les  expressions  de  S|,  Sa,  S3,  S4,  etc.,  la  somme 
des  indices  dans  chaque  terme  est  constante;  cette  somme  s'appelle  poids  de 
la  fonction  symétrique.  Ainsi  Sm  est  de  poids  w,  et,  en  même  temps,  du 
degré  m  par  rapport  aux  coefficients. 

Considérons  maintenant  les  fonctions  symétriques  d'ordre  plus  élevé.  Soit 
d'abord  à  calculer  S(ftî'69).  On  a: 

Sp  =  aP  +  ^^  +  c^  +  •  •  +  ^^, 
Sg  =  aï  -|-  &î  +  c^  H \-li. 

Le  produit  des  seconds  membres  donnera  des  termes  de  la  forme  «'+9,  6""^', 
etc.  dont  l'ensemble  est  Sp^.^;  ensuite,  des  termes  tels  que  0^6'',  o^c^,  etc. 
dont  la  somme  est  S  («?&«).  Par  conséquent,  l'on  a  : 

S^.Sg  =  Sp+5  +  S(aP&5); 
par  suite, 

S(aP55)  =  SpSg  — Sp+g. 

Effectuons  encore  le  produit  des  équations 

S(aP65)  —  aP5?  _(_  aPC^  -\-  b^C^  -\ 

Sr  =  a'  -\- h^ -\- c"- -\ 

Au  second  membre,  il  viendra  trois  espèces  de  termes  savoir: 

ap+'"6î,     ap&9+r^     a^jjqcr 
dont  les  sommes  respectives  sont  : 

S(aP+'-59),     SiaPb'i+'),     Sia^b^^c'). 
Le  produit  donnera  donc  l'égalité 

S(aP69)Sr  ==  S{aP-^'b'J)  +  S{af>b'i+'-)  +  SCaP^C"), 
ou  bien,  en  substituant  aux  fonctions  doubles  leurs  valeurs 

(SpSq  Sp^g)Sr  =  Sp^rSg  —  Sp^g^r  -\-  SpSg^r  Sp^g^r  -7-  S((lPO'C'"); 
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d*où  on  tire 

En  continuant  ainsi,  on  voit  qu'il  est  possible  d'exprimer  les  fonctions 
symétriques  d'ordre  plus  élevé  au  moyen  des  fonctions  symétriques  simples, 
et  de  même  que  celles-ci,  elles  seront  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
Al,  A2,  ...  Am  de  l'équation. 

Lorsque  dans  la  fonction  symétrique  double  S(aP&9)  on  a  jo  =  ^,  les  deux 
termes  a^bt,  a'^h^  deviennent  identiques,  et  ainsi  des  autres  termes  groupés 
deux  à  deux;  il  faudra,  dans  ce  cas,  diviser  le  second  membre  de  la  formule 
précédente  par  2,  et  écrire 

Pour  la  fonction  symétrique  triple,  tous  les  termes  provenant  de  a^h^c^  par 
la  permutation  des  lettres  a,  &,  c  deviennent  égaux  en  posant  p=q=r.  On 
devra  diviser  par  i.  2.  3  au  second  membre  pour  avoir  S  (a^b^c^).  En  général, 
si  la  fonction  symétrique  est  d'ordre  a,  il  faut  diviser  le  second  membre  de  la 
formule  par   i.  2.  3  ...   a  lorsque  les  exposants  sont  égaux. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  fonctions  symétriques  homogènes; 
s'il  n'en  est  pas  ainsi,  en  réunissant  les  termes  d'une  même  espèce,  elle  sera 
composée  d'une  suite  de  fonctions  homogènes.  Par  exemple,  pour  les  racines 
a.  by  e  d'une  équation  du  troisième  degré,  l'expression 

a -\- b  -\- G -]- a^ -\- b^  -{- c^  —  2abc 

est  une  fonction  symétrique  non   homogène,  mais   composée  de  fonctions 
homogènes  qui  rentrent  dans  les  précédentes. 

Si  la  fonction  symétrique  est  fractionnaire,  après  avoir  réduit  les  diverses 
fractions  au  même  dénominateur,  il  ne  restera  plus  aux  deux  termes  de  la 
fraction  que  des  fonctions  symétriques  entières. 

Il  y  a  encore  les  fonctions  symétriques  des  différences  des  racines  qui  sont 
les  plus  importantes  au  point  de  vue  de  l'étude  des  fonctions  algébriques. 
Ainsi,  pour  l'équation  du  4«  degré  dont  les  racines  sont  a,  b,  c,  d  les  expres- 
sions 

S{a  —  by  (c  —  d)\     S(a  —  by  {c  —  d)*  {a  —  c)  (6  —  d), 
(a  —  by  {a  —  cy  (a—dy(b  —  cy  (6  —  dy  (c  —  dy 

sont  des  fonctions  symétriques  ;  elles  restent  invariables  par  l'échange  des 
lettres.  Après  avoir  développé  les  sommes  et  effectué  les  produits  dans  les  diffé- 
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rents  termes  qui  les  composent,  on  arrive  encore  à  des  fonctions  symétriques 
entières. 

Nous  pouvons  maintenant  regarder  comme  démontrée  cette  belle  proposi- 
tion générale  :  Toute  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  d'une 
équation  algébrique  est  équivalente  à  une  expression  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  cette  équation. 

4».  Nous  terminerons  ce  sujet  en  signalant  une  conséquence  importante 
de  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  Considérons  une  fonction  rationnelle 
d'une  racine  unique  a  de  F(a;)  =  o,  par  exemple, 

En  multipliant  les  deux  termes  par 

■!t(b)^(o)...m), 
elle  devient 

Mb)'i/{c)...'i/{i) 

^^  '4-(a)|(6j...4.(0' 

Le  dénominateur  ne  change  pas,  si  l'on  permute  deux  racines  quelconques  ; 
c'est  une  fonction  symétrique  que  l'on  peut  remplacer  par  une  expression 
rationnelle  des  coefficients  de  F(a?)  =  o.  Le  numérateur  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  de  l'équation 

=o, 

X  —  a 

c'est-à-dire,  l'équation  primitive  débarassée  de  la  racine  a.  Or,  en  effectuant 
la  division  par  x  —  a,  les  coefficients  de  cette  équation  seront  des  expressions 
rationnelles  par  rapport  à  a.  Il  suit  de  là  que  la  fonction  donnée  est  susceptible 
de  se  ramener  aune  fonction  entière  de  a;  désignons-la  par  6  (a).  Si  le  degré 
de  9  est  supérieur  à  m,  on  peut  diviser  0(a)  par  F(ft),  et  en  appelant  R  le  reste, 

on  aurait 

0(a)  =  F(a).Q-f  R  =  R 

puisque  F(a)  ==o;  mais  R  est  au  plus  du  degré  m  ~  i  relativement  à  a\ 
donc,  une  fonction  rationnelle  quelconque  d'une  racine  de  l'équation 
Y[x)  =  o^  peut  toujours  s'exprimer  par  une  fonction  entière  de  celte  racine 
dont  le  degré  est  au  plus  m  —  i , 


CHAPITRE  IL 
PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS.  THÉORÈMES  CLASSIQUES. 


50.  Nous  nous  occuperons  d'abord  du  problème  de  la  résolution  des 
équations  numériques,  c'est-à-dire,  des  équations  où  les  coefficients  sont  des 
nombres  donnés  que  nous  supposerons  réels;  dans  cette  hypothèse,  nous 
exposerons  les  méthodes  qui  permettent  de  déterminer  les  racines,  soit 
exactement,  soit  d'une  manière  aussi  approchée  que  possible.  Ces  méthodes 
reposent  sur  différentes  vérités  algébriques  importantes  qu'il  est  nécessaire 
de  démontrer  préalablement.  La  grande  question  qui  domine  cette  partie  de 
l'algèbre  est  la  détermination  du  nombre  exact  de  racines  comprises  entre 
deux  nombres  donnés.  C'est  en  parcourant  les  différents  théorèmes  qui 
suivent  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  des  efforts  des  géomètres  pour 
résoudre  ce  problème.  Nous  commencerons  par  exposer  une  règle  qui 
précède  toutes  les  autres  et  que  l'on  appelle  théorème  de  Descartes, 

S  1. 

Théorème   de   Descartes. 

5i.  Le  théorème  de  Descartes  établit  une  relation  intéressante  et  utile 
entre  le  nombre  des  variations  du  premier  membre  d'une  équation  et  celui 
de  ses  racines  réelles. 

Lorsqu'une  équation  a  toutes  ses  racines  positives,  il  est  visible  qu'en 
effectuant  le  produit 

F(x)  =  (a?  —  a)  (a?  —  &)...  (a?  —  ^)Ao 
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n'y  aurait  dans  F(x)  m  variations,  c'est-à-dire,  autant  que  de  racines 
positives.  Considérons  le  cas  d'une  équation  quelconque  du  degré  m 

F(a?)  =  o 

dont  on  ignore  la  nature  des  racines.  Supposons  qu'elle  admette  pour 
racines  positives  les  nombres  a,  b,  ...  g.  On  peut  écrire 

F{œ)  =  (x^a){œ  —  b) ...  (a?  —  9)(p(x), 

(p(x)  étant  un  polynôme  qui  représente  le  produit  des  facteurs  linéaires 
correspondant  aux  autres  racines.  Nous  avons  vu  précédemment  que  la 
multiplication  d'une  fonction  entière  (p{£û)  par  un  facteur  tel  que  (x  —  a), 
{x  —  b)  etc.  donne  un  produit  renfermant  au  moins  une  variation  en  plus  ; 
par  conséquent,  dans  le  produit  total,  ou  bien  dans  F  (a?),  il  y  aura  au  moins 
autant  de  variations  qu'il  y  a  de  facteurs  {x  —  a),  {x  —  b)  etc.,  c'est-à-dire, 
que  de  racines  positives. 

D'un  autre  côté,  lorsque  le  premier  et  le  dernier  terme  d'une  équation 
sont  positifs,  il  y  a,  à  la  fois,  un  nombre  pair  de  variations  dans  F  (a)  et 
un  nombre  pair  de  racines  positives;  au  contraire,  si  le  premier  et  le 
dernier  terme  sont  de  signe  différent,  il  y  a,  en  même  temps,  un  nombre 
impair  de  variations  dans  F(iZ?)  et  un  nombre  impair  de  racines  positives; 
dans  ces  deux  cas,  s'il  existe  une  différence  entre  le  nombre  de  variations 
de  F  (a?)  et  celui  des  racinies  positives,  cette  différence  est  toujours  un  nombre 
pair.  De  là  résulte  cette  proposition  due  à  Descartes  : 

Le  nombre  des  racines  positives  d'une  équation  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  variations  du  premier  membre;  si  ces  nombres  ne  sont  pas 
égaux,  leur  différence  est  un  nombre  pair . 

En  appelant  v  le  nombre  des  variations  de  F  (a?),  et  r  le  nombre  des  racines 
positives,  on  a  donc  la  relation 

(i)  u  =  r  +  2kf 

k  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif. 

Si  nous  remplaçons  maintenant  x  par  —  x  dans  l'équation  proposée,  les 
racines  négatives  deviennent  les  racines  positives  de  la  transformée 

F(— a?)=o 

et,  en  appliquant  à  celle-ci  la  règle  précédente,  on  obtient  cette  proposition 
complémentaire  : 

Le  nombre  des  racines  négatives  d'une  équation  ne  peut  pas  surpasser 
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le  nombre  des  variations  de  la  transformée  en  —  x;  si  ces  nombres  ne  sont 
pas  égaux,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

Soit  v'  le  nombre  des  variations  de  F( — x),  et  r'  le  nombre  des  racines 
négatives  de  F(rc)  =  o;  on  aura  encore  la  relation 

(2)  v'  =  r'  -\-  2k', 

k'  représentant  un  nombre  entier  positif  pouvant  être  zéro.  Si  on  combine 
(i)  et  (2)  par  addition,  on  trouve 

(3)  V -\- v' =  r -\- r' -\- 2d 

d  étant  toujours  un  nombre  entier  qui  peut  être  nul.  On  voit  donc  que  le 
nombre  total  des  racines  réelles  d'une  équation  est  au  plus  égal  hiV-\-v'j 
et  la  différence  entre  v  -\-  v'  &i  r  -\- r'  est  zéro  ou  un  nombre  pair. 

Lorsque  l'équation  Y  {x)  est  complète,  par  le  changement  de  a?  en  —  x^ 
les  permanences  de  Y{x)  deviennent  les  variations  de  F( — x)  et  le  théorème 
de  Descartes  peut  alors  s'exprimer  ainsi  : 

Dans  une  équation  complète,  le  nombre  des  variations  est  égal  au  nombre 
des  racines  positives  ou  le  surpasse  d'un  nombre  pair;  le  nombre  des  perma- 
nences est  égal  au  nombre  des  racines  négatives  ou  le  surpasse  d'un  nombre 
pair . 

5!3.  Il  est  utile  de  remarquer  que  les  nombres  v,  y',  v  -\-  v'  sont  compris 
entre  o  et  m  ;  dans  certains  cas,  ils  peuvent  prendre  leur  valeur  maximum 
qui  est  w,  ou  leur  valeur  minimum  qui  est  zéro.  Dans  une  équation  où  tous 
les  termes  sont  positifs,  on  a  t»  =  o,  et  la  relation  (i)  donne  nécessairement 
r  =  o\  une  telle  équation  n'a  pas  de  racine  positive,  ce  qui  est  évident. 
Quand  toutes  les  racines  sont  positives,  r  =  m,  et  l'on  a  :  t?  =  m  -[-  2k\  mais 
comme  v  ne  peut  pas  dépasser  m,  il  faut  que  le  nombre  k  soit  nul;  par  suite 
V  =  7n.  Une  équation  qui  a  toutes  ses  racines  positives  doit  être  complète 
et  ne  présenter  que  des  variations. 

Si  V  =  I.  en  vertu  de  la  relation  (i),  on  doit  avoir  r  =  i;  de  même  si 
t;'  =  I,  on  a  aussi  r'  =  1.  Donc,  une  équation  qui  n'offre  qu'une  seule 
variation  admet  nécessairement  une  racine  positive;  de  même,  si  la  trans- 
formée en  —  X  ne  présente  qu'une  variation,  il  y  a  nécessaire7nent  une 
racine  négative, 

La  règle  de  Descartes  fournit  une  limite  supérieure  pour  le  nombre  des    i 
racines  réelles  et,  par  suite,  elle  donne  en  même  temps  une  limite  inférieure 
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pour  le  nombre  des  racines  imaginaires;  car  m  étant  le  degré  de  l'équation  et 
2i  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  a  : 

m  —  (r  -j-  r')  =  2i 
ou  bien 

m  —  {v  -\-  v')  -|-  2rf  =  2i. 

Cette  relation  prouve  d'abord  que  la  différence  m  —  {v  -^v')  est  toujours 
un  nombre  pair;  ensuite,  que  m — {v-\-v')  est  une  limite  inférieure  au 
nombre  des  racines  imaginaires,  de  telle  sorte  que,  si 

m  —  {v  -\-v')=  2s, 

l'équation  admettra  au  moins  25  racines  imaginaires.  Par  exemple,  l'équation 

aura  au  moins  deux  racines  imaginaires;  on  a  v  =  2,  et  dans  la  transformée 

—  X^  -{-  X -{-  l  =  o, 
1)'  =  i;  par  suite, 

m  —  (^v  -\-v')  =  2. 

53.  L'équation  précédente  offre,  comme  on  dit,  une  lacune,  c'est-à-dire, 
qu'elle  manque  de  plusieurs  termes  consécutifs.  Il  existe,  à  ce  sujet,  une 
règle  générale  que  nous  allons  faire  connaître.  Considérons  l'équation 

Ax"^  -f  Bx'''-^^-*  +  CiC"'-*''-"  -] =  0, 

dans  laquelle  il  manque  2k  termes  après  le  premier.  Rétablissons  les  termes 
en  leur  donnant  pour  coefficients  les  nombres  çi,  ^2  ..•  positifs  ou  négatifs; 
l'expression 

est  un  polynôme  complet  de  2k  -\~  2  termes  et  il  donnera,  pour  -j-  a?  et  —  a?, 
2k -\-  I  variations.  Or  les  nombres  m  et  m  —  2k  —  i  étant  de  parité  diffé- 
rente, si  les  termes  Aa?*"  et  Bx'"~^''~^  présentent  le  même  signe  dans  F  (a?),  ils 
auront  des  signes  contraires  dans  F( —  a?),  et  réciproquement;  ils  ne  donnent 
lieu  qu'à  une  seule  variation.  L'absence  des  termes  diminue  donc  le  nombre 
V  -]r  v'  de  2k -\-  I  —  1  =  2k  variations,  et  l'équation  proposée  aura  au  moins 
2k  racines  imaginaires.  De  là  celte  règle  : 

S'il  manque  2k  termes  entre  deux  termes  consécutifs  d'une  équation,  celle- 
ci  admet  au  moins  2k  racines  imaginaires. 

Soit,  en  second  lieu,  l'équation 

Ai»'"  +  Ba;'"-^'^-^  4-  C'»-"'-^  "1 —  =0 

8 
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qui  offre  une  lacune  de  2k  -f-  i  termes  entre  le  premier  et  le  second.  En  réta- 
blissant les  termes  comme  tout-à-l'heure,  il  viendra  l'expression 

qui  présentera  2k -\-  2  variations  pour  -\- x  ei  —  x.  Ici,  les  nombres  m  et 
^  —  2k  —  2  sont  de  même  parité  et  lorsque  les  termes  Ax'^  et  Ba?'*"'''-*  ont 
le  même  signe  dans  F(a?),  ils  auront  encore  le  même  signe  dans  F( —  x);  si 
les  signes  de  ces  termes  sont  différents,  ils  donneront  lieu  à  une  variation 
dans  F{x)  ainsi  que  dans  F(—  x);  dans  le  premier  cas,  il  y  aura  une  perte 
de  2k -\-  2  variations  par  l'absence  des  termes  et,  dans  le  second,  une  perte 
de  2k.  Par  conséquent, 

Si,  dans  une  équatmi,  il  manque  2k  -f-  i  termes  entre  deux  termes  de 
même  signe,  il  y  a  au  moins  2  A*  -|-  2  racines  imaginaires  ;  si  ces  termes  sont 
de  signe  différent,  il  y  en  a  au  moins  2k. 

54.  Le  théorème  de  Descartes  devient  plus  précis  lorsqu'il  s'agit  d'équa- 
tions qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles.  Dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines 
positives  est  égal  à  celui  des  variations  du  premier  membre,  et  le  nombre  des 
racines  négatives  à  celui  des  variations  de  la  transformée  en  —  x.  En  effet, 
en  remarquant  que  r  -J-  r'  =  m,  les  relations  (i)  et  (2)  donnent 

V  -\- v'  =  m '\- 2k -\- 2k'  ; 
d'où 

m  —  {v  -{-v')  =  —  2k  —  2k' . 

Mais,  la  différence  du  premier  membre  est  positive  ou  nulle;  donc, 
A;  =  o,  k'  =  o,  et  les  mêmes  relations  (i)  et  (2)  se  réduisent  à 

V  =  r^     v'  =  r' . 
Lorsqu'une  équation  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  est  complète,  il  suffit 
de  compter  les  variations  et  les  permanences  du  premier  membre  pour  avoir 
le  nombre  exact  des  racines  positives  et  négatives. 

55.  Le  théorème  de  Descartes  est  extrêmement  précieux;  son  application 
n'exige  aucun  calcul  et  il  donne  souvent  sans  la  moindre  peine  des  indications 
très  utiles  sur  la  nature  des  racines  d'une  équation.  Soient,  par  exemple, 

(a)  ^x^  —  x^  —  1=0 

{h)  x^ — 2X^-\-x — 1=0, 

(C)  X^  -^  2X''  '\- X^  +  X I  :=  o, 

(d)  x'""  —  1  =  o, 

(e)  2?''"  +1=0, 

(f)  a?"»  4-  jpa?"  +  q  =  o  .  (m,  n  impairs) 
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ft)Onai  :  V  =  i^  v'  =  i.  Cette  équation  admet  une  seule  racine  positive  et 
une  seule  racine  négative;  toutes  les  autres  sont  imaginaires. 

b)  V  =  ^y  v'  =  o  :  il  y  a  une  racine  réelle  positive  et  deux  racines  imagi- 
naires, ou  bien  trois  racines  positives.  ?; 

c)  t'  =  I,  v'  =  3  :  l'équation  admet  une  seule  racine  positive;  comme  elle 
présente  une  lacune  de  quatre  termes,  il  y  aura  au  moins  quatre  racines 
imaginaires;  elle  peut  encore  avoir  soit  une,  soit  trois  racines  négatives. 

d)  V  =  ij  v'  =  î  :  il  y  une  racine  positive  et  une  racine  négative;  ces 
racines  sont  évidemment  -]-  i  et  —  i  ;  toutes  les  autres  sont  imaginaires. 

e)  V  =  o,  v'  =  o  :  l'équation  ne  possède  aucune  racine  réelle. 

f)Si  p  =  -\-  et  q  ^=  ±1 ,  on  di  :  v  -\-  v'  =  j;  sip  =  —  et  t/  =  db ,  il  vient  : 
t)  -j-  i/  =  3  ;  l'équation  peut  donc  avoir  soit  une,  soit  trois  racines  réelles. 

S  2. 

Théorème  de  Budan-Fourter.  Théorème  des  restes  et  règle  de  Jacobi. 

55.  Le  théorème  de  Descartes  porte  sur  les  changements  de  signe  des 
termes  d'une  équation  :  celui  de  Fourier  est  relatif  aux  variations  que 
présentent  les  résultats  de  la  substitution  de  certaines  valeurs  de  x  dans 
le  premier  membre  et  ses  dérivées  successives.  Étant  donnée  l'équation  du 
degré  m 

par  la  dérivation,  nous  pouvons  former  la  suite 

(ce)  F(x),      F'(^),     F"(^),     ...,     F<-'(a;) 

renfermant  m  -j-  i  fonctions  ddj^t  les  degrés  diminuent  d'une  unité  en  passant 
de  l'une  à  l'autre.  Le  théorème  de  Fourier  consiste  dans  la  proposition 
suivante  : 

Le  nombre  des  racines  comprises  entre  deux  quantités  «o  et  a.i'^  «o,  fie 
peut  pas  surpasser  le  nombre  des  variations  perdues  dans  la  suite  (a) 
lorsqu'on  passe  de  x  =  c/q  à  x=  ot.x  ;  si  ces  7iombres  ne  sont  pas  égaux, 
leur  différence  est  un  nombre  pair. 

En  effet,  supposons  que  x  varie  de  «o  à  «i  ;  il  peut  arriver  que  x  passe  par 
une  valeur  a  racine  simple  ou  racine  multiple.  Examinons  d'abord  le  cas  où  a 
est  une  racine  simple.  Nous  avons  vu  qu'en  choisissant  h  assez  petit,  F(a?)  et 
F  [x)   sont  de    signe  différent  pour  x  =  a  —  A  et   de  même  signe  pour 
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x  =  a-^h;  doac,  une  variation  se  perd  en  tête  de  la  suite  de  Fourier  après 
que  X  a  dépassé  a.  Dans  le  cas  où  a  est  une  racine  multiple  du  degré  p  de 
multiplicité,  toutes  les  dérivées  s'annulent  pour  a?  =  a  jusqu'à  celle  de  l'ordre 
p  exclusivement;  par  suite,  dans  la  série  partielle 

F{x),     F'(x),     F'^{x)     ...,     F<^>(a?) 

(Je  j5_|_i  fonctions, il  n'y  aura  que  des  variations  poarx  =  a  —  /i.  puisque  deux 
fonctions  consécutives  sont  de  signe  différent,  et  seulement  des  permanences 
pour  X  =  (V  -\-  h.  l\  Y  3i  donc  dans  la  suite  totale  une  perte  de  p  variations, 
quand  x  a  dépassé  la  racine  multiple.  D'après  ces  remarques,  le  nombre  de 
variations  perdues  dans  la  suite  de  Fourier  entre  a;  =  ao  et  a;  =  ai  est  égal  au 
nombre  de  racines  comprises  dans  l'intervalle;  on  regarde  .une  racine  d'ordre 
p  de  multiplicité  comme  équivalente  à  p  racines  simples. 

Il  peut  arriver  aussi  que,  œ  variant  de  «o  à  «i,  une  ou  plusieurs  fonctions 
intermédiaires  s'annulent  ;  les  variations  perdues,  de  ce  chef,  sont  toujours  en 
nombre  pair.  En  effet,  soit  la  suite  partielle 

où  k  peut  être  égal  à  l'unité  ;  supposons  que,  pour  x  =  b,  toutes  ces  fonctions 
s'annulent  excepté  la  première  et  la  dernière.  Pour  une  valeur  suffisamment 
petite  de /i,  les  fonctions  F^''~^^  (x),  F^'"^''^  (x)  conserveront  leur  signe  dans 
l'intervalle  {b  —  h,b  -\-  h).  Si  elles  ont  le  même  signe^  il  y  aura  dans  la  suite 
un  nombre  pair  de  variations  pour  x  =  b  —  h  et  aussi  pour  x  =  b  -\-h  ;  si 
leur  signe  est  différent,  le  nombre  de  variations  sera  impair  pour x^b  ~  h 
et  a?  =  b  -\-h.  Or,  la  différence  de  deux  nombres  pairs  ou  celle  de  deux  M 
nombres  impairs  est  toujours  un  nombre  pair.  Par  conséquent,  si  le  nombre  de 
racines  comprises  entre  ao  et  «i,  n'est  pas  égal  au  nombre  de  variations 
perdues  dans  la  suite  de  Fourier,  il  en  est  inférieur  d'un  nombre  pair.  Soient 
Vo  et  Vi  les  nombres  de  variations  de  la  suite  pour  ao  et  ai,  on  aura  la  relation 

Va  —  Vi  =  r-f-  2k, 

r  étant  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  dans  l'intervalle  et  k  un  entier 
positif.  I 

Le  théorème  de  Fourier  fournit  une  solution  imparfaite  du  problème  relatif 
tu  nombre  de  racines  comprises  dans  un  intervalle  donné.  Cette  imperfection 
disparaît  dans  deux  cas  qu'il  importe  de  signaler.  D'abord,  pour  V(,  —  Vi  =  i, 
on  a,  nécessairement  r  =  i  et  A;  =  o  ;  donc,  si  une  seule  variation  se  perd, 
on  peut  affirmer  qu'il  y  a  une  racinedans  l'intervalle.  En  second  lieu,  suppo- 


> 
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sons  queF(ic)  =o  ait  toutes  ses  racines  réelles.  Désignons  par  ro  le  nombre 
de  racines  plus  petites  que  «o,  par  r  le  nombre  de  racines  comprises  entre 
ûCo  et  ai,  par  ri  le  nombre  de  racines  plus  grandes  que  «i.  Comme  on  suppose 
toujours  le  premier  terme  d'une  équation  positif,  on  a 

L'application  du  théorème  aux  différents  intervalles  donne  aussi  les  rela- 
tions 

m  —  vo  =yo  +  2/10, 

Vo  —  Vi  =  r  -\-  2k,  —^ 

Vi  — o  =  n  -\-  2kl. 

En  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

m  =  ro  -\-  r  -\~  Vi  -\~  2ko  -{'  2k  -{-  2ki  ; 

mais  les  racines  étant  toutes  réelles,  on  a 

ro-{-r-]-rt  =m; 

par  suite,  ko  =  k=  ki  =  o  ;  donc,  on  arrive  finalement  à  la  relation 

Vo  —  vt  =  r. 

Ainsi  le  nombre  de  variations  perdues  est  exactement  le  nombre  de  racines 
comprises  entre  «o  et  «i. 

Le  théorème  de  Descartes  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  de  Fourier  ; 
il  correspond  aux  valeurs  ao  =  o  et  ai  =  oc  .  Il  faut  remarquer  qu'en  posant 
X  =  o  dans  F(^)  et  ses  dérivées  successives,  on  trouve 

Am,        Am-l,         I    .  2  Am_2,        .•■.         I.2.3...WA0: 

ce  sont  les  coefficients  de  l'équation  accompagnés  de  facteurs  numériques  ; 
Vo  représente  donc  le  nombre  de  variations  du  premier  membre  et  comme 
V4-00  =  o,  on  a 

Vo  =  r-\-2k, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  de  racines  comprises  entre  o  et  oo  ou  le  nombre 
de  racines  positives  est  égal  ou  inférieur  d'un  nombre  pair  au  nombre  des 
variations  du  premier  membre. 

Appliquons  le  théorème  de  Fourier  à  l'équation 


—  118   — 

La  suite  se  composera  des  fonctions  suivantes  : 

F{x)  =  X'  —  2X^  —  X-\-2 
F'(a?)  =  ^x^  —  4a?  —  I 
F"(a;)  =  6a7  — 4 
F"'(a;)  =  6. 

Avec  les  substitutions  x  ==  o  et  a?  =  3,  on  trouve  pour  la  succession  des 
signes 

+     —     —     -f-,     pour     a?  =  o, 
-j_    _]__]_    _|_,     pour     a;  =  3. 

Il  y  a  une  perte  de  deux  variations  ;  l'équation  peut  avoir  zéro  ou  deux 
racines  entre  o  et  3. 
Si  on  pose  encore  dans  la  suite  x  =  —  2  et  a?  =  o,  il  vient 

—     "l"     —     -|-'     P<^"^     ^  ==  —  2, 
-|-     —     —     _|_^     pour     a?  =  o. 

Une  seule  variation  se  perd  en  passant  de  —  2  à  o  ;  il  est  certain  que 
l'équation  possède  une  racine  négative  entre  o  et  —  2. 

5G.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  théorème  de  Fourier  à  un  point 
de  vue  qu'on  n*a  pas  encore  signalé  et  qui  est  très  avantageux  dans  les  appli- 
cations. On  sait  qu'étant  donné  un  nombre  quelconque  a,  on  peut  écrire 

(No  45) 

V{x)==?{a)-\'(x-a)V'(a)-\'(x~ay—^A L  (^  >_«).«  JLJ^_. 

1.2  I  ,  2  ...  m 

De  plus,  nous  savons  aussi  qu'en  effectuant  les  divisions  successives  de 
F(a7)para;  —  a,  et  en  désignant  les  restes  par  R,  R^  R",  ...  R*"**,  on  a 

R  =  F(a),     K'==W{a),     R"=l-i^,     ...,     R<-)  =  ^^     • 


1.2  i  .  2  ...m 

la  formule  précédente  devient  ainsi 

F(a?)  =  R-f  R'(a;  — a)  +  R"(;r  —  a^  -\ ]- ^^^"^  (x  —  a)^ . 

On  voit,  d'après  ces  relations,  que  les  signes  de  la  suite  des  restes  sont  les 
mêmes  que  ceux  de  la  suite  des  fonctions  de  Fourier  pour  x  =  a.  On  peut 
donc  substituer  Tune  à  l'autre  et  le  théorème  précédent  s'énonce  alors  de  la 
manière  suivante  :   Etant  donnés  deux  nombres  «o  e<  a,  >  «o,  on  fait  les 
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divisions  successives  de  F(^)  par  les  facteurs  x  —  a^,  ./•  —  a.\  pour  arriver 
aux  restes  consécutifs 

Ro,     R'o,     R^,     ...,     R<-'o; 
R,,      R',,      R",,      ...,      R<-),; 

le  nombre  de  variations  perdues  en  passant  de  la  première  suite  à  la  seconde 
est  égal  ou  supérieur  d'un  nombre  pair  au  nombre  des  racines  comprises 
entre  ao  et  cf.\. 

Cette  proposition  pourrait  s'appeler  théorème  des  restes. 

Comme  exemple,  soit  l'équation 

g^3  —  24a;2  _|_  1 5/p  —  o,ooi  =  o. 

Effectuons  les  divisions  par  x,  x  —  i,  x  —  2.   Dans  les  divisions  par 
X  —  o  ou  a?,  les  restes  successifs  sont  les  coefficients  de  l'équation 

—  o.ooi,      16,     — 24,     g; 

ils  présentent  trois  variations.  Les  deux  autres  divisions  donnent  lieu  aux 
tableaux  suivants  : 


9 

—  24  16  — 0,001 

g  — 24   16  — 0,001 

9 

—  15   I   (0,999)      2 

9-6   4   (7»999) 

9 

-6  (-5) 

g  12    (28) 

9 

(3) 

9  (30) 

(9) 

(9) 

La  suite  des  restes  du  premier  tableau  ne  présente  plus  que  deux  variations 
et,  dans  le  second,  tous  les  restes  sont  positifs.  Il  y  a  certainement  une  racine 
comprise  entre  o  et  i,  et  zéro  ou  deux  racines  comprises  entre  i  et  2. 

Le  théorème  de  Fourier  fournit  une  règle  pour  déterminer  une  limite 
supérieure  des  racines  positives.  Si  on  trouve  un  nombre  l  tel  que,  pour  x  =  If 
F(a;)  et  toutes  ses  dérivées  sont  positives,  il  n'y  a  pas  de  racine  plus  grande 
que  l  ;  car,  pour  la  substitution  x  =  /,  la  suite  de  Fourier  ne  présente  que  des 
permanences  ;  aucune  variation  ne  se  perdra  entre  /  et  -}-  00  .  Cette  règle 
devient  plus  facile  et  plus  simple  par  le  théorème  des  restes.  On  trouve  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  d'une  équation  en  cherchant  un 
nombre  l  tel  que  les  restes  des  divisions  successives  du  premier  rnetnbre  par 
X  —  l  soient  tous  positifs. 

Dans  le  dernier  tableau  le  nombre  2  satisfait  à  ces  conditions;  l'équation 
n'aura  pas  de  racine  positive  plus  grande  que  deux. 
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5V.  Jacobi  a  aussi  indiqué,  sur  le  même  sujet,  une  règle  intéressante  que 
nous  allons  faire  connaître.  Soit 

F(ir)  =  o 

une  équation  du  degré  m  à  coefTicients  réels;  désignons  par  y  une  nouvelle 
inconnue  liée  à  la  première  par  la  relation 

y  = • 

Il  est  visible  que,  x  variant  de  a^  à  a, ,  y  reste  positif  et  varie  de  o  à  -[-  oo  , 
et  à  toute  valeur  positive  de  y  correspond  une  valeur  de  x  comprise  entre 
«0  et  «1 .  On  tire  de  cette  relation 

X  = • 

I  +2/ 

En  substituant  dans  F  (a?)  et  en  multipliant  par  (i  -|-y)"*  pour  chasser  les 
dénominateurs,  on  arrive  à  une  transformée  en  y  de  la  forme 

Boy-  4-  B,y— •  H 1-  B^  =  o. 

Les  coefficients  B  sont  des  fonctions  des  coefficients  de  F(^)  ainsi  que  des 
nombres  ao  et  oL{.  Autant  il  y  aura  de  racines  positives  dans  cette  équation, 
autant  il  y  aura  de  racines  de  F(ii?)  =  o  comprises  entre  «o  et  aj. 

Conformément  à  la  règle  de  Descartes,  il  suffit  de  compter  les  variations 

de  la  suite 

Bq,      B»,      B2,       ...,      Bm, 

pour  affirmer  que  :  Le  nombre  de  racines  positives  d'une  équation  F  (a?)  =  o 

comprises  dans  l'intervalle  (ao,  «i)  est  égal  ou  inférieur  d'un  nombre  pair 

au  nombre  de  variations  des  coefficients  de  la  transformée  que  Von  obtient 

X  —  «0 
en  posant  :  y  =  — • 

CCi  —  X 

§3. 

Théorème  de  Rolle. 

58.  Deux  racines  consécutives  d'une  équation  F(a?)  =  o  comprennent 
toujours,  soit  une,  soit  un  nombre  impair  de  racines  de  l'équation  dérivée 

Désignons  par 

a,     by     Cy It 
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les  racines  de  Téquation  'F(x)  =  o  rangées  par  ordre  de  grandeur.  On  sait 
(N*  38)  que  F(a?)  et  "F'  (ce)  sont  de  même  signe  immédiatement  après  que  x  a 
traversé  une  valeur  racine  de  l'équation,  et  de  signe  différent  immédiatement 
avant.  Donc,  si  h  est  une  quantité  suffisamment  petite,  les  valeurs  F  (a -|- A), 
'£'{a-\-  h)  seront  de  même  signe  et  F(^  —  h),  V'{b  —  h)  de  signes  contraires; 
or,  en  suivant  les  variations  de  x^  de  a -\- h  a  b  —  h,¥(x)  conserve  son 
signe  puisqu'il  n'y  a  aucune  racine  dans  l'intervalle;  c'est  donc  la  dérivée 
qui  change  de  signe  et  qui  passe  par  CDnséquent  par  zéro  entre  a  -{-  h  eib  —  h 
ou  entre  a  et  by  h  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut.  De  plus, 
comme  les  valeurs  du  commencement  et  de  la  fin  F' (a  -["  h)  ^^  F'(^  —  h)  sont 
de  signe  différent,  la  dérivée  peut  passer  un  nombre  impair  de  fois  par  zéro 
entre  a  et  b.  Ce  raisonnement  s'applique  à  deux  racines  consécutives  quelcon- 
ques de  V{x)y  et  il  est  démontré  qu'il  existe  toujours  entre  elles,  un  nombre 
impair  de  racines  de  F'(.t)  =  o. 

Le  théorème  ne  dit  rien  de  ^intervalle  compris  entre  la  plus  grande  racine 
^et-j-oo.  Remarquons  que  F (^ -(-/i)  et  F (  00  )  sont  de  même  signe;  car  il 
n'y  a  aucune  racine  entre  l  et  ce  ,  et,  comme  F(oo)  =  -|-,  ce  signe  est 
positif;  mais  F'  (l  -\-  h)  est  de  même  signe  que  ¥(l-\-h);  donc  F'(^  -\-  h)  et 
F'(  00  )  étant  positifs,  il  peut  y  avoir  zéro  ou  un  nombre  pair  de  racines  de  la 
dérivée  entre  /  et  oo  .  On  démontre  de  la  même  manière  qu'il  en  est  encore 
ainsi  pour  l'intervalle  compris  entre  la  plus  petite  racine  a  et  —  oo. 

D'après  ce  théorème,  si  ¥(x)  =  o  possède  k  racines  réelles,  la  dérivée  en 
aura  au  moins  A;  —  i,  et  si  l'équation  donnée  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  y 
aura  m  —  i  intervalles  renfermant  au  moins  une  racine  de  la  dérivée;  donc 
celle-ci  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles:  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Le  théorème  de  Roile  est  encore  applicable  à  une  équation  qui  a  des  racines 
égales;  lorsque,  par  exemple,  F(a;)  ==  o  admet  une  racine  b  du  degré  p  de 
multiplicité,  cette  même  racine  sera  une  racine  multiple  du  degré  p —  i  de 
la  dérivée.  On  doit  considérer  la  racine  de  l'ordre  p  comme  donnant  lieu  à 
p  —  I  intervalles  identiques  chacun  d'eux  renfermant  une  même  racine 
de  la  dérivée. 

Portons  maintenant  notre  attention  sur  la  réciproque  du  théorème  de  Rolle. 
Puisque  deux  racines  consécutives  de  F  (a?)  =  o,  telles  que  b  et  c,  peuvent 
comprendre  plus  d'une  racine  de  F'(^)==o,  il  est  clair  que  deux  racines 
consécutives  de  celle-ci  ne  renfermeront  pas  nécessairement  une  racine  de  la 
première;  s'il  arrive  que  deux  racines  consécutives  b'  et  c'  de  F'(a;)=o 
comprennent  une  racine  de  la  proposée,  cette  racine  sera  unique  ;  car,  s'il  y 
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avait  entre  h'  et  c'  deux  racines  h  et  c  de  'F{x)  =  o,  ces  dernières  ne  renfer- 
meraient aucune  racine  de  la  dérivée;  ce  qui  est  impossible.  Désignons  par 
a',  b',  c',  ...  k'  les  racines  de  l'équation  dérivée  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, et  considérons  la  suite 

(r)  —  ce  ,  a' ,  b\  c',  ...  A;',  -j-  oo  , 

qu'on  appelle  nombres  de  Rolle.  Ils  jouissent  de  cette  propriété  spéciale 
que,  pour  eux,  la  règle  de  substitutioi\  conduit  à  des  conclusions  précises. 
Si  deux  de  ces  nombres  consécutifs  substitués  dans  F  (a?)  donnent  des  résul- 
tats de  même  signe,  on  est  certain  qu'ils  ne  renferment  aucune  racine  et,  si 
les  résultats  sont  de  signes  contraires,  on  peut  affirmer  qu'il  n'y  a  qu'une 
seule  racine  dans  l'intervalle. 

Lorsque  la  dérivée  admet  q  racines  réelles  distinctes,  la  suite  (r)  ne 
donnera  que  q  -\-  i  intervalles  et  l'équation  proposée  admettra  au  plus  q-]-  i 
racines  réelles.  L'équation  F(a?)  =  o  ne  pourra  avoir  toutes  ses  racines 
réelles  que  si  la  dérivée  admet  m — i  racines  réelles  distinctes;  alors 
seulement  la  suite  (r)  offrira  m  intervalles,  et  si  chacun  renferme  une  racine, 
F(aj)  =  o  aura  m  racines  réelles.  Dans  le  cas  où  la  dérivée  possède  des 
racines  égales  le  nombre  des  intervalles  de  la  suite  de  Rolle  sera  diminué; 
mais  nous  croyons  inutile  d'insister  sur  ce  point.  Les  substitutions  précé- 
dentes ne  peuvent  se  réaliser  sans  résoudre  l'équation  dérivée;  or,  celle  ci 
est,  en  général,  presque  aussi  difficile  à  résoudre  que  la  proposée.  Ce  n'est  que 
pour  l'équation  du  troisième  degré  et  quelques  équations  incomplètes  que  la 
suite  de  Rolle  peut  être  utile. 

Afin  de  montrer  les  différents  avantages  de  la  proposition  de  Rolle,  repre- 
nons d'abord  la  formule 

¥{x  -\-h)  =  F(x)  4-  h  F'{x)  H r'(x)  H 1 F<"')(a;). 

1.2  i  .  2  ...  m 

Le  théorème  de  Rolle  permet  d'en  donner  une  simplification  importante. 
En  effet,  on  peut  écrire,  .^^ 

(a)  F{w  +  h)^F{x)-\-h¥'(x)  +  —  R, 

1.2 

R  représentant  une  fonction  entière  de  x  et  de  h.  Cela  étant,  considérons 
l'expression 

(/3)  Fix  +  z)  —  F{x)  —  zF'  {X) R 

I    .  2 

que  nous  regarderons  comme  une  fonction  de  la  variable  2.  La  dérivée  de 
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Y(x-\-z)  par  rapport  à  z  est  le  coefficient  de  h  dans  le  développement  de 
¥{x  +  ^  -(-  h),  c'est-à-dire,  ¥'(x  -{-  z).  On  a.  donc,  en  prenant  la  dérivée  de 
cette  fonction  relativement  à  z, 

(y)  F'{x  +  z)-F'(x)'-zK. 

La  fonction  (|3)  s'annule  pour  z  ^=  o,  et  aussi  pour  :2r  =  /?,  d'après  la 
formule  (a);  conformément  à  la  proposition  de  Rolle,  il  y  aura  entre  o  et  ^ 
un  nombre  h'  qui  annulera  la  dérivée  (y),  et  celle-ci  sera  elle-même  égale  à 
zéro  pour  les  valeurs  z  =  o  et  z  =  h'. 

La  dérivée  de  (y)  par  rapport  à  z,  c'est-à-dire, 

r'{x  +  z)  —  R, 

d'après  le  même  théorème,  devra  aussi  être  égale  à  zéro  pour  une  valeur  h" 
comprise  entre  o  et  Z^'.  Il  vient  ainsi 

mais,  comme  h"  est  une  quantité  comprise  entre  o  et  h,  on  pose  géné- 
ralement 

h''  =  Bh, 

0  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité.  On  écrit  donc 

Il  résulte  de  cette  valeur  que  le  développement  proposé  peut  s'arrêter  au 
troisième  terme,  et  l'on  a  exactement 

F{x  +  h)  =  F{x)  +  hF'ix)  -] F"{x  +  Bh). 

Appliquons  maintenant  le  même  théorème  à  l'équation  trinôme 
F(a?)  =  X'"  +  px""  +  ^  =  o,     (wt,  n  impairs). 

Nous  savons  par  la  règle  de  Descaries  que  cette  équation  admet,  soit  une, 
soit  trois  racines  réelles.  En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre, 
il  vient 

Lorsque  p  est  positif,  la  dérivée  n'a  pas  d'autre  racine  réelle  que  zéro  : 
l'équation  proposée  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle.  Si  p  est  négatif, 
la  dérivée  s'annulant  pour 


V" 


np 

3)=\  / » 

m 
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il  y  a  deui  racines  réelles  puisque  m  —  n  est  pair;  les  nombres  de  Rolle 
seront  alors 


En  les  substituant  dans   l'équation  proposée,  et  en  exprimant  que  les 
résultats  doivent  présenter  la  suite  des  signes 

pour  qu'elle  admette  trois  racines  réelles,  on  arrive  aux  inégalités 


m  n 

Si  l'on  met  en  facteur  dans  les  preniiers  membres  la  quantité 

m  ^ 


et  si  on  simplifie,  on  trouve  facilement 


npy*-^         nq  /      wjoX"»-"  nq 


ml  m  —  n       \      m)  m  —  n 

Or,  p  est  négatif,  et  si  q  est  positif,  la  première  inégalité  est  satisfaite 
d'elle-même;  la  seconde  élevée  à  la  puissance  m  —  n  peut  s'écrire 

(,)  /^yj_f^i_y-"<o. 

XM  J         \m  —  n/ 

Si  q  est  négatif,  c'est  la  seconde  inégalité  qui  est  satisfaite  d'elle-même  ; 
en  transformant  la  première,  on  arrive  à  la  même  relation  (s).  Comme  m  est 
impair  et  m  —  n  pair,  elle  ne  peut  être  vérifiée  que  si  p  est  négatif.  Nous 
arrivons  donc  à  cette  conclusion  :  L'équation  trinôme  avec  des  exposants 
impairs  admet  une  seule  racine  réelle  si  jt?  >  o.  et  trois  racines  réelles 
lorsque  l'inégalité  {s)  est  vérifiée. 

Comme  cas  particulier,  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -\- px  -\-  q  =  o 
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aura  ses  trois  racines  réelles    avec  la  condition 


©'+(0'<°- 


Dans  certains  cas  exceptionnels,   le  théorème  de  Rolle  peut  être  utile  sans 
résoudre  l'équation  dérivée.  Soit,  en  premier  lieu,  l'équation 

X   ,     x^             x^         .          ,           a;'"* 
Fte)=i =o. 

I  I    .  2  1.2.3'  1.2...  (2W) 

On  en  déduit  pour  l'équation  dérivée 


r(x)  =  —  i-^x Y 


X^        ,  ,  X 


2m-l 


1.2  1.2...  [2.ni  —    l) 

En  faisant  leur  somme,  on  trouve 


=  o. 


Y(x)^r{x)  = 


X 


2  m 


1.2...  {2in) 

Soit  a  une  racine  de  la  dérivée  ;  si  on  pose  x  =  a.  dans  cette  relation, 
F' (a)  étant  nul,  il  reste 

1.2...  [2m) 

quantité  positive.  Tous  les  résultats  de  la  substitution  des  racines  de  la 
dérivée  dans  F  (a?)  sont  positifs  et  l'équation  proposée  aura  toutes  ses  racines 
imaginaires. 

Soit,  en  second  lieu,  l'équation 

F(a;)  =  (a?*  —  i)*"  =  o, 
ou  bien 

F(ic)  =  {x  —  i)'"  {x  +  lY  =  o. 

Le  premier  membre  renfermant  les  facteurs  x  —  i  ti  x  -\-  i  à  la  m^^* 
puissance,  -j-  i  et  —  i  sont  des  racines  multiples  du  degré  711  de  multi- 
plicité. L'équation  dérivée 

'  F'(a?)  =  o 

est  du  degré  2m  —  i  et  renfermera  les  facteurs  x  -\-  i  et  a?  —  i  à  la 
puissance  7?^  ~  i,  d'après  le  principe  des  racines  égales;  les  deux  racines 
multiples  -}-  i  ^t  —  i  de  l'ordre  m  —  i  sont  équivalentes  à  -zm  —  2  racines 
simples;  il  en  reste  une  autre  que  nous  désignerons  par  «i,  et  qui  sera 
comprise  entre  -\-  1  et  —  i ,  les  deux  racines  de  l'équation  précédente, 
conformément  au  théorème  de  Rolle. 
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L'équation 

contiendra  œ  —  i  el^-[~^  ^'*  puissance  m  —  2;  les  deux  racines  mul- 
tiples -j-  I  et  —  I  de  l'ordre  m  —  2  représentent  2m  —  4  racines  simples; 
mais  cette  équation  étant  du  degré  2m  —  2,  il  y  en  a  encore  deux  autres; 
soient  |3|  et  |3s  celles-ci  ;  elles  devront  se  trouver  dans  les  intervalles  des 
racines 

—  I,     «1,     +  I 
de  l'équation  ¥' (x)  =  o;  elles  seront  réelles  et  plus  petites  que  l'unité. 
En  continuant  ainsi,  après  m  dérivations,  on  arrivera  à  l'équation 

qui  jouira  de  cette  propriété  d'avoir  toutes  ses  racines  simples,  inégales  et 
comprises  entre  -j-  i  et  —  i . 

S  ^' 

Théorème  de  Sturm. 

59.  Ce  théorème  donne  une  solution  parfaite  du  problème  de  la  détermina- 
tion du  nombre  des  racines  réelles  comprises  dans  un  intervalle  donné.  A 
l'exemple  de  Fourier,  Sturm  étudia  les  variations  de  signe  d'une  suite  de 
fonctions  déduites  du  premier  membre  de  l'équation  ;  le  procédé  de  dérivation 
n'ayant  réussi  qu'incomplètement,  Sturm  imagina  d'employer  le  procédé  de 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  comme  nous  allons  l'indiquer. 
Soit 

R=o 

une  équation  du  degré  m  qui  n'a  pas  de  racines  égales;  désignons  par  R'  la 
dérivée  de  R  ;  divisons  R  par  R'  et  soit  R2  le  reste  chatigé  de  signe  ;  divisons 
ensuite  R'  par  R2,  et  soit  R5  le  reste  changé  de  signe;  divisons  encore  R»  par 
R5  et  soit  R4  le  reste  changé  de  signe.  On  continue  de  cette  manière  les 
divisions  comme  pour  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de  R  et  de  R' 
en  ayant  soin  de  changer  chaque  fois  le  signe  du  reste  obtenu.  On  arrive  ainsi 
aux  fonctions  suivantes 

W  R,     R',     R2,     R5,     ...,     Rp 

dont  les  degrés  diminuent  depuis  m  jusqu'à  zéro  en  avançant  dans  la  suite, 

de  telle  sorte  que  Rp  est  une  constante  numérique,  attendu  qu'il  n'y  a  pas  de 
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plus  grand  commun  diviseur  enlre  R  et  R'.  En  général,  ces  fonctions  sont  au 
nombre  de  ni-\-if  et  leurs  degrés  diminuent  régulièrement  d'une  unité. 
Cela  étant,  le  théorème  de  Sturm  consiste  dans  l'afTirmation  suivante  : 

Le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  deux  nombres  a  et  ^^  a 
est  égal  au  nombre  de  variations  perdues  dans  la  suite  (r)  en  passant  de 
X  =  a  à  X  ==  P».  ^ 

Plaçons-nous  dans  l'hypothèse  où  x  varie  d'une  manière  continue  depuis 
a  jusqu'à  |3.  Lorsque  x  prendra  une  valeur  telle  que  x  =  a^  racine  de  R  =  o, 
on  sait,  qu'immédiatement  avant,  R  et  R'  sont  de  signes  contraires  et,  immé- 
diatement après,  de  même  signe  ;  après  que  x  a  dépassé  a,  il  se  perd  donc  une 
variation  en  tête  de  la  suite  de  Sturm;  il  en  sera  de  même  chaque  fois  que  x 
passera  par  une  valeur  racine  de  l'équation;  en  somme,  pour  tout  l'intervalle, 
il  se  perdra  au  commencement  de  la  suite  {r)  autant  de  variations  qu'il  y  a 
de  racines  entre  a  et  j3. 

11  reste  à  démontrer  que,  si  x  rencontre  une  valeur  qui  annule  une  fonction 
intermédiaire,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  ne  sera  pas  altéré.  D'après 
leur  origine,  on  a,  entre  les  restes  de  Sturm,  les  relations 

R=;Q,R'  — R2,      R' =  Q2R2  —  Ri  etc.  ' 

En  général, 

Rn_4   =  QnRf»  Rn-f-l' 

Supposons  que,  pour  la  valeur  x  =k  comprise  entre  a.  et  j3,  l'on  ait  : 
Rn  =  o  ;  l'une  des  deux  fonctions  adjacentes  ne  pourra  s'annuler  en  même 
temps;  car,  si  Ton  avait,  par  exemple,  Rn-i  =  o  et  R»  =  o,  on  devrait  en 
conclure  que  R„^,=o;  mais,  d'après  l'équation  suivante,  si  R„  =  o, 
R„^i  =  o,  il  faudrait  aussi  que  R„^2  =  o;  en  continuant  ainsi,  il  en  résul- 
terait que  Rp  =  o,  ce  qui  est  impossible,  puisque  Rp  est  une  constante 
numérique.  En  vertu  de  l'égalité  précédente,  au  moment  où  R«  devient  nul, 
les  fonctions  R„_i  et  R„^i  sont  de  signe  différent.  En  désignant  par  h  une 
quantité  suffisamment  petite  pour  que  les  deux  fonctions  Rn_i  et  Rn+i  conser- 
vent leur  signe  respectif  entre  a  —  h  et  a  -^^  h,  là  suite  des  restes 

Rn-l,        Rni        Rn+1 

présentera  une  variation  pour  x  =  a  —  h,  et  aussi  pour  x  =^  a  +  /t  ;  car, 
quel  que  soit  le  signe  que  Ton  place  entre  deux  signes  contraires,  il  n'en 
résulte  qu'une  seule  variation;  il  est  donc  indifférent  que  R„  passe  du  négatif 
au  positif  ou  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant;  aucune  perte  n'aura  lieu 
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de  ce  chef  dans  le  nombre  des  variations.  Ce  raisonnement  pouvant  se  répéter 
à  propos  de  toute  autre  fonction  intermédiaire  qui  viendrait  à  s'annuler  dans 
l'intervalle,  on  est  en  droit  de  conclure  que  le  nombre  de  variations  perdues 
de  a;  =  a  à  ^  =  j3  est  égal  au  nombre  de  fois  que  x  a  rencontré  de  racines  de 
l'équation.  Appelons  v^,  v^  les  nombres  de  variations  que  présente  la  suite  (r) 
pour  0?  =  a  et  0?  =  j3,  et  w  le  nombre  de  racines  comprises  dans  l'intervalle  ; 
on  aura  la  relation 

11  =  Va  —  f  p  . 

Il  ne  serait  pas  inutile  de  faire  remarquer  de  quelle  manière  les  variations 
viennent  se  perdre  en  tête  de  la  suite  de  Sturm.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  qu'il  y  ait  trois  racines  a,  h,  c  entre  a  et  j3.  Avant  que  x  n'arrive  à 
la  valeur  «,  il  y  a  une  variation  entre  R  et  R',  et,  un  peu  après,  une  per- 
manence ;  pendant  que  x  augmente  à  partir  de  a  pour  aller  vers  b,  les  signes 
des  différentes  fonctions  se  déplacent  de  manière  qu'avant  la  valeur  a?  =  &, 
une  nouvelle  variation  apparaît  en  tête  de  la  série;  quand  x  a  dépassé  &,  la 
variation  se  perd  et,  par  de  nouveaux  déplacements  de  signes  dans  les 
restes,  elle  revient  lorsque  x  se  rapproche  de  la  valeur  c  pour  disparaître 
encore,  après  que  x  a  passé  par  c  pour  augmenter  jusqu'à  la  valeur  p. 

GO.  Considérons  le  cas  où  l'équation  F(^)  =  o  a  des  racines  égales. 
On  forme  toujours,  comme  on  l'a  indiqué,  la  suite  (r);  mais,  dans  ce  cas, 
Kp  sera  une  fonction  de  x  puisqu'il  existe  un  plus  grand  commun  diviseur 
entre  R  et  R'.  En  divisant  toutes  les  fonctions  R  par  Rp,  il  viendra  la 
seconde  suite 

(s)  S,     S',     Sj,     Sj,     ..,,     Sp_i,     I. 

L'équation  S  =  o  renfermera  les  racines  simples  de  la  proposée  ainsi  que 
les  racines  multiples,  chacune  d'elles  une  fois  seulement.  Les  fonctions  S 
jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  R.  Ainsi,  pour  celles-ci, 
on  a  la  relation 

Rn_l  =  QnR»  Rn  +  I> 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par  R^,,  elle  deviendra 

par  suite,  lorsque  x,  en  variant  de  a  à  |3.  annulera  Sn,   il  en  résultera, 

comme  pour  les  fonctions  R,  que  le  nombre  des  variations  ne  sera  pas  altéré. 

Nous  avons  encore  la  relation 

R  __  S 

R'""S'' 


les  fonctions  S  et  S'  seront  de  signe  différent  ou  de  même  signe  en  même 
temps  que  R  et  R'.  Le  théorème  de  Sturm  est  donc  applicable  aux  fonc- 
tions S  •  le  nombre  de  variations  perdues  en  passant  de  x=cf.  à  a:  =  (3 
indiquera  le  nombre  de  racines  comprises  dans  l'intervalle,  mais  sans  tenir 
compte  de  leur  degré  de  multiplicité.  Si  on  remarque  que  l'on  passe  de  la 
série  [s)  à  la  série  (?)  en  multipliant  par  un  même  facteur  Rp,  on  peut  se 
servir  uniquement  de  la  suite  (r)  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer  les 
fonctions  S  et  la  conclusion  restera  la  même. 

Gt.  Le  théorème  de  Sturm  permet  de  déterminer  le  nombre  de  racines 
réelles  d'une  équation  qui  n'a  pas  de  racines  égales.  Après  avoir  formé,  pour 
cette  équation,  la  suite  (r),  on  y  substitue  —  oo  et  -|-  cxd  ;  le  signe  des 
diverses  fonctions  sera  le  même  que  celui  des  premiers  termes,  et  la  diffé- 
rence t;_a5  -—  i^-foo  donnera  le  nombre  exact  de  racines  réelles.  Dans  le  cas 
d'une  équation  admettant  des  racines  égales,  la  différence  qui  précède  fournit 
encore  le  nombre  des  racines  réelles,  mais  abstraction  faite  de  leur  degré  de 
multiplicité.  Connaissant  le  nombre  de  racines  réelles,  on  aura  en  même 
temps,  celui  des  racines  imaginaires.  Lorsque  la  série  des  fonctions  de  Sturm 
est  complète,  on  obtient  aussi  le  nombre  de  racines  imaginaires,  en  comptant 
le  nombre  de  variations  que  présentent  les  premiers  termes  des  m  -]-  i 
fonctions  de  la  suite;  si  k  est  ce  nombre,  2A;  représentera  le  nombre  de 
racines  imaginaires.  En  effet,  les  m  -\-  i  premiers  termes  considérés  simul- 
tanément forment  un  polynôme  complet  ayant,  par  hypothèse,  A  variations 
et  m  —  k  permanences.  En  posant  x  =  —  00  ,  les  permanences  deviennent 
des  variations  et  l'on  a  : 

v_œ  =  tn  —  k\ 

d'un  autre  côté,  pour  a;  =  +  00  ,  il  vient 

par  suite, 

■y-oo 'y +00  =  ?^  —  2A\ 

C'est  le  nombre  de  racines  réelles;  donc  2A;  est  celui  des  racines  imaginaires. 

Pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles  et  inégales,  la  différence  précé- 
dente doit  être  égale  à  m.  Il  faudra  donc  que  la  suite  de  Sturm  soit  complète 
et  que  les  premiers  termes  n'offrent  aucune  variation,  c'est-à-dire,  qu'ils 
soient  tous  positifs  comme  le  premier  terme  de  l'équation. 

Pour  l'application  du  théorème  de  Sturm  à  une  équation  numérique,  il 

9 


; 

-< 


W\ 
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est  nécessaire,  dans  le  calcul  des  fonctions  R,  de  multiplier  ou  de  diviser  par 
des  nombres  positifs  afin  de  rendre  les  divisions  possibles  avec  des  nombres 
entiers;  ce  qui  ne  changera  pas  le  signe  de  ces  fonctions.  Le  calcul  étant 
terminé,  si  l'on  s'aperçoit  qu'une  fonction  R*  conserve  le  même  signe,  quel 
que  soit  a?,  on  pourra  supprimer  celles  qui  la  suivent;  car  le  nombre  de 
variations  entre  Rfc  et  la  dernière  R^  reste  le  même,  et  il  ne  peut  avoir 
aucune  influence  sur  la  valeur  de  v^.  —  ^3.  Enfin,  en  substituant  dans  les 
fonctions  trouvées  les  limites  de  l'intervalle  a  et  (3,  il  peut  arriver  qu'une 
fonction  intermédiaire  s'annule  ;  on  remplace  alors  dans  la  suite  des  signes 
le  zéro  correspondant  par  -|-  ou  par  — ;  ce  qui  est  indifférent,  attendu  que 
zéro  est  toujours  entre  deux  signes  contraires.  Lorsque  la  première  fonction  R 
est  égale  à  zéro  pour  une  limite,  par  exemple,  pour  ii?  =  |3,  on  remplace  (3  par 
un  nombre  un  peu  plus  grand  |3  -|-  '^  en  tenant  compte  que  |3  est  une  racine 
de  l'équation  comprise  dans  l'intervalle.  Cette  dernière  remarque  n'est  pas 
très  utile,  parce  que  l'usage  normal  du  théorème  de  Sturm  se  présente  dans 
la  recherche  des  racines  incommensurables,  alors  que  l'équation  a  été  débar- 
rassée de  ses  racines  commensurables.  Comme  on  prend  généralement  des 
nombres  rationnels  pour  les  substitutions,  ceux-ci  ne  peuvent  être  racines 
de  l'équation. 

G!S.  Comme  exemple  de  la  marche  à  suivre,  soit  l'équation 

(i)  R  =  ic*  —  ^x'  —  3a7-|-23  =  o. 

On  en  déduit 

(2)  K' =  à^X' —  12X^—2»' 

Calcul  de  R2.  Pour  rendre  la  division  possible  entre  R  et  R',  on  multiplie 
R  par  4,  et  on  effectue  la  division  entre  les  polynômes 

4iç* — i6ic^ —  i2X-\-g2     et     ^x^  —  i2â?^ — 3. 

Le  dernier  reste  sera  du  second  degré  ;  il  a  pour  valeur  : 

1 20Ç^  —  9^  -}~  ^9  • 

En  changeant  les  signes,  il  vient  pour  la  fonction  R2 

(3)  R2  =  I2il?-  -|- 9^1? — 89. 

Calcul  de  R3.  Il  faut  diviser  R'  par  R2.  On  commencera  par  multiplier  R' 
par  3  pour  rendre  la  division  possible.  On  trouve  pour  premier  reste  : 

—  45^' +  890?  — 9. 
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Afin  de  continuer  la  division,  on  multiplie  ce  dernier  par  4;  le  second  reste 
qui  sera  du  premier  degré  a  pour  expression  :  4913?  —  1 371.  En  changeant  les 
signes,  on  a  donc 

Rs  =  —  491^+  Ï37Ï- 
Calcul  de  R4.  On  divise  R2  par  R3,  en  multipliant  d'abord  Rj  par  491. 
Après  avoir  trouvé  le  premier  reste,  on  constate  facilement,  sans  chercher  sa 
valeur  exacte,  que  le  second  reste  est  positif;  par  suite,  nous  pouvons  écrire 

R,  =  — . 

Nous  obtenons  ainsi  les  cinq  fonctions  de  Sturm  relatives  à  Téquation 
donnée.  Prenons  pour  intervalles  successifs  les  nombres  o,  i,  2,  3.  4.  On 
trouve,  par  les  substitutions  : 


Pour 


R, 

R', 

R2, 

Rs, 

R.. 

x  =  o,     + 

— 

4- 

—  ,  3  variations. 

a;  — I,    + 

— 

— 

+ 

—  >  3 

a;  —  2,  .+ 

-^ 

—  ,  3 

a:  =  3,  "- 

-f 

— 

—  ,2         » 

«;  =  4,     -\- 

— 

—  ,   I 

L'équation  admet  donc  une  racine  entre  2  et  3,  et  une  autre  entre  3  et  4; 
comme  son  premier  membre  ne  présente  que  deux  variations,  elle  n'a  pas 
d'autres  racines  positives.  D'ailleurs  les  premiers  termes  des  fonctions  de 
Sturm  offrent  une  variation  et  l'équation  a  certainement  deux  racines  imagi- 
naires. On  arrive  au  même  résultat  par  les  substitutions  —  00  et  -|-  00  ;  pour 
cet  intervalle,  il  y  a  une  perte  de  deux  variations  et,  par  conséquent,  deux 
racines  réelles. 

Soit  encore  l'équation 

R  =  a;^  —  4a;'  -|-  a?*  -|-  6a?  +  2  =  o . 
On  en  tire 

R'  =  4^3  _  1 2a;2  _|_  2a;  +  6  =  2  (2a;^  —  6x~  +  a;  -j-  3). 

Pour  les  divisions  on  peut  laisser  le  facteur  positif  2  de  la  dérivée;  en 
opérant  comme  dans  l'exemple  qui  précède,  on  trouve 

R2  =  5a;2 — lox  —  jy 
Rj  =  a?  —  I , 
R4  =  +  - 
La  suite  des  fonctions  de  Sturm  est  complète  et  les  premiers  termes  sont 
positifs;  l'équation  aura  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  différentes.  Afin  de 
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déterminer  les  intervalles  qui  renferment  les  racines  positives,  substituons 
successivement  les  nombres  o,  i,  2,  3.  On  trouve 

R,     R',    R,,    R3.     R* 
Pour  57  =  o,     -|-     -[-     —     —     -(-,  2  variations. 

a  =  i,     +      0      —      o      -|-,  2         » 

5?  =  2,   4"   —    —   4"   ~\~^  '^      " 

^  =  3»     +     +     +     +     +.o 

On  voit  que  la  substitution  x  =  i  donne  deux  zéros  dans  les  fonctions 
intermédiaires;  on  les  remplace  par  -j-  ou  par  —  et  l*on  trouve  deux 
variations.  Ce  tableau  nous  montre  qu'il  y  a  deux  racines  positives  comprises 
entre  2  et  3. 

En  second  lieu,  substituons  les  nombres  o,  —  i .  Il  viendra 

R,    R',    R2,    R|,    R4 
Pour  x  =  o,  ~1~     +     —     —     +5  2  variations. 

i5=—  I,     +     —     +     —     +»  4 
En  passant  de  ^  ^  —  i  à  ^  ==  o,  il  y  a  une  perte  de  deux  variations;  les 
deux  racines  négatives  de  l'équation  se  trouvent  dans  cet  intervalle,  et  il  est 
inutile  de  faire  d'autres  substitutions. 

63.  Autre  méthode  de  calcul  des  restes  de  Sturm.  Les  équations 

R  ==  Q,R'  _  Ra,      R'  =  Q^R,  —  R5,      R^  =  QjR^  _  R„  etc. 

étant  résolues  par  rapport  aux  restes  R  donnent  successivement 

R,  =  Q.R'  _  R,      R3  ==  Q^CQiR'  —  R)  —  R'  =  {Q,Q2  —  l)  R'  -  Q2R, 
R,  ==  Q5  [(Q,Q,  —  i)  R'  _  Q,R]  _  Q.R'  +  R 

=  (QiQ2Q3  — Qi— Qi)R'~(Qi.Q5-  i)R,  etc. 

Si  on  remarque  que  tous  les  quotients  Q  sont  du  premier  degré  en  a?,  on 
voit  qu'un  reste  R*  s'exprime  au  moyen  de  R  et  de  R'  par  une  expression  de 
la  forme 

Ri  =  AR'  —  BR 

où  A  est  une  fonction  entière  de  x  du  degré  k  —  i,  et  B  une  autre  fonction 
de  X  du  degré  A;  —  2. 

Cette  propriété  permet  de  calculer  directement  les  restes  de  Sturm.  Par 
exemple,  pour  trouver  R2,  on  pose  : 

R2  =  (aic  +  6)R'  — R 
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a  et  6  étant  deux  coefficients  indéterminés.   On  trouve  leurs  valeurs  en 
remarquant  que  Rj  est  du  degré  m  —  2  tandis  que  le  second  membre  est  du 
degré  m;  par  suite,  les  coefficients  de  ^x'"  et  de  a^^"*~'   doivent  être  nuls;  on 
aura  ainsi  deux  équations  pour  calculer  a  et  h. 
Dans  le  cas  général,  on  part  de  l'égalité 

Rfc  =  AR'  —  BR, 

A  et  B  étant  deux  polynômes  renfermant  respectivement  k  et  A  —  i  coeffi- 
cients indéterminés;  il  y  a  donc  au  second  membre  2k  —  i  constantes 
arbitraires;  maison  peut  toujours  diviser  par  l'une  d'elles  et,  en  réalité, 
il  ne  faut  compter  que  2k  —  2  coefficients  inconnus.  Or,  Ri  est  du  degré 
7)1  —  k  en  a?,  et  le  second  membre  du  degré  m  -\-k  —  2.  Afin  de  ramener  ce 
dernier  au  degré  m  —  A,  on  égalera  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances ^7*"+*"^,  ^'"+*~^,  etc.  jusqu'à  x'^~^  exclusivement.  On  obtient  ainsi  un 
système  de  2A  —  2  équations  du  premier  degré  qui  sont  suffisantes  pour 
déterminer  les  coefficients  inconnus;  par  suite,  on  aura  la  valeur  de  R*  et 
cette  valeur  sera  unique. 

Il  existe  entre  les  polynômes  A  et  B  qui  figurent  dans  les  restes  successifs 
une  relation  importante.  Pour  la  déterminer,  donnons  à  A  et  B  des  indices 
correspondants  aux  restes,  et  considérons  d'abord  les  identités 

Q,R'  —  R  =  A2R'  —  B2R,     (Q1Q2  -  i)  R'  —  Q2R  =  A3R'  —  BsR. 

On  en  tire 

A2  =  Q,,     Bt=i,     A3==Q,Q2  — I,     B3  =  Qj; 

par  suite,  il  vient 

A2B3  —  A3B2  =  I. 

Cela  étant,  nous  allons  voir  que  pour  deux  restes  consécutifs  quelconques 
Rk  et  Rfc^i ,  on  aura  également 

AfcBfc^i  —r-  Afc^iBfc  =  I. 

En  eff'et,  avec  la  notation  convenue,  nous  pouvons  écrire 

Rfc^,  =  Afc+,R'  —  B*^-iR  =  QikR*  —  R*_i 
ou  bien, 

A*4.,R'  —  B,^.iR  =  Q*(AfcR'  —  B*R)  —  (Afc_,R'  —  B*_,R). 

Dans  cette  identité,  égalons  les  coefficients  de  R'  et  de  R  ;  il  viendra 

Afc+i  =  QjfcAft  —  Ak_i,     Bk-i-i  =  QfcBfc  —  Bfc_i. 
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Si,  maintenant,  nous  éliminons  (^H  entre  ces  égalités,  on  trouve 
AjBi^i  —  Aà^iBt  =  A*.  tB*  —  AiB4_i. 

La  différence  du  premier  membre  est  donc  constante  quel  que  soit  A-,  et 
comme 

AjBs  —  A|Bj  =  I, 
nous  aurons  aussi 

AiBi^l  Àk^^  Bi  =  I  . 

D'après  la  nouvelle  expression  des  foutions  de  Sturm  que  nous  venons  de 
considérer,  on  doit  admettre  que  toute  fonction  entière  de  r  qui  peut  se 
ramener  à  la  forme  AR'  —  BR,  les  polynômes  A  et  B  étant  convenablement 
choisis,  ne  pourra  différer  d'un  reste  de  Sturm  que  par  un  facteur  constant. 

•4.  Expressions  des  restes  de  Sturm  en  fonction  des  racines.  Désignais 
par  (11,  az,  a^  ...  a^  les  racines  de  Téquation  du  degré  m 

R  =  o 

où  nous  supposerons  le  coefficient  du  premier  terme  égal  à  Tunité,  et  consi- 
dérons les  fonctions  suivantes  que  l'on  appelle  fonctions  de  Sylvester 

R  =  (j?  —  Qi)  {x  —  ai)  (x  —  aj)  ...  («c  —  a,«), 
R'  =  3  (x  —  a-)  {x  —  as)  ...  (x  —  a«). 
Ta  =  2(ai  —  at)*{x  —  «$)  (x  —  a^)  ...  (x  —  o«), 
Tj  =  2(ai  — «>)*(»!  —  ai)'(aî  —  «i)*(vr  — a,){x  —  as)  ...  (x  —  a^), 

Tm  =  (a,  —  aj)'{ai  —  «s)'-.,  («i  —  a«)-(a2  —  a-,]'  ...  (»«_!  —  a^)-. 

Les  deux  premières  fonctions  nous  sont  connues.  La  somme  Tj  se  compose 
des  termes  que  l'on  obtient  en  laissant  de  côté  deux  facteurs  linéaires  pour  les 
remplacer  par  le  carré  de  la  différence  des  racines  omises;  la  somme  Tj  est 
l'ensemble  des  termes  obtenus  en  laissant  trois  facteurs  linéaires  et  en  les 
remplaçant  par  le  produit  des  carrés  des  dilferences  des  trois  racines  omises; 
ainsi  de  suite.  La  dernière  fouction  T,»  est  le  produit  des  carrés  des  différences 
de  toutes  les  racines.  Nous  allons  démontrer  que  toutes  ces  fonctions  jouissent 
de  la  propriété  de  se  ramener  à  la  forme 

('•«)  A'R'  — B'R 

comme  les  restes  de  Sturm.  Soit,  par  exemple,  la  fonction 

(a)  T»  =  2  (fli  —  a2)-(ai  —  tts)'!»!  —  a3)*(x  —  a^) {x  —  a»)  ...  {x  —  a.,). 
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et  montrons  qu'elle  peut  prendre  la  forme  (r,)  où  A'  est  une  fonction  du  second 
de^é,  et  B'  une  fonction  du  premier  degré  en  x.  Si  on  pose  jr  =  r/,  dans  (a), 
il  Tient 

(a!)  2(ai  —  a2)'(ai  — «»)*(«»  —  «sj^rti  —  a»)  («i  — as)  •••  a,  —  a«), 

tandis  qiie  l'expression  (ri)  se  réduit  à 

(r.)  A'  (a,  — aî)(ai  —  a$)  (a,  — a,)  •••(oi  —  «•), 

car  R  est  égal  à  zéro  pour  cette  valeur,  et  tous  les  termes  de  la  dérivée  R' 
s'annulent  excepté  celui  qui  ne  renferme  pas  le  facteur  x  —  ai.  En  remplaçant 
A'  par 

2  («2  —  »s)*(ai  —  «i)  («1  —  «;) 

(/•j)  devient  égal  à  (a')  ;  on  est  ainsi  conduit  à  prendre  pour  A'  la  fonction  du 
second  degré  en  x 

A'  =  I  (a:  —  fls)*  {x  —  ttî)  {x  —  as) 

c'est-à-dire,  la  somme  des  termes  que  Ton  trouve  en  groupant  deux  à  deux 
les  facteurs  linéaires,  et  en  multipliant  par  le  carré  de  la  différence  des  racines 
correspondantes.  Si  Ton  prend  les  deux  premiers  facteurs  x  —  a»,  x  —  ai, 
on  peut  encore  écrire 

A'  =  2  a,  —  ai)*(a;  —  a,)  (x  —  as  . 

Avec  cette  expression,  A'R'  prendra  la  même  valeur  que  Ts  pour  ar=  ai, 
ainsi  que  pour  x  =  r?2,  x  =  o.i.  •••,  /.  =  a^.  Enfin  remplaçons  B'  par  ax-\-  b, 
a  etb  étant  deux  coefficients  indéterminés,  et  posons  l'égalité 

2(fl,  — a2)*(ai  —  as)-{a2  —  a;)*(x  —  ai){x  —  Os)  ••• 
=  l(at^  a,yfx  —  as)  (x  —  a.).  R'  —  (ax  +  6)  R. 

Elle  sera  satisfaite  par  les  m  valeurs  de  x  :  ai,  a^,  ...»  a^.  d'après  le  choix 
que  l'on  vient  de  faire  pour  la  fonction  A'.  Si,  de  plus,  nous  posons  successi- 
vement /=  ri.  JT  =  rj,  ..ri  etXi  étant  deux  valeurs  déterminées,  on  aura 
deux  relations  pour  calculer  a  eib;  mais  alors  cette  équation  du  degré  m  -\-  i 
ayant  lieu  pour  m  -\-  2  valeurs  de  x  doit  être  identique.  Il  est  donc  démontré 
que  Ts  peut  se  ramener  à  la  forme  A'R'  —  B'R.  In  raisonnement  analogue 
s'appliquera  à  une  fonction  quelconque  Tt,  en  prenant  pour  A'  une  somme  de 
termes  renfermant  chacun  A" —  i  facteurs  linéaires  multipliés  par  les  carrés 
des  dififérences  des  racines  correspondantes,  et  pour  B'  un  polynôme  du  degré 
k  —  2. 


-^  1,^6  — 

En  vertu  de  cette  propriété,  les  fonctions  T  ne  peuvent  différer  des  restes  de 
Sturm  que  par  un  facteur  constant  et  nous  pouvons  poser  : 

Ti  =  hB.2,     Ts  =  A5R5,     T«  =  A4R4,  etc. 

Afin  de  calculer  ces  constantes,  considérons  d'abord  l'identité 

T,  =  A;r  -  b;r  =  i,(q,k'  -  r) 

dans  laquelle,  suivant  la  définition  de  A',  A'^  =  2{x  —  ft,),  et  B,  est  une 
constante.  Remarquons  que  T2  est  du  degré  m  —  2;  or  A'^R^  renferme  le 
terme  :  7nx  X  ifi'Oo'^~^  ==  m^^"»,  tandis  que  R  renferme  ^'»;  pour  que  cette 
puissance  disparaisse,  il  faut  que  B'j,  =  m'^ .  D'un  autre  côté,  en  comparant 
terme  à  terme  les  deux  membres  de  l'identité,  on  voit  que  I2  doit  être  égal 
à  B^;  donc  A2  =  w?^. 

Cela  étant,  nous  avons  vu  précédemment  que  les  polynômes  A  et  B  des 
restes  de  Sturm  satisfont  à  la  relation 

A*Bi_^i  —  BftAt^i  =  I. 
En  multipliant  les  deux  membres  par  hh+\,  elle  xievient 

ou  bien 

A*Bfc_j.,  —  B^Ajt^i  =  ^fc^A^i. 
Mais,  on  a 

Tfc  =  A^R'  — B;R,     T*+.  =  A;+,R'-Bi+,R; 

par  l'élimination  de  R'  entre  ces  deux  égalités,  on  trouve 

A'k^iTk  —  AfeTfc+j  =  {A'kBlcj^i  —  BfcAfc+,)R  =  ^^^a+iR. 

Comparons,  dans  cette  identité,  les  termes  qui  renferment  a?  à  la  m*^'"" 
puissance.  Celle-ci  ne  peut  se  trouver  dans  le  produit  AiT^+i  qui  est  du  degré 

k — i-\-m  —  k  —  i=m  —  2, 
mais  dans  le  terme  Ai+iT*  qui  est  du  degré 

k-\--m  —  k  =  m. 
Posons,  pour  abréger, 

P2  =  2(fi^,  —  «2)%     Pi  ==  2(^1  —  ds)*  {at  —  as)'  («2  —  «5)% 
;>4  =  2(ai  —  <i2)^  (a,  —  «5)*  (a,  —  a^Y  («2  -  a%Y  («2  —  a*)^  («s  —  «♦)' 


\2 


En  vertu  des  expressions  choisies  pour  A'  et  T,  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  Afe+,  et  dans  T*  est  pk.  D'après  l'identité  précé- 
dente, nous  aurons  donc 


T 
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En  posant,  dans  cette  relation,  A  ==  2,  3,  4,  ...,  il  vient  : 

Pl  =  \'^zy     ^5=^3'^»'     P*  =  ^4^5'     pI  =  K^s^     etc. 
Comme  on  connaît  la  valeur  de  ^2,  ces  égalités  permettent  de  calculer 


toutes  les  autres  constantes.  On  en  déduit 


As  =3 — -  ,       /4  


m' 


pI 


^5 


2   2 

fïi'^pl 


etc. 


Il  en  résulte  que  les  fonctions  de  Sylvester  ne  diffèrent  des  restes  de  Sturm 
que  par  des  constantes  positives;  ce  qui  est  sans  influence  sur  les  signes.  Par 
conséquent,  si  la  suite  des  coefficients  de  leurs  premiers  termes 


I,     m,     J02,     JO3,     ^4, 


Pmy 


présente  A:  variations,  l'équation  R  =  o  admettra  2 A  racines  imaginaires. 

Il  est  à  remarquer  que  les  quantités  p  sont  des  expressions  symétriques  des 
racines,  et  qu'il  est  possible  de  les  remplacer  par  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficients  de  l'équation.  Étant  donnée  une  équation  à  coefficients  réels, 
les  fonctions  de  Sylvester  peuvent  donc  servir  à  la  détermination  du  nombre 
de  racines  réelles  et  imaginaires  de  cette  équation. 

On  peut  remplacer  les  quantités  p  par  des  déterminants  aux  puissances 
semblables  des  racines.  Nous  avons  vu  (N**  24)  qu'en  posant  : 

le  déterminant 


A^  = 


So 


Si 


S2 


Si  S2  Ss 

S2  Ss  Si 


Sm-l 
S  m 


5m_l        Sm       Srn+l         •••        S2m-2 


représente  le  produit  des  carrés  de  toutes  les  différences  des   quantités 
tti,  «2  ...  «m;  c'est  la  valeur  de  pm»  De  même 

^2  =  2(^1 — (12)^=     So     Si 

Si       52 

ps  =  2(ai  —  ^2)*  («1  —  asY  («2  —  a^y  =     So     si     Sj 

Si       S2       Ss 

S2      Ss     s% 
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et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  on  calcule,  pour  une  équation  du  degré  m,  les 
quantités 


m  y 


Sq      Si 

Si         S2 


So 

Si 

52 

5 

5i 

S2 

Ss 

^2 

Ss 

54 

etc. 


5o  S\  $2  Ss 

Si  52  55  S:, 

Si  Ss  54  Ss 

Ss  Si  5s  56 

le  nombre  de  racistes  imaginaires  sera  égal  au  double  du  nombre  de 
variations  qu'elles  présejitent,  et  pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles, 
il  faut  et  il  suffit  que  ces  diverses  quantités  soient  positives. 

G5.  Avant  de  terminer  ce  sujet,  nous  ferons  encore  observer  que  les 
mineurs  du  déterminant  symétrique  de  Tordre  m 


A  = 


an  -\- X         ai2  a\5 

«31  ^sa         ass -^  X 


ast 


ami 


ami 


ams 


ar 


-\-  X 


jouissent  des  mêmes  propriétés  fondamentales  que  les  fonctions  de  Sturm,  et 
que  l'équation 

A==:0 

doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles.  Nous  avons  vu  que  le  développement 
de  ce  déterminant  conduit  à  une  fonction  entière  du  degré  m.  Désignons 
par  Ai,  Aï,  ...,  Am_i  les  mineurs  des  différents  ordres  provenant  de  la 
suppression  des  dernières  lignes  horizontales  et  verticales,  et  par  Am  une 
constante  positive.  La  suite 

(a)  A,     A,,     As,     As,     ...,     Anv-i,     A,n 

renferme  des  fonctions  de  x  dont  la  première  est  du  degré  7?i,  la  seconde  du 
degré  m  —  i,  et  ainsi  de  suite;  les  degrés  diminuent  régulièrement  d'une 
unité  jusqu'à  la  dernière. 

Afin  d'étudier  les  propriétés  de  ces  fonctions,  considérons  les  plus  simples 
savoir  : 


A,„_,= 


an  -\-  X      fti2  an 

a\2  «22  -\-  X  «jg 

«»1  «32  ^t5  -\-  X 


^w  — 2  


an  -f-  X      «12 

«12  «22  -\~  X 


Am_l   =«II+I 
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En  développant,  on  aura 

Am_3  =  (ctn  +  x)  («22  +  x)  {ait  +  x) 


Am_2  =(«)!+  a?)  («22  +  x) rij  j, 

Am-i  =a\\-\-x. 

On  appelle  premiers  mineurs  principaux  ceux  qui  correspondent  aux 
éléments  de  la  diagonale.  Quand  un  déterminant  symétrique  est  nul,  il  existe 
entre  ses  mineurs  les  relations 

Il  en  résulte  que  tous  les  mineurs  principaux  sont  de  même  signe,  et,  si  on 
connaît  leurs  valeurs,  on  en  déduit  celles  des  autres.  Enfin,  on  vérifie  égale- 
ment que  la  dérivée  de  Am_3  est  égale  à  la  somme  de  ses  mineurs  principaux 
et  Ton  a  : 

A'»i-3  =  Ah  -\-  A22  -\-  A33. 

Après  avoir  rappelé  ces  diverses  particularités,  nous  allons  démontrer  que  ) 
les  fonctions  de  la  suite  (a)  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  celles  de  Sturm. 
Nous  avons  dit  que  Am  est  une  constantej)Ositive  et  il  en  doit  être  ainsi.  En 
effet,  si  Am_i  s'annule,  on  a  :  aw  -\-  x  =-o  ti,  par  suite,  x  =  —  Orn.  Pour 
cette  valeur,  Am-2  se  réduit  à  la  quantité  négative  —  «Ja-  ^^  ^^"*  ^^^^  pren- 
dre Am  positif  afin  que  Am_i  s'annulant,  les  fonctions  adjacentes  soient  de 
signes  contraires.  Il  en  est  toujours  ainsi  pour  trois  fonctions  consécutives 
quelconques 

Ai_i,     Ai)     Ai^_i  ; 

nous  avons  vu.  dans  la  théorie  d'un  déterminant  symétrique,  que  si  Ai  devient  ^ 

nul,  les  deux  autres  sont  de  signe  différent.    C'est  là  une  des  propriétés  ^  -^ 

caractéristiques  des  fonctions  de  Sturm. 

Remarquons  encore  que  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  «  est  la  somme  des  • 
premiers  mineurs  principaux  qui  sont  tous  de  même  signe  quand  A  s'annule; 
or,  Al  est  l'un  de  ceux-ci  ;  donc  la  dérivée  de  A  a  le  même  signe  que  Ai.  Si  la 
variable  x  prend  une  valeur  a  qui  annule  A,  immédiatement  avant_,  A  et  Ai 
seront  de  signe  différent  et,  immédiatement  après,  de  même  signe.  C'est 
encore  là  un  caractère  de  la  suite  de  Sturm.  Admettons,  pour  un  moment,  que 
deux  fonctions  consécutives  de  la  suite  (a)  ne  s'annulent  pas  pour  une  même 
valeur  de  x  ;  comme  les  premiers  termes  des  fonctions  sont  tous  positifs,  en 
posant  a;  =  —  00  ,  il  y  aura  m  variations,  et,  pour  ic  =  00  ,  il  ne  reste  que  des 
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permanences.  Donc,  l'équation  A  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  il  en  sera 
de  même  des  équations 

Ai  =  o,     A2  =  o,     A3  =  o,  etc. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que,  dans  le  cas  où  les  coefficients  are  sont 
différents  de  zéro,  deux  fonctions  consécutives  ne  s'annulent  pas  en  même 
temps.  Reprenons  encore  les  trois  fonctions  Am_5,  Am_2,  An»_i  et  supposons 
Am-2  =  (aii  -\-x)  {a22  +  x)  —  a]^  =  0. 

Dans  notre  hypothèse,  la  valeur  de  a?  qui  satisfait  à  cette  relation  n'annule 
pas  les  mineurs  principaux  An,  A22  de  A,».-;  par  suite,  Am-i  qui  est  l'un  de 
ces  mineurs  ne  sera  pas  nul.  D'un  autre  côté.  Ams  peut  être  considéré  comme 
un  déterminant  bordé  dont  le  déterminant  de  base  Am_2  est  nul;  dans  ce  cas, 
il  se  réduit  à  un  carré  parfait  (N«  26,  Déterm.)  savoir  : 


—  K3A, i  +  a'l-A22  ±  2^,3^23  |/A,  ,  A^,)  ==  —  («,3  ^A, ,  ±  a,3  \/Â^y. 
Comme  les  mineurs  An,  A22  sont  différents  de  zéro,  on  doit  admettre,  qu'en 
général,  Am-s  ne  sera  pas  nul  en  même  temps  que  Am_a.  Un  raisonnement 
analogue  s'applique  à  trois  fonctions  consécutives  quelconques,  Ai_i ,  A»,  Ai^t . 
Supposons  maintenant  que  certains  coefficients  ars  soient  nuls  ;  on  peut  leur 
substituer  des  quantités  krs  très  petites  pour  former  une  autre  suite 

A',     A'i,     A'2,     ...,     A',„_.,     A',„ 
jouissant  de  la  propriété  que  nous  venons  de  démontrer  et  l'équation  A'  =  o 
aura  toutes  ses  racines  réelles.  Si  on  suppose  que  les  quantités  kra  tendent  vers 
zéro,  cette  propriété  ne  cessera  pas  d'exister  et,  à  la  limite,  on  doit  admettre 
que  A  ==  o  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

Ainsi   le  déterminant  A  égalé  à  zéro  fournit  une  équation  algébrique, 
extrêmement  remarquable  ;  elle  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  coefficients. 

S  5. 

Théorème  de  Cauchy. 
66.  Soit 

une  équation  du   degré  m  dans  le  sens  général;   remplaçons  l'inconnue 
z  par  x-\-y  [/ —  i  ;  elle  prendra  la  forme 


—  U1 


où  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  y.  Lorsque  les  valeurs  œ  ^=x^, 
y  =  yo  annulent  les  polynômes  P  et  Q,.  on  dit  que 


Zq  =  a?o  -\-  yo  ]/ —  I 

est  racine  de  l'équation;  elle  est  figurée  dans  le  plan  par  un  pointa  ayant 
pour  coordonnées  iCo,  yo,  et  que  l'on  appelle /?omf  racine. 

Avant  d'énoncer  la  proposition  de  Cauchy,  il  est  nécessaire  de  démontrer 
une  propriété  de  la  fonction  entière 
d'une  variable  imaginaire.  Décrivons  du  ^ 
point  a,  comme  centre,  une  circonférence 
de  rayon  r  de  manière  qu'elle  ne  tra- 
verse aucun  point  racine  de  l'équation  ; 
menons  ensuite  une  droite  parallèle  à  ox, 
ainsi  que  le  rayon  am  incliné  d'un 
angle  0  sur  cette  droite.  Proposons-nous 
d'étudier  les  changements  de  signe  du 

P 
rapport ->  lorsque  2r,  considéré  comme  une  variable  imaginaire,  décrit  la 

circonférence.  Ce  rapport  aura  une  valeur  déterminée  en  chaque  point  de  la 

courbe;  car  il  ne  peut  prendre  la  forme  -  que  si  l'on  a  en  même  temps  P  =  o, 

Q  =  o;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  admise  que  la  circonférence  ne  renferme 
aucun  point  racine.  Désignons  par  x  eiy  les  coordonnées  du  point  m;  on  aura 

X  =  Xq  -\- 1' cos  0,     y  =  yo-\-'i"  sin  0  ; 
par  suite, 

z  =  x-\- y\/—  \=ZQ-\-r  (cos  G  +  V^ —  i  sin  0). 

Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  que  le  point  a  est  un  point  racine 
du  degré  n  de  multiplicité.  Dans  ce  cas,  en  développant  F(z),  il  viendra 


F  [z)  =  F  \z,  +  r  (cos  0  +  \/^^  sin  0)] 
(COS0  +  L/—  I  sin  0)" ^-^+  r'»+'  (cos  0  +  i/-  i  sin  0)»+' r^-,^4 


Posons  : 


F<'»)(;2ro) 


I  .  2  ...  7^ 
F(«+')(^o) 


=  Vn  (cos  a„  -]-  |/ —  I  sin  a„), 


I  .  2  ...  (?i  +  i) 


=  rn+i  (cos  a»+i  -]-  \/—  I  sin  a^^-i),  etc. 
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Par  la  substitution  de  ces  expressions  et  l'application  de  la  formule  de 
Moivre,  on  trouve 

F(z)  =  r"r,.  [cos  {71B  -\-  a„)  -\-  \/ —  i  sin  (w0  +  «„)] 


+  r''+'r„+,  I  cos  \{n  +  i)  0  -|-  a„+,]  -|-  \/ -  i  sin  \{n  -|-  i)  0  +  «„+,]  j 

+ 

P 

On  en  déduit  pour  la  valeur  du  rapport  --  > 

P /•„  cos  (w9  +  a„)  +  rr„+i  cos  \{n  +  1)0-1-  a„+i]  -] 

Q       rn  sin  (w0  -|-  a„)  -|-  rr^+i  sin  \[n -\-  i  )  0  +  «n+i]  +  ••• 

Supposons  maintenant  que  le  rayon  r  de  la  circonférence  soit  suffisamment 
petit  pour  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  aient  le  même  signe  que 
leurs  premiers  termes;  dans  ces  conditions,  le  signe  du  premier  membre  sera 
le  même  que  celui  du  rapport 

r„cos(w0  +  a„) 

^-T~K-\ N  =  rotang  {n'a  +  a„). 

Cela  étant,  lorsque  la  variable  imaginaire  décrit  la  circonférence  entière, 
l'angle  0  varie  de  o  à  277;  par  suite,  l'angle  ?i0-|-a„  variera  de  ««  à  an-\-2m:. 
Cet  intervalle  comprend  ?i  circonférences  savoir:  anàa„-]-27r,  a„-}-27: 
à  «n  -j"  47Î")  etc.  Or,  on  sait  que,  pour  une  circonférence,  la  cotangenle 
passe  deux  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant,  et  jamais  du 
négatif  au  positif,  si  ce  n'est  en  traversant  l'infini.  Il  en  résulte  que  pour 
l'intervalle  complet,  la  cotangenle  s'annulera  2n  fois  en  passant  du  positif  au 
négatif.  De  là  cette  propriété  : 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  circonférence  ou  plus  généralement  un 
contour  très  'petit  autour  d'un  point  racine  du  degré  n  de  multiplicité ^  le 

P 

rapport  -  passe  2n  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant. 

07,  On  sait  que  le  théorème  de  Sturm  se  rapporte  au  nombre  de  racines 
réelles  comprises  dans  un  intervalle  donné.  Les  racines  imaginaires  étant 
figurées  par  des  points  dans  le  plan,  il  faudra,  au  lieu  d'intervalles,  considérer 
des  contours  et  chercher  une  règle  pour  déterminer  le  nombre  de  points 
racines  qu'ils  peuvent  renfermer.  C'est  là  le  but  du  théorème  de  Cauchy  que 
l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Ltant  donnée  une  équation 

F(z)  =  P-l-g|X^^=o 
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et  un  contour  ABCI)  qui  ne  passe  par  aucun  point  racine,  on  suit  le  contour 
dans  un  sens  déterminé  en  partant  d'un  point  A  pour  revenir  au  point  de 

P 

départ.  Si  k  est  le  ?iomhre  de  fois  que  le  rapport  —  »  en  s' annulant,  passe  du 

positif  au  négatif,  et  k'  le  nombre  de  fois  que  ce  rapport,  en  s'annulant, 
passe  du  négatif  au  positif,  la  différence  d  =  k  —  A'  est  toujours  égale  au 
double  du  nombre  de  racines  comprises  dans  l'intérieur  du  contour. 

Il  faut  d'abord  remarquer  que,  si  deux  contours  tels  que  ABC,  ACD  (fig.  3) 
ont  une  partie  commune  AC,  on  peut  supprimer  celle-ci  et  prendre  seulement 
la  valeur  de  d  ==:  k  —  k'  pour  le  contour  extérieur 
ABCD.  En  effet,  le  premier  contour  étant  parcouru  à 
partir  de  A  vers  B  et  C  pour  revenir  en  A,  l'arc  AC 
est  parcouru  dans  le  sens  CA  tandis  que,  pour  l'autre 
contour,  il  est  parcouru  en  sens  opposé  de  A  vers  C  ; 

P 

SI  le  rapport  —  s'annule  et  passe  un  certain  nombre  de 

fois  du  positif  au  négatif  en  allant  de  C  vers  A,  il  pas- 
sera le  même  nombre  de  fois  du  négatif  au  positif  en 
allant  de  A  vers  C,  et  la  différence  d  ne  sera  pas  altérée.  ^*^'  ^' 

Si  donc  le  théorème  se  vérifie  pour  deux  contours  ABC,  ACD  juxtaposés,  il 
s'appliquera  également  au  contour  formé  de  leur  réunion  en  négligeant  la 
partie  commune.  Il  en  sera  encore  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  de  contours 
juxtaposés;  car,  on  peut  supprimer  d'abord  la  partie  commune  à  deux  con- 
tours adjacents;  ensuite,  en  comparant  le  contour  résultant  avec  le  suivant, 
on  laissera  de  nouveau  la  partie  commune,  etc. 

Cela  étant,  considérons  un  contour  ABCD  ne  renfermant  aucune  racine  ; 
on  n'aura  jamais  à  la  fois  P  =  o  et  Q  =  o  ;  mais  il  pourra  se  présenter  des 
points  pour  lesquels  P  et  Q  s'annuleront  séparément.  Divisons  le  contour  en 
différentes  parties  telles  que  chacune  ne  renferme  dans  son  intérieur  ou  sur 
son  contour  aucun  point  où  P  ==  o,  ou  bien,  aucun  point  où  Q  =  o.  Pour 

P 
un  contour  partiel  où  l'on  n'a  jamais  P  =  o,  le  rapport  -  ne  s'annule  pas  et 

(5  =  0;  pour  un  contour  partiel  où  Q  n'est  jamais  nul  le  dénominateur 
conserve  le  même  signe;  d'un  autre  côté,  après  avoir  parcouru  le  contour 
entier,  le  rapport  reprend  sa  valeur  initiale  avec  son  signe  ;  il  est  évident 
que  s'il  passe  un  certain  nombre  de  fois  du  positif  au  négatif  en  traversant 
zéro,  il  doit  passer  le  même  nombre  de  fois  du  négatif  au  positif  et  l'on  a 
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encore  ^  =  o.  L'excès  étant  nul  pour  tous  les  contours  partiels,  il  le  sera 
aussi  pour  le  contour  extérieur  ou  le  contour  ABCD. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  contour  donné  renferme  un  seul  point 
racine  a  (fig.  4)  du  degré  n  de  multiplicité.  Décrivons  une  circonférence 
intérieure  suffisamment  petite  ayant  pour  centre  le  point  a,  et  relions-la  par 

P  les  arcs  AE,  GC  au  contour  donné.  Il  y  a  ainsi 
dans  la  figure  trois  contours,  savoir  :  ABCGFEA, 
la  circonférence  EFGH  et  AEHGGDA.  Pour  le 
premier  et  le  dernier  qui  ne  renferment  aucune 
racine,  ô  =  o;  pour  la  circonférence,  en  vertu 
d'une  propriété  démontrée,  k  =  2n,  A'=o; 
par  suite,  d  =  27i.  L'excès  d  pour  les  trois  con- 
tours est  donc  2n  ;  il  aura  la  même  valeur  pour 
D^""      ^"^  le  contour  extérieur  ABCD.  Si  l'on  en  doute,  on 

Fig.  4.  observera  que  le  premier  contour  ABCGFEA  a 

pour  partie  commune  avec  la  circonférence  l'arc  EFG  que  Ton  peut  suppri- 
mer, et  le  contour  résultant  est  alors  ABCGHEA  ;  celui-ci  ayant  la  partie 
AEHGC  commune  avec  le  troisième  AEIIGCDA,  en  la  supprimant,  il  reste  le 
contour  ABCD. 

Enfm,  s'il  s'agit  d'un  contour  renfermant  plusieurs  points  racines,  on  le 
partagera  en  plusieurs  autres  à  une  seule  racine  ;  le  théorème  sera  applicable 
à  chacun  d'eux  et  aussi  au  contour  formé  de  leur  réunion. 

La  proposition  de  Cauchy  se  trouve  ainsi  vérifiée  dans  tous  les  cas. 
G8.  Ce  théorème  jouit  encore  de  la  propriété  de  fournir  une  démonstration 
de  ce  principe  fondamental  que  toute  équation  du  degré  m  admet  m  racines. 
Soit,  en  effet,  l'équation 

¥{z)  =  Ao^:"»  +  AiZ""-^  +  ..•  4-  An»  =r  o. 
Posons  : 


z  =  r  (cos  G  -j-  [/ —  I  sin  G),     A»  =  n  (cos  «j  +  [/^—  i  sin  a,). 
En  substituant  et  en  effectuant  les  multiplications,  on  trouve. 


E{z)  =  r'^ro  [cos  {mO  -\-  cco)  +  |/— -  i  sin  (mB  +  «o)] 

+  r'"-'ri  I  cos  [(m  —  1)6  +  «<]  + 1/—  i  sin  [(m  —  1)  G  +  ««]  ]  + 
D'où  on  tire 

P      r'»ro  cos  (w0  -\-  «o)  +  7"»-'ri  cos  [(m  —  i )  G -\-  ct,]-f-  ♦" 
Q      ^my.^  sin  (wG  +  «o)  +r"»~*ri  sin  [(w —  i)  0  +  «»]+  •*• 
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Le  numéraleur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction  sont  des  fonctions 
entières  de  r  ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  ;  si  r  est  suffisam- 
ment grand  ou  infini,  ils  auront  le  môme  signe  que  leurs  premiers  termes; 

P 
dans  cette  hypothèse,  le  signe  du  rapport  -  sera  le  même  que  celui  de 

HT 

.    .    Q   1 :  =  cotang  (m9  +  ao). 

Mais,  supposer  r  infini  revient  à  dire  que  la  variable  imaginaire  décrit 
autour  de  l'origine  une  circonférence  qui  embrasse  toute  l'étendue  du  plan. 
Or,  quand  0  varie  de  o  à  27r,  Tangle  m0  -\-  «o  varie  de  ao  à  «o  +  2rm:  et  le 
rapport  doit  passer  2m  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant  et  jamais  du 
négatif  au  positif,  si  ce  n'est  en  devenant  infini  ;  par  suite,  k  =  2W,  k'  =  o  ti 
0  =  2m  ;  donc  m  est  le  nombre  des  points  racines. 


10 


CHAPITRE  III. 
RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES  A  UNE  INCONNUE. 


LIMITES   DES   RACINES. 

09.  Lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  une  équation  numérique,  il  est  important 
de  connaître  entre  quelles  limites  sont  comprises  les  racines  positives  et  les 
racines  négatives  ;  avant  de  chercher  les  racines,  il  convient  de  s'occuper 
d'abord  de  cette  question.  Soit  l'équation 

F  {x)  ==  x"^  +  A.a?"»-'  -f  A2a;'"-*  -] Am  =  o. 

On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  tout  nombre  plus  grand 
que  la  plus  grande  des  racines.  D'après  cette  définition,  si  œ  =  l  est  une 
limite  supérieure,  le  premier  membre  restera  positif  pour  toute  valeur  de  ce 
plus  grande  que  /.  Désignons  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient 
négatif;  on  a  évidemment,  pour  x  "^  i, 

F  [x)  ==  ou  >  ^»*»  —  Nic»"-'  —  N^"»-2  —  ...  _  Nic  —  N  ; 

par  suite,   F  (a?)  restera  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  a?  qui  vérifient 
l'inégalité 

^'^  >  N  (ic"»-»  +  ^'"-2  -] f-  0  >  -^ » 

X —  I 

ou  bien 

x"^  > . 

X  —  IX  —  I 

Celle-ci  aura  lieu,  en  posant 

0;"»  = ; 

X  —  I 


—   147  — 

d'où  on  tire 

ic=  I  4-N. 

On  a  donc  celle  première  rt'gle  :  Quand  le  coejjicienl  du  premier  terme 
d'une  équation  est  l'unité,  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  en  ajoutant  l'unité  au  plus  grand  coefficient  négatif  pris  en  valeur 
absolue. 

Soit,  en  second  lieu,  l'équation 

OJ»"  +  Ali»"*-*  -\ AniC*~~"H f- A,„  =  o, 

dans  laquelle  A„^'"-'*  est  le  premier  terme  négatif.  En  attrilmant  à  N  la 
même  signification,  le  premier  membre  sera  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  l'inégalité 

^m  V^N^m-n_LN^m-«-l  J [- N  >   -^^ ^. 

•^  X I 

Mais,  pour  a?  >  i,  cette  relation  sera  vérifiée  si  l'on  pose  : 


X' 


X 


ou  bien, 
ou,  encore, 
On  en  déduit 


(x^  i)"-»(a;—  i)  =  N. 


x=  i  -\-  j/n". 

De  là,  cette  seconde  règle  :  Dans  une  équation  où  le  coefficient  du  premier 
terme  est  l'unité,  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  positives  en 
ajoutant  l'unité  à  la  racine  n^^^^  du  plus  grand  coefficient  négatif  pris  eu 
valeur  absohce,  n  étant  égal  à  l'excès  du  degré  m  sur  la  puissance  du 
premier  terme  négatif. 

Lorsque  le  coeificient  du  premier  terme  n'est  pas  l'unité,  mais  un  certain 
nombre  positif  Ao,  on  doit  diviser  par  ce  coeflicient  et  prendre  pour  limites 

N  n /T 

I  A »     I  +%  /  —  • 

~Ao  ~\/    ko 

90.  Troisième  règle.  —  Si,  dans  tme  équation,  on  prend  positivement 
chaque  coefficient  négatif  et  qu'on  le  divise  par  la  somme  dés  coefficients 
des  termes  positifs  qui  précèdent,  on  obtient  plusieurs  nombres  fraction- 
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naires  dont  le  plus  grand  augmenté  de  l'unité  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives» 

En  effet,  considérons  l'équation 

dans  laquelle  il  faut  prendre  les  signes  des  termes  comme  ils  sont  indiqués. 
On  sait  que 

X*  ' —  I 

p=a?*-'  +a;'^'H l-a;+  i; 

a;  —  I 

on  en  tire 

X'  =  (X  -   l){X*-*  +i2?*~'H [-^+  0+  ^• 

Développons,  par  cette  formule,  chaque  puissance  des  termes  positifs  sans 
toucher  aux  termes  négatifs.  L'équation  deviendra  ainsi 

A,{x  -i)x'^-'  +  Ao{x—i)x^-'+A.o{x  —  i)x^-^  +  "-{'A,{x—i)-{-Ao 
4-Ai(a;— i)a?"»-='+A,(a?--i)a?"»-«^-j f-A,(a;  — i)4-A, 

'\-A2(X—l)X'^-^-\ l-A2(iP—  l)-|-A2 

— .Asic*""^ 

Si  X  est  plus  grand  que  i,  toutes  le^, colonnes  où  il  n'y  a  pas  de  terme 
négatif  seront  positives;  pour  les  autres,  par  exemple,  pour  la  troisième,  on 

devra  poser 

Ao  («  —  i)  +  A,  (a:  —  i)  4- A2  (ic  —  i)  >  A3; 

on  en  déduit 

^Ao  +  Ai  +  Aa^ 
Au   moyen   de   la  colonne  qui    renferme  le   terme  négatif  ArX^~^,   on 

trouverait 

^       A^^ 

et  ainsi  de  suite.  Si  donc,  nous  prenons  pour  x  la  plus  grande  de  toutes  ces 
quantités,  le  premier  membre  sera  positif  ainsi  que  pour  les  valeurs  de  x 
plus  grandes;  ce  sera  une  limite  supérieure  des  racines. 

■ïl.  Quatrième  règle.  —  Lorsque  tous  les  termes  du  quotient  du  pre- 
mier membre  d'une  équation  par  un  facteur  x  —  /  sont  positifs  ainsi  que  le 
reste,  l  est  une  limilc  supérieure  des  racines  positives. 

En  effet,  le  reste  de  la  division  étant  F(/),  on  peut  écrire 

F(a?)  =  {x  —  l)  (Ao^--'  +  B.iC"-»  -\ 1-  Bn._,)  +  F(/). 
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Or,  il  est  évident  que,  dans  l'hypothèse  oîi  les  coefficients  B  ainsi  que  F(/) 
sont  positifs,  le  second  membre  reste  positif  et  croissant,  lorsque  x  varie 
depuis  /  jusqu'à  -|-  oo  .  Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  racine  plus  grande  que  l. 

M^.  Cinquième  règle,  méthode  des  groupements.  —  Étant  donnée  une 
équation,  on  dispose  les  termes  de  manière  que  le  premier  membre  ne  ren- 
ferme que  des  termes  positifs  et  des  groupes  composés  d'un  terme  positif 
suivi  d'un  ou  de  deux  termes  négatifs;  tout  nombre  qui  rendra  ces  derniers 
positifs  sera  une  limite  supérieure  des  racines.  Ainsi  l'équation 

2X^  4-  lOic*  —  7^'  ~  1 2x^  -{-  X  —  4  =  0 
peut  s'écrire 

2X^ -\- x^  {lox'^  —  70; —  12) -{-{(C  —  4)  =  o. 

Dans  le  trinôme  du  second  degré,  le  premier  terme  est  plus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres  pour  x-=  2]  mais,  à  cause  du  dernier  groupe,  on 
doit  prendre  x  =  ^  pour  la  limite  supérieure  des  racines  positives.  Il  est 
évident,  en  effet,  que  pour  ic  =  4  ou  >  4,  le  premier  membre  sera  toujours 
positif. 

De  même,  en  groupant  les  termes  de  l'équation 

x^  -\-  X*'  —  a?'  -]-  1 503?  —  loooo  =  o 
comme  suit  : 

{x^  —  loooo)  -]-  {x"  —  x^)  +  150a;  =  o; 

il  suffît  de  s'occuper  du  premier  groupe  qui  est  positif  pour  a?  =  7;  toute 
valeur  plus  grande  rendra  le  premier  membre  positif  et,  par  conséquent, 
7  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

9S.  Sixième  règle.  Nous  rappellerons  encore  que  nous  avons  signalé 
comme  conséquence  du  théorème  de  Fourier  la  propriété  suivante  :  Tout 
7iombre  l  qui  rend  F(.x')  et  toutes  ses  dérivées  positives  est  une  li?nite 
supérieure  des  racines.  C'est  la  règle  de  Newton.  Lorsqu'on  veut  l'employer, 
on  commence  les  substitutions  dans  la  dérivée  de  l'ordre  m  —  i  ;  après  avoir 
trouvé  le  plus  petit  nombre  qui  la  rend  positive,  on  le  substitue  dans  la 
dérivée  précédente  ;  dans  le  cas  où  cette  dernière  serait  négative,  on  augmente 
d'une  ou  de  plusieurs  unités  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  positive.  On  continue 
de  cette  manière  en  remontant  l'ordre  des  dérivées,  et  on  arrive  finalement 
au  plus  petit  nombre  jouissant  de  la  propriété  de  les  rendre  positives  ainsi 
que  V{x). 
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Hé,  Appliquons  les  règles  précédentes  à  l'équation 

x^  -[-  Sx*  —  14a;'  —  53^^  -{-  5^3^  —  18  ==  o. 
La  première  méthode  donne  : 

^  =  53  +  1=54; 


la  deuxième 
la  troisième 


^  =  I  +  l/~53     ou     /  =  9  ; 


'  =  7^8  +  '     °"    '==7- 


Dans  l'application  de  la  quatrième  règle,  on  commence  les  divisions 
par  X —  2,  X  —  3,  etc.  en  écrivant  immédiatement  les  quotients  suivant  la 
loi  connue  ;  on  s'arrête  dès  que  l'on  trouve  un  terme  négatif  pour  passer  à  la 
division  suivante.  Le  quotient  par  a?  —  3  étant 

x"  -^  iix^-\-  igx*  4"  4^^  4"  ^^ 
avec  un  reste  positif  +  186,  on  a  :  /  =  3. 

La  méthode  de  Newton  conduit  à  la  même  limite,  mais  les  calculs  sont 
beaucoup  plus  longs  et  plus  pénibles;  quoi  qu'on  en  dise,  cette  méthode  n'est 
pas  à  recommander.  11  faut  lui  préférer  la  quatrième  règle  qui  conduit 
souvent  avec  plus  de  facilité  à  une  limite  aussi  petite  que  possible.  On 
s'aperçoit  bien  vite,  après  quelques  divisions,  du  facteur  à  prendre  pour  que 
les  termes  du  quotient  soient  positifs.  Cependant  dans  les  cas  où  le  coefficient 
du  second  terme  est  un  nombre  négatif  considérable,  cette  méthode  ne 
convient  plus.  11  faut  alors  employer  le  procédé  des  restes  successifs  des 
divisions  de  F(.2?)  par  x  —  /;  par  tâtonnements,  on  trouve  facilement  le 
nombre  /  qui  convient  à  rendre  tous  les  restes  positifs.  On  sait  (N*  56) 
qu'alors  l  est  une  limite  supérieure. 

Afin  d'obtenir  une  limite  par  la  méthode  des  groupements,  on  peut  écrire 
l'équation  comme  suit  : 

a?^  +  a?^  (8i»2  —  14/5  —  53)  _{- (56a;  —  18)  =  0; 

on  trouve  alors  /  =  4. 

Le  cas  le  plus  défavorable  pour  la  détermination  d'une  limite  approchée 
est  celui  où  le  coefficient  du  second  terme  est  un  nombre  assez  grand  négatif. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

X'^  —  25/2;^  +  171a; —  315  =  o* 


La  quatrième  règle  donne  immédiatement  /  =  25.  La  méthode  des  restes 
aurait  ici  l'avantage;  car  si  on  forme  le  tableau 


16 


I     —25     171     —315 
I     — 9         27  117 


on  voit  que  tous  les  restes  seront  positifs;  donc  16  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives. 

Remarque.    Les  règles  précédentes  permettent  aussi  de  déterminer  une 
limite  inférieure  des  racines  positives.  Posons  dans  l'équation  ¥{x)  =  0, 


I 

"y' 


il  en  résultera  la  transformée 

F 


(-;)-»■ 


Cela  étant,  si  L  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives,  y  ne  peut 
pas  être  plus  grand  que  L;  par  suite,  d'après  la  relation  posée,  x  ne  peut  pas 

être  plus  petit  que»  Donc,  -sera  une  limite  inférieure  des  racines  positives. 
L  L 

Enfin,  posons  encore  dans  l'équation, 

x  =  —  y, 

et  déterminons  les  limites  supérieure  et  inférieure  des  racines  positives  de  la 
transformée 

Soient  U  et  U  ces  limites.  On  aura 

iï>  yyUy 

et,  par  conséquent, 

—  /i  <  a?  <  —  Z2. 

Donc  —  h  et  —  U  seront  les  limites  supérieure  et  inférieure  des  racines 
négatives  de  la  proposée. 
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s  2. 

DÉTERMINATION   DES   RACINES    COMMENSUR ARLES    ENTIÈRES    ET    FRACTIONNAIRES. 

75.  Considérons  l'équation  à  coefficients  entiers 

F(X)  =  AqX*^  +  A,^"»~'  _j-  . . .  _j-  Am-ia?  -(-  Am  =  o, 

et  désignons  par  a  un  nombre  entier  ;  pour  qu'il  soit  racine,  on  a  la  condition 
générale 

F(a)  =  Aoft"»  +  Aift'"-'  -] 1-  Am-ift  4"  A„»  =  o. 

On  en  déduit, 

Ao»'»-'  +  Aia^-'  -I h  A.„_,  == 

a 

Le  premier  membre  étant  un  nombre  entier,  il  en  doit  être  de  même  du 
second;  par  suite,  a  doit  diviser  exactement  Am.  Ainsi,  les  seuls  nombres 
entiers  qui  peuvent  être  racines  de  l'équation  appartiennent  aux  diviseurs  de 
A«.  Il  arrive  que  ces  diviseurs  sont  très  nombreux,  et  il  importe  d'indiquer 
d'abord  quelques  règles  qui  permettent  d'en  exclure  un  certain  nombre.  En 
premier  lieu,  on  devra  laisser  tous  ceux  qui  tombent  en  dehors  des  limites  des 
racines  réelles.  De  plus,  on  sait  que  le  premier  membre  est  divisible  par  a?  —  a, 
si  a  est  racine,  et  l'on  a 

F  (ic)  =  (a?  —  ft)  9  {x). 

En  posant  successivement 

x= — 2,     x  =  — I,     a?=i,     a?  =  2,  etc., 

on  en  déduit 

F(— 2) 
(a)  — ^ —  =  —  (P  ( — ■  2)  =  Nombre  entier. 

Ff—  1) 

a  -j-  I 

(y)  Ii^=-?(i)      =        id. 

a  —  I 

0)  _!J.  =  _ç(a)       =         id. 

a  —  2 

et,  ainsi  de  suite.  Les  résultats  F(i)  et  F  (—  i)  se  calculent  facilement 
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par  la  substitution  de  Tunité  positive  et  négative  dans  le  premier  membre  ; 
il  suffît  de  conserver  les  relations  (|3)  et  (y),  en  vertu  desquelles,  on  devra 
rejeter  tous  les  diviseurs  de  A»,»  qui,  augmentés  de  l'unité,  ne  divisent  pas 
F( —  i),  et  tous  ceux  qui,  diminués  d'une  unité,  ne  divisent  pas  F(i). 

Remarquons  encore  que  F(o)  =  Am]  par  suite,  F(o)  est  divisible  par  a.  ïl 
s'ensuit  que  les  quantités 

F(i),     F(o),     F(-i), 

sont  respectivement  divisibles  par  les  nombres  a  —  i,  a  et  a  +  ij  comme 
dans  trois  nombres  quelconques  consécutifs,  il  y  en  a  toujours  un  qui 
renferme  3  en  facteur,  il  faudra  que  l'un  de  ces  trois  résultats  soit  divisible 
par  3,  si  l'équation  admet  une  racine  entière. 

Les  diverses  conditions  que  nous  venons  de  rencontrer  sont  nécessaires, 
mais  elles  ne  sont  pas  suffisantes.  Il  reste  à  faire  connaître  comment  on  pourra 
distinguer  parmi  les  nombres  entiers  qui  y  satisfont  ceux  qui  sont  racines  de 
l'équation. 

7G.  Première  méthode.  Lorsque  le  nombre  a  est  racine,  on  a  : 

F(ft)  =  A^a"*  +  A,(i'"-'  H \-  Am  =  o. 

Au  lieu  de  calculer  F(a)  en  substituant  directement  a  dans  le  premier 
membre,  on  divise  F(j?)  par  x  —  a;  on  sait  que  le  reste  est  précisément  F(a) 
et,  s'il  est  nul,  a  est  racine.  En  représentant  le  quotient  par 

on  a  les  relations  suivantes  : 

(A)       Bi  =  Aoa-\-  Aij     B2  =  Bia-|- A2,  ...,     B«_i  =  B,„_2^ -|- Am_i; 
*    enfin,  le  reste  R  est  donné  par 

R  =  B,n.  l<ï -j-  Arn. 

Nous  allons  montrer  dans  deux  exemples  la  marche  à  suivre.  Soit  d'abord 
l'équation 

F{x)==^x* — x^  —  5^^ — X  —  6  =  0. 

On  commence  par  substituer  -[-  i  et  —  i  dans  le  premier  membre;  on 
trouve 

F(i)  =  -I2,F(-  i)  =  -8. 
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Les  diviseurs  de  6  étant 


2»  3»  6, 

—  2,     —3,     —6, 

il  est  visible  que  les  nombres  24"^»  6  +  i>  — 6  +  i  ne  divisent  pas 
F( —  i);  on  doit  donc  rejeter  les  diviseurs  2,  6,  —  6,  et  il  suffit  de  faire  les 
divisions  relatives  aux  nombres  —  2,3,  —  3.  On  dispose  les  calculs  comme 
suit  : 


—  2 


+  3 


I 

—  I 

-5 

—  I 

—  6 

I 

-3 

I 

-3 

0 

I 

0 

I 

0 

La  première  ligne  horizontale  du  rectangle  renferme  les  coefficients  de 
l'équation;  la  deuxième,  ceux  du  quotient  par  ^ -|- 2,  le  dernier  nombre 
étant  le  reste;  on  voit  qu'il  est  nul  et  —  2  est  une  racine.  Les  nombres  de 
cette  ligne  représentent  en  même  temps  les  coefficients  de  l'équation  débar- 
rassée de  la  racine  —  2.  Dans  la  division  suivante  par  x  —  3,  il  faut  opérer 
avec  les  nombres  de  cette  seconde  ligne;  le  reste  étant  nul,  3  est  aussi  racine. 
Comme  l'équation  donnée  est  du  4®  degré  et  que  Ton  connaît  deux  racines,  il 
reste  à  résoudre  une  équation  du  second  degré  ayant  pour  coefficients  les 
nombres  de  la  dernière  ligne,  c'est-à-dire. 


x^  -\-  I 


o; 


par  suite,  les  deux  dernières  racines  seront  dby^ —  i . 
Soit,  en  second  lieu,  l'équation 

00^ -{- 500^ -{- OÛ^  —  l6x^  —  2007 —  16  =  0. 

On  trouve  ici 

F(i)  =  -45,     F(— i)  =  -9. 
Les  diviseurs  du  dernier  terme  à  considérer  sont  : 

2,  4,  8  16, 

—  2,     — 4,     — 8     —  16. 

Les  seuls  nombres  de  cette  liste  qui  satisfont  aux  conditions  (|3)  et  (y) 


io5  — 


étant  2, — 2, — 4,   on  fait  les  divisions   qui  leur  correspondent  et  l'on 
obtient  le  tableau  : 


I 

5 

I 

-i6 

—  20 

-i6 

+  2 

I 

7 

15 

14 

8 

0 

—  a 

I 

5 

5 

4 

0 

-4 

I 

I 

I 

0 

Il  en  résulte  que  2.  —  2,  — 4  sont  des  racines  entières.  L'équation  du 
second  degré 

dont  les  coefficients  sont  les  nombres  de  la  dernière  ligne  du  rectangle  four- 
nira les  deux  racines  restantes. 

I!  est  nécessaire,  dans  cette  méthode,  de  prolonger  les  opérations  jusqu'à 
la  fin  avant  de  conclure;  mais  ce  travail  n'est  pas  inutile.  Supposons  qu'en 
essayant  2  et  —  3,  on  trouve  des  restes  qui  ne  sont  pas  nuls;  ces  nombres 
ne  sont  pas  racines  et  les  restes  obtenus  donnent  précisément  les  valeurs 
de  F (2)  et  de  F( —  3);  on  s'en  servira  pour  appliquer  aux  autres  diviseurs 
la  règle  d'exclusion  par  a  —  2  et  a  -}~  3  • 

W.  Deuxième  méthode.  La  condition  générale  pour  qu'un  nombre 
entier  a  soit  racine 

F(ft)  =  k^a"^  -\-  A|ft*"-'  _]-...-{-  Am_i«-(- A,n  =  o, 

peut  être  remplacée  par  plusieurs  autres  faciles  à  vérifier.  En  effet,  on  en 
déduit 

— ^  =  —  Aoa"*""'  —  Al»*""*  —  •  •  •  —  km-id  —  Am_i . 
a 

Posons  : 

Am 
y,  =  — • 
a 

En  substituant  et  en  transformant,  cette  égalité  peut  s'écrire 

Q.  +  A„_, 


=  —  Ao^*"-'  — 


A  m  — 3^ Ani_3 
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Posons  de  même 

a 
En  substituant,  l'équation  précédente  donne  aussi 

Q2  -j-  Am-2 


a 
Posons  encore 


—  Ao»"*"'  —  •••  -  km-na  —  A, 


_  Q2  -p  A»,-2 


Si  l'on  continue  de  cette  manière,   on  arrivera  finalement  à  l'équation 

Qm-,  +A,_ 

~ Aq, 

a 
ou  bien 

Qm^=  —  Ao 

en  posant  : 

(P)  Qm= 

D'après  les  égalités  précédentes,  tous  les  quotients  Qi,  Q2...Qm  doivent 
être  des  nombres  entiers.  Donc,  pour  qu'un  nombre  entier  soit  racine,  il 
faut  qu'il  divise  le  dernier  terme;  qu'il  divise  le  premier  quotient  obtenu 
plus  le  coefficient  de  l'avant  dernier  terme;  qu'il  divise  le  second  quotient 
auquel  on  ajoute  le  coefficient  du  terme  correspondant;  et  ainsi  de  suite; 
enfin,  le  dernier  quotient  doit  être  égal  et  de  signe  contraire  an  coefficient 
du  premier  terme. 

Ces  diverses  conditions  sont  nécessaires  et  elles  suffisent;  car,  en  partant 
de  la  dernière  égalité  (p)  et  en  remontant  de  proche  en  proche,  on  retrouve- 
rait la  première  équation  qui  exprime  que  le  nombre  a  est  racine. 

En  comparant  les  valeurs  de  Qi,  Q2,  Qs.  etc.  avec  les  relations  (?.),  on 
trouve,  en  remarquant  que  R  =  o, 

Ql  =  —  Bm-l,       Q2  =  —  Bn,— 2>        •••»       Qtn—l  =  —  Bi,       Qw»  =*  —  Ao, 

c'est-à-dire,  que  les  nombres  Q  pris  en  signes  contraires  sont  les  coefficients 
du  quotient  de  Y(x)  par  x  —  a;  ce  quotient  peut  donc  s'écrire 

—  (^mx"^-'  —  Q„,>ia?"»-» Qiic  —  Qi. 
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Il  est  nécessaire  de  considérer  un  exemple  particulier  pour  montrer  la 
suite  des  calculs  à  elTcctuer.  Proposons-nouS  de  résoudre  Téquation 

X*  —  8^"'  —  gx^  -{-  102X  -j-  go  =  o. 

Le  dernier  terme  90  est  considérable;  il  sera  utile  ici  de  chercher  les 
limites  des  racines  pour  éliminer  un  certain  nombre  de  ses  diviseurs.  On 
trouve  que  les  racines  réelles  sont  comprises  entre  7  et  —  4.  De  plus,  on 
vérifie  directement  que  -1-  i  et  —  i  ne  sont  pas  racine?.  Sans  faire  appel  aux 
conditions  d'exclusion  (p)  et  (y),  les  diviseurs  de  go  à  essayer  seront  : 

—  3,     ~2,     2,     3,     5,     6. 

On  dispose  les  calculs  en  mettant  sur  une  première  ligne  horizontale  les 
coefficients  de  l'équation  ;  en  dessous  et  changés  de  signe,  on  place  les  quo- 
tients 0  comme  suit  : 


I 

~8 

—  9 

102 

90 

I 

—  II 

24 

30 

15 

—  '5 

—  10 

I 

-  6 

—  6 

-3 


+  3 

+  5 


D'après  la  méthode  précédente,  on  dit  :  go  divisé  par  —  3  donne  pour 
premier  quotient  —  30;  on  change  le  signe  et  on  met  30  au-dessous  de  90; 
—  30  -|-  102  divisé  par  —  3  donne  pour  second  quotient  —  24  ;  on  change  le 
signe  et  on  place  24  au-dessous  de  102  ;  —  24  —  9  divisé  par  —  3  donne 
pour  troisième  quotient  +11;  on  écrit  — il  au-dessous  de  — 9;  enfin, 
II  —  8  divisé  par  —  3  donne  pour  dernier  quotient  —  i  ;  on  met  -\-  1  au- 
dessous  de  8.  Ce  dernier  quotient  étant  égal  et  de  signe  contraire  au  coefficient 
du  premier  terme,  on  en  conclut  que  —  3  est  racine.  En  même  temps,  les 
nombres  de  la  seconde  ligne  sont  les  coefficients  du  quotient  du  premier 
membre  par  x-\-  Z-  ^^  faudra  faire  des  calculs  semblables  ayec  les  diviseurs 
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suivants,  mais  en  se  servant  maintenant  de  la  seconde  ligne  au  lieu  de  la 

première.  On  trouve  que  —  2,  -|~  2,  +  3  ne  peuvent  être  racines,  puisque 

les  divisions  ne  se  font  pas  exactement  jusqu'à  la  fin;  au  contraire,  -f-  5  est 

racine,  car  le  dernier  quotient  relatif  à  ce  nombre  est  —  i . 

L'équation  est  du  4«  degré  et  l'on  a  trouvé  deux  racines;  il  reste  à  résoudre 

une  équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  dernière 

ligne,  c'est-à-dire, 

X*  —  6a?  —  6  =  0. 

Celle-ci  donne  a;  =  3  dzy^  i^, 

V8.  Racines  commensurahles  fractionnaires.  La  détermination  de  ces 
racines  repose  sur  le  principe  suivant  :  Quand  le  coefficient  du  premier  terme 
d'une  équation  est  l'unité,  il  n'y  a  pas  de  racines  fractionnaires.  En  effet, 
soit  l'équation 

a?*"  +  A, a;'"-'  +  AiX"^-'  -\ \-  A,„-iic  +  A,n  =  o, 

a 
et  -  une  fraction  réduite  à  sa  plus  simple  expression;  en  admettant  qu'elle  soit 


racme,  on  a  : 


a"*  .    .    a 


m~l 


,    -|-A|- — ■  4- ...  4- Am  =5  o. 
Si  on  multiplie  par  6"*~',  il  vient 

égalité  impossible,  puisque  tous  les  termes  sont  entiers  excepté  le  premier. 
Cela  élant,  considérons  l'équation 

Afic'"  -f-  Aiic"»-'  -1 \-  Am  =  o 

où  le  coefficient  du  premier  terme  est  différent  de  l'unité;  elle  pourrait  avoir 
des  racines  fractionnaires;  afin  de  les  obtenir,  posons 

y 

k 
il  viendra  la  transformée 

AoÇ-+A,^ LA,f-— -j |-A„,  =  o, 

et,  en  multipliant  par  A'"-», 

Ao^  +  A.r"'  +  A2/cr-^4 h  An,/;:''»-'==o; 
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si  l'on  prend  k  =  A^,  le  coefficient  du  premier  ferme  devient  l'unité  et 
l'équation  n'admet  plus  que  des  racines  commensurables  entières;  on  les 
déterminera  par  les  méthodes  précédentes.  Désignons  par  yo,  yi,  ^2,  ...,  c«s 
racines;  en  vertu  delà  relation  posée,  les  nombres  fractionnaires 

Ao        Ao        Ao 
seront  des  racines  de  l'équation  primitive. 

Comme  exemple,  proposons-nous  de  résoudre  l'équation 

2X*  -{-X^  lOX^ 20;  -j-  I  2  =  o. 

Il  faut  commencer  par  la  recherche  des  racines  entières  ;  elle  en  possède 
une  seule  qui  est  —  2  ;  en  divisant  par  x  -{-  2,  il  reste  l'équalion 

2X^  —  3X^  —  ^x-\-  6  =  o. 
Prenons  k  =  2;  on  trouve,  pour  la  transformée, 

2/^  —  32/^  —  8?/  + 24  =  0. 

Celle-ci  est  vérifiée  par  les  nombres  3  et  i:  2  j/2  ;   par  suite,  les  racines 
de  l'équation  proposée  seront  : 

—  2,     -t     +1/2,     — 1X2. 
2 

Soit  encore  l'équation 

40?*  —  280;^  -j-  450?'  —  6a;  —  18  =  0 

y    •     ' 
qui  n'a  pas  de  racines  entières.  Posons  :  x  =j\  il  viendra 

K 

Multiplions  par  k*;  on  aura 

4 fr  -  28 1  +  452/*  —  Cky  -î8k'  =  o. 

On  voit  que,  dans  cet  exemple,  on  doit  prendre  A;  =  2  au  lieu  de  A'  =  4  ; 
ce  qui  simplifie  la  transformée;  on  trouve  ainsi 

2/*  —  142/'  +  452/'  —  122/  —  72  ==  o. 

Ses  racines  étant  —  i»  3»  2(3  dr  ^/'3),   celles  de   l'équation   proposée 
auront  pour  valeurs 

22 


-   160  — 

Il  est  encore  possible  de  déterterminer  les  racines  fractionnaires  par  une 

a 
autre  méthode.  Substituons  la  fraction  -  dans  l'équation  et  multiplions  ensuite 

par  6*";  on  aura 

Aoa"»  +  Aitt^^-'^  -\ \-  km-iab"^-'  4-  A.nb'^  =  o. 

Si  on  divise  le  premier  membre  successivement  par  a  et  6,  on  trouve  que 

A  Am 

—  et  — doivent  être  entiers;  le  numérateur  de  la  fraction  divise  A^  et  le 
b         a 

dénominateur  Ao.  Après  avoir  dressé  la  liste  des  diviseurs  de  Ao  et  de  Am,  on 

formera  les  fractions  ou  les  nombres  fractionnaires  conformément  à  cette 

remarque.  Avant  de  les  essayer,  observons  encore  que  ^{x)  doit  renfermer  le 

facteur  ibx  —  a),  si- est  racine  et  on  peut  poser  : 
b 

F  {x)  =  (bx  —  a)(p{x). 
En  remplaçant  x  par  -}-  i  et  —  i,  il  vient  les  relations 

F(i)=  (6-^)9(1), 

F(-i)  =  -(&  +  ^)(p(-i), 

qui  montrent  que  b  —  a  divise  F(i)  et  6  -f-  a,  F( —  i).  On  ne  conservera  que 

les  fractions  qui  satisfont  à  ces  conditions  et  on  leur  appliquera  Tune  des 

méthodes  exposées  précédemment  pour  savoir  si  elles  sont  réellement  racines. 

Soit  réquation 

/[x^  • — 8a?2-{~5^"~  3  =  ^- 
Diviseurs  de  4  :  i,  2,  4;  diviseurs  de  3  :  i,  3.  Les  diverses  fractions  qui 
en  résultent  sont  : 

I        I       3       3 
—  >     — »     ~f     — • 

2424 

F(i)  =  —  2,  F( —  i)  =  —  20.  Or,  I  -}-  2  ne  divise  pas  20  et  4  —  i  ne 
divise  pas  —  2.  Il  ne  reste  à  essayer  que  les  deux  dernières  fractions.  La 
division  par  la  règle  connue  donne 

4—85        ^3, 

4     —  2     -]-  2        o    ; 

3 
donc  -  est  racine  et  il  reste  à  résoudre  l'équation 

4^'' — 2ic4-2=o,     ou     2x^ — a;+i=o 

.  ,                    I  db  [/^ 
qui  donne  :  x  = -, 


li 
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79.  Racines  commensurables  égales.  Dans  les  exemples  que  nous  avons 
traités,  on  a  trouvé  autant  de  racines  qu'il  y  avait  d'unités  dans  le  degré  de 
l'équation;  dans  tous  les  cas  analogues,  il  n'y  a  pas  lieu  de  se  préoccuper  des 
racines  égales.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  est  nécessaire  de  vérifier  si  les 
racines  trouvées  sont  simples  ou  multiples.  Dans  ce  but,  on  essaye  de 
nouveau  les  mêmes  nombres;  chacun  d'eux  sera  une  racine  simple,  double  ou 
triple,  si  on  trouve  qu'il  satisfait  une^  deux  ou  trois  fois  à  l'équation. 

Soit  à  résoudre  l'équation 

œ^  —  123?^  -|-  54a;*  —  1040?^  +  45^^+  108a? —  108  =  0. 

On  trouve  seulement  pour  racines  entières  les  nombres  —  i,  2,  3.  Apres 
avoir  débarrassé  l'équation  de  ces  racines,  il  vient  : 

a?^  —  Sic^-j-  21X  —  18  =  0. 

Il  est  facile  de  constater  que  2  est  encore  racine,  et  il  reste  ensuite  Téquation 

x^  —  6ic  +  9  ==  o 
qui  admet  deux  racines  égales  à  3  ;  par  conséquent,  —  i   est  une  racine 
simple,  2  une  racine  double  et  3  une  racine  triple. 

80.  Nous  terminerons  la  théorie  des  racines  commensurables  en  proposant 
quelques  équations  à  résoudre. 

(a)  x''  —  lox'  -f-  35^?^  —  50a?  -}-  24  ==  o. 

Racines  :  i,  2,  3,  4. 

(6)  ix^  —  53^+io5«=o. 

Il  faut  chercher  les  limites  et  remarquer  que  le  second  terme  manque. 
Avant  d'effectuer  les  opérations  pour  la  recherche  des  racines,  on  complète 
l'équation  et  on  écrit  : 

2X^  -\-  0,X*  —  5^X  4"  105  =  O. 

^     .              —  3  =*=  1/79 
Racines  :  ^, • 

2 
(c)  a;''-|- 70;^ -]- 15X* -j- 14^  +  ^  =  0. 

Tous  les  termes  étant  positifs,  cette  équation  n'admet  que  des  racines 
négatives.  Il  suffit  d'essayer  les  diviseurs  négatifs  du  dernier  terme. 

n     •                             —  I  ±  \/^ 
Racmes  :  —  2,  —  4, • 

{d)  x^  —  30;^  —  80;^  4"  24^^  —  ga;  -f-  27  =  o. 

11 
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Racines:  3,   3,  —  3>   ±  |/—  i- 

/A  x"  —  4a;'  -|~  i6a?  —  16  =  0. 

Racines  :  2,  2,   2,   —  2. 


—  I  =b  |/—  3 
Racines:  2,   5,   — 2,  — 7,    • 

(g)  2x''  +  4^^  —  59a;'  —  6ia?  -[-  30  =  o. 

«     .                       ^      —  I  =t:  1/3 
Racines  :  5,  —  6.    -—^, 

2 

(/»)  â?''     4-    28a?3    -f-    42iC2     —     3452a?    JgQjg__Q^ 

Racines:  11,   —  7,  —  13,  —  ig. 

(«)  6a;*  —  70?'  4"  8^^  —  70?  +  2  ==  o. 

T.      .  12"  / 

Racines  :    -»     -»     zh  1/ —  i . 

2       3  '^ 

(A)  1 5a?'' -4- 1 6a;' —  460?^  —  50? -|- 6  =  o. 

T>     •            I            2—1  ±:l/i3 
Racines:    -» , — -• 

352 

(0  œ^'\-2x''  —  250;^  —  26a?^-f"  II 60;''  —  8a?'  -|-  loox^  -\-  104a?  — 480  =  o 


Racines:     2,     4,     —3,     —5,     ±^2,     dbj/-2. 

S  3. 

FORMULES    DE   LA   THÉORIE    DES    DIFFÉRENCES.    PROBLÈME    DE    LA    SÉPARATION 

DES    RACINES. 

81.  Avec  les  méthodes  précédentes,  il  est  toujours  possible  de  ramener 
une  équation  à  ne  plus  avoir  que  des  racines  incommensurables  réelles, 
simples  ou  multiples.  De  plus,  par  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  le  premier  membre  et  sa  dérivée,  on  sait  que  Ton  peut  aussi 
débarrasser  l'équation  de  ses  racines  égales.  Dans  la  recherche  des  racines 
irrationnelles  et  complexes,  il  est  donc  permis  de  supposer  que  l'équation 
ne  renferme  plus  que  des  racines  simples.   Cela  étant,  le  problème  de  la 
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séparation  des  racines  consiste  à  délerminer  des  intervalles  qui  renferment 
chacun  une  racine  et  une  seule.  Sa  résolution  exige  de  nombreuses  substi- 
tutions de  nombres  dans  un  polynôme  algébrique;  comme  ces  dernières  sont 
beaucoup  facilitées  et  abrégées  par  les  principes  du  calcul  des  différences, 
nous  allons  démontrer  les  formules  fondamentales  de  ce  calcul. 

Soit  une  suite  de  n~\-  i  quantités  rangées  d'après  une  loi  quelconque 

Uoy       Ui,       U2y       Uiy        ...       Wn_l>       Un. 

En  retranchant  de  chacune  d'elles  celle  qui  la  précède,  on  obtient  les  n 
différences 


«I 


Uq,        U2  Wj,        W|  Uif 


Un Un-l 


que  l'on  désigne  par  la  caractéristique  A,  et  on  écrit  : 

àUo  =  U\ îlQy       Aui=U2 îh,      AU2  =  U5 Ui,       ...      àUn-l=Un  —  Wa_l  - 

ce  sont  les  différences  premières  des  quantités  données. 

En  appliquant  à  celles-ci  le  même  mode  de  soustraction,  on  forme  les 
différences  secondes  que  l'on  désigne  par  A^;  ainsi,  l'on  a  : 

A'i^u  =  Ai^i  —  Ai^o,     A'wi  =  Aw2 — Awi,     ...,     A'w«_2=Awn_i  —  Awn-a. 

En  retranchant  encore  chaque  différence  seconde  de  celle  qui  la  suit,  on 
obtient  les  différences  troisièmes,  et  ainsi  de  suite.  Remarquons  que,  si  les 
quantités  données  sont  au  nombre  de  w  +  i,  il  y  a  ^  différences  premières, 
n  -—  I  différences  secondes,  n  —  2  différences  troisièmes,  etc.;  enfin,  il  ne 
restera  plus  qu'une  seule  différence  de  l'ordre  n,  et  il  n'y  a  pas  lieu  de 
s'occuper  des  différences  d'ordre  plus  élevé.  Lorsque  la  suite  des  quantités 
est  indéfinie,  l'ordre  des  différences  peut  toujours  augmenter. 

On  dispose  les  différences  en  tableau  comme  nous  allons  l'indiquer.  Pour 
fixer  les  idées,  soient  les  quantités,  Ut,,  Wi,  U2,  Us,  u^,  u^;  elles  donneront 
lieu  au  tableau  suivant  où  les  colonnes  renferment  les  différences  des  divers 
ordres  : 


Uo 

Awo 

A^uo 

Ahh 

A^uo 

AHio 

Ui 

Awi 

Ahh 

A'ui 

Ahh 

U2 

AUi 

AHh 

Ahi2 

Uô 

Ath 

A'ih 

u^ 

Aui 

tls 
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Par  définition,  on  a  : 

A»w,  ==  A*î^2  —  A^w,  ; 
par  suite 

(a)  .  A*W2  =  A«w,  +  A^ut 

et 

(j3)  A'ui  =  Ahi2—à^Ui, 

La  relation  (a)  donne  cette  règle  :  Un  nombre  du  tableau  est  égal  à  celui 
qui  est  au-dessus  plus  celui  qui  est  à  droite  de  ce  dernier. 

La  relation  ((3)  donne  cette  autre  règle  .  Un  nombre  du  tableau  est  égal  à 
celui  qui  est  au-dessous  moins  celui  qui  est  à  droite  du  nombre  considéré. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  donne  les  six  nombres  de  la  première  ligne  hori- 
zontale, on  pourra  par  la  première  règle  reproduire  tout  le  tableau. 

8!6.  Il  est  possible  d'exprimer  la  différence  de  Tordre  n  en  fonction  des 
quantités  de  la  suite.  £n  effet,  on  a  successivement 

Awo  =  Wi — ^o>     Au{  =  U2  —  Uij 
AHia  ==  Aut  —  Auo  =  W2  —  wi  —  (ut  —  Uo)  =  Ui  —  2Wi  -\-  Uo. 

On  aura  aussi  en  augmentant  l'indice  d'une  unité 

A'Ui  =  Us  —  2U2  -\-  Uï  ; 
par  suite, 

A'wo  =  A*wi  —  A'wo  =  Ws  —  3^2  +  3^1  —  uq\ 
de  même 

A^u,{  =  W4  —  3^6  -j-  3tf2  —  Ui, 

et  ces  deux  relations  donnent  encore 

A*Wo  =  A^ui  —  A'i^o  =  Ux  —  ^ui  -j-  ^Ui  —  4^1  -|-  Wo. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  cette  loi  générale  :  La  différence  de  l'ordre 
p  s'obtient  en  multipliant  les  quantités  Up.  Wp_i.  ...,  Wi,  Uo  par  les  coefficients 
du  développement  de  {x  —  a)p. 

Si  p=:n,  on  a  la  formule  cherchée 

A«  •  ^(^ — 0  n{n-^i)(n  —  2)  , 

A"Mo  =  Wn  — ?lWn_,  +— -Un-.2 ^ ^ -Un-5  + '*' àzUo, 

1.2  1.2.3 

ou  bien,  sous  forme  symbolique 

avec  cette  condition  que  dans  le  développement  on  doit  mettre  les  exposants 
en  indices  et  remplacer  le  dernier  terme  i  par  Uq, 
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93.  Cherchons  maintenant  la  formule  inverse  qui  donne  Un  en  fonction  de 
Uq  et  de  ses  différences  successives.  On  a,  par  définition 

Wi  =  Wo -f- Ai^o,     Awi  =  Awo  +  A^wo, 
U2  =  u\  +  At*i  =  {uo  -|-  Awo)  +  (Awo  +  A'wo)  =  Wo  +  2A»io  +  A'wo. 

De  même, 

par  suite,  il  vient 

m  =  a^  +  Aî*2  =  wo  +  sAi^o  +  sA'wo  -]-  A'woj 
ainsi  que 

Aws  =  Awo  +  3A*«o  -(-  sA'î^o  -f-  A*wo; 

d'où  on  tire  encore 

Ui  =  Us  -{-  Au5  =  uo  +  4  Aî^o  -|-  6A^2^o  +  4A'wo  +  A*wo. 

En  allant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  vérifie  la  loi  suivante  :  Le  terme  Up 

s'obtient  en  multipliant  uo  et  ses  di/féreiices  successives  jusqu'à  àHio  inclu- 
sivement par  les  coefficients  du  développement  de  {x  -f-  ay. 
Posons  p  =  n;  on  aura,  pour  la  formule  demandée, 

u„  =  Uo  +  nàuo  +  ^ -à'uo  A ^ — A'wo  -\ H  A*Wo, 

1.2  1.2.3 

et,  symboliquement, 

Un==(l   +  A)"Wo. 

94.  Il  existe  aussi  une  formule  sommatoire  donnant  la  somme  de  n 
quantités  de  la  suite.  Posons  : 

So  =  o,     Si  =  Wo»     82  =  uo-^r  ui,     Ss  =  ih~\'Ut'^  i^2, 

s,,  =•  Wo -|- Wl  4-^2 -[- Ws,        .-.,        Sn=  Î^O-j- W|  -{- W2  +  •••  +  Wrt_|. 

11  en  résultera  la  nouvelle  suite 

So,      Si,      02,      S5      ...,      S» 
avec  la  relation 

Un-.l  =  Sn  —  Sn_i  =  ASn-l  î 

par  conséquent,  en  appliquant  la  formule  précédente  à  cette  seconde  suite, 
et  en  tenant  compte  des  relations 

So  =  o,     ASo  =  wo,     A^So  =  Awo,     A^So  =  A'--*Wo, 

il  vient 

n{n-î)  n{n  —  i)  (n  —  2)  U  An-',/« 

'        1.2  '  1.2.3 
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HH.  Nous  allons  faire  une  application  intéressante  de  ces  formules  aux 
suites  arithmétiques.  On  appelle  ainsi  une  suite  de  quantités  jouissant  de 
cette  propriété  que  leurs  différences  d'un  certain  ordre  sont  constantes.  La 
série  des  nombres  entiers,  celle  des  nombres  pairs  ou  des  nombres  impairs 
forment  des  suites  arithmétiques  du  premier  rang;  car  leurs  différences 
premières  sont  constantes.  La  série  des  carrés  i^,  2^,  3^  ...,  forme  une  suite 
arithmétique  du  second  rang;  car,  si  on  considère  trois  carrés  consécutifs  »', 
(a  -\-  I  )%  [a  -f-  2)%  ou  bien, 

il  vient  pour  les  différences  premières 

2a+i,     2a-|-3» 

et  la  différence  seconde  est  égal  à  2,  quantité  indépendante  de  a.  On  prouve 
de  la  même  manière  que  la  série  des  cubes  i',  2',  3^  etc.  jouit  de  cette 
propriété  que  leurs  différences  troisièmes  sont  constantes;  c'est  une  suite 
arithmétique  du  troisième  rang. 

Pour  une  suite  arithmétique  de  rang  k,  les  différences  de  l'ordre  k  sont 
constantes;  par  conséquent,  celles  de  Tordre  plus  élevé  étant  nulles,  les 
formules  précédentes  se  réduisent  à 

.  ^ï(^* — O^o      ,         I  ^(** — i)"»(n — k4-i)  ^ 
(a,)    ^i^=uo+7iàuo-\ A^wo-l 1 ^ — - — - — -^Hio, 

1.2  I   .  2   .  >  •  a 

,  n(7i  —  i)  ^        ,   n(n  —  i)  (n  —  2),, 

(aj)  Sn  =  nuo  +  — Ai^o  +  -^^ ^ ^  A'uo 

^    '  '1.2  1.2.3 

n{n  —  i)..,{n-'k) 

'  '    I  .  2  .  3  ...  /c(A;-|-  i) 

Pour  la  suite  des  nombres  entiers,  i,  2,  3  ...,  Auo  =  i,  et  il  vient; 

n{7i  —  i)      n{n  +  i) 


Sn=I~\~2-\-"''-\-7l  =  n 


1.2  2 


Pour  la  suite  des  carrés  1%  2^,  3^,  ...,  on  doit  poser:  k=  2,  Uo=  i, 
Auo  ==  3,  A'wo  =  2.  On  trouve  alors 

'  '  '"^1.2'  1.2.3 

7i{n  ~\-  i)  {2)1  +  i) 
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Au  moyen  des  quatre  premiers  cubes,  i,  8,  27,  64,  on  obtient 

Awo  =  7,     A-wo=i2,     A'i^B  =  6, 

el  la  formule  donnera  : 

o  -i    I      ,    I  I      t  ,      n{n  —  i)  7i{n  —  j)(n  —  2) 

1.2  1.2.3 

,   g n{n-^  i)(n—  2)  (n  —  3) 
1.2.3.4 
ou  bien,  en  faisant  les  réductions, 

i^  +  2''  +  3^H h  ^^  =  > 

4 

et  ainsi  de  suite. 

86.  Différences  des  fonctions  entières.  Si  on  développe  la  formule  (z,) 
on  trouve  un  polynôme  du  degré  k  par  rapport  à  n  de  la  forme 

Un  =  Aon''  +  A,;^''-'  -| 1- Aa, 

où  le  coefficient  Ao  a  pour  valeur 

Au 


1.2. ..a' 

par  suite, 

(|3|)  A*wo  =  1.2.3. ..A-.Ao. 

Réciproquement,  si  le  terme  général  d'une  série  de  quantités  est  un  poly- 
nôme du  degré  k  en  n,  il  faut  que  les  différences  de  l'ordre  k -\-  i ,  A:  +  2... 
soient  nulles,  el  ces  quantités  doivent  former  une  suite  arithmétique  de 
rang  k. 

Gela  étant,  considérons  la  fonction  entière 

u=  Ao^'^  + A»^*^"'  +  AîO?*-'-! 1-  Aa-, 

et  substituons  à  x  les  valeurs  o,  i,  2  ...  ?i,  n-\-if...;  désignons  par 
Uoi  itii  U2y  ...,  îtn,  tin^i  ...  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction.  Le 
terme  général  iCn  est  un  polynôme  du  degré  k  par  rapport  à  7ij  el  les  résultats 
Wo,  Wi,  uj  ...  forment  une  suite  arithmétique  de  rang  A  ;  la  valeur  de  la  diffé- 
rence constante  de  l'ordre  k  sera  donnée  par  la  formule  ((3i).  Il  en  résulte 
qu'après  avoir  fait  k  substitutions  et  calculé  les  valeurs  de 

Auo,     àhto,     A^icoi     ...,     AhiQy 
on  aura  tous  les  nombres  de  la  première  ligne  du  tableau  des  différences,  et, 
en  le  complétant,  on  pourra  obtenir,  par  de  simples  additions,  les  valeurs  de 
la  fonction  pour  autant  de  valeurs  de  x  que  l'on  voudra. 
Soit,  par  exemple,  la  fonction 

F(a;)  =  ic'  -f-  3-^'  —  ^  7^  +  5- 
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Elle  est  du  troisième  degré,  et  il  sera  nécessaire  de  faire  trois  substitutions. 
Choisissons  les  plus  simples 

X  =  —  I,      x  =  Of      x=i\ 

on  trouve  les  résultats  : 

F(-i)  =  24,     F(o)  =  5,     F(i)=-8; 

ils  donnent,  pour  différences  premières,  —  19,  —  13  et,  pour  différence 
seconde,  6;  enfin,  la  différence  troisième^  d'après  la  formule  (j3i),  est: 
I.  2.  3  ==  6.  Avec  ces  nombres,  on  forme  le  tableau  suivant  : 


X 

F(^) 

A 

A' 

A' 

—  ï 

24 

--19 

6 

6 

0 

5 

-  13 

12 

6 

I 

-8 

—  I 

18 

6 

2 

-9 

17 

24 

6 

3 

8 

41 

30 

6 

4 

49 

V 

36 

6 

5 

120 

107 

42 

6 

Après  avoir  écrit  les  nombres  calculés  dans  la  première  ligne  horizontale, 
on  achève  les  diverses  colonnes  en  commençant  par  l'avant  dernière  confor- 
mément à  la  règle  :  chaque  nombre  est  égal  à  celui  qui  est  au-dessus  plus  celui 
qui  est  à  côté  de  ce  dernier. 

On  complète  également  le  tableau  en  remontant  par  cette  seconde  règle  : 
chaque  nombre  est  égal  à  celui  qui  est  au-dessous  moins  celui  qui  est  à  la 
droite  du  premier.  On  trouve  ainsi  : 


-6 

-I 

41 

-24 

6 

-5 

40 

17 

-18 

6 

-4 

57 

—  I 

_  12 

6 

-3 

56 

-13 

—  6 

6 

—  a 

43 

-19 

0 

6 

—  I 

24 

—  19 

6 

6 

x 

F(.T) 

A 

A' 

A^ 

D'après  ces  deux  tableaux,  l'équation 

^{x)  =  x^  -\-  33?^  —  i^x-\-  $  =  0 
admet  deux  racines  positives,  l'une  comprise  entre  o  et  i,  l'autre  entre  2  et  3, 
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puisque  la  colonne  du  premier  qui  donne  les  valeurs  du  premier  membre 
accuse  un  changement  de  signe  pour  ces  intervalles;  elle  possède  aussi  une 
racine  négative  comprise  entre  — 5  et  — 6  comme  l'indiquelesecond  tableau; 
par  conséquent,  les  racines  sont  séparées. 

8  "7.  Séparation  des  racines.  La  proposition  de  Sturm  fournit  une  méthode 
assurée  pour  résoudre  ce  problème.  Etant  donnée  une  équation 

.F(a;)  =  o, 

on  calcule  la  suite  des  fonctions  (N®  59) 

F(a;),     F'(«),     R2,     R,,      ...,     %. 

Si  les  limites  des  racines  réelles  ne  sont  pas  trop  éloignées  l'une  de  l'autre, 
on  substitue  immédiatement  les  nombres  entiers  compris  entre  ces  limites. 
Chaque  fois  que,  pour  deux  substitufions  consécutives, le  nombre  de  variations 
dans  la  suite  précédente  reste  le  même,  on  est  certain  qu'elles  ne  compren- 
nent aucune  racine;  quand  une  variation  se  perd,  il  y  a  une  seule  racine  dans 
l'intervalle  et  elle  est  séparée;  mais,  dans  le  cas  d'une  perte  de  plusieurs 
variations,  pour  effectuer  la  séparation  des  racines,  il  sera  nécessaire  de 
substituer  dans  l'intervalle  des  nombres  différant  d'un  dixième, d'un  centième, 
etc.,  jusqu'à  ce  que,  pour  deux  nombres  consécutifs,  la  suite  ne  perde  plus 
qu'une  seule  variation. 

Lorsque  les  limites  des  racines  sont  des  nombres  très  écartés  l'un  de  l'autre 
par  exemple,  —  500  et  -J-  500,  il  faut  choisir  pour  les  premières  substitu- 
tions les  nombres 

—  500,     — 100,     — 10,     o,     10,      100,     500. 

Les  variations  perdues  indiqueront  ensuite  dans  quels  intervalles  il  faudra 
faire  des  substitutions  de  nombres  plus  approchés. 

Cette  méthode  est  parfaite  en  théorie;  mais,  vu  le  calcul  laborieux  des 
fonctions  de  Sturm  et  des  substitutions,  personne  ne  l'emploie.  Nous  allons 
voir  qu'on  peut  opérer  cette  séparation  par  le  théorème  des  restes.  Soient 
a  et  ft -[-  I  deux  entiers  consécutifs;  si  on  fait  les  divisions  successives 
relatives  à  ces  nombres,  il  y  a  certainement  une  racine  et  une  seule 
lorsqu'une  variation  se  perd  en  passant  de  la  première  suite  des  restes  à  la 
seconde.  Quand  les  racines  diffèrent  au  moins  d'une  unité,  les  divisions 
relatives  à  o,  i,  2  ...  /,  Z  étant  la  limite  supérieure  des  racines  permettra  de 
séparer  les  racines  positives.  Il  suffit  de  s'occuper  de  celles-ci  ;  en  changeant 
a;  en  —  x,  on  appliquera  le  même  procédé  à  la  transformée.  11  arrive  souvent 
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que  plusieurs  racines  sont  rapprochée»  et,  pour  les  sôparcr,  il  faudra  consi- 
dérer des  nombres  no  dillÏTanl  que  d'un  dixi^me  ou  d'un  centième.  Le  cas 
auquel  on  est  ramené  finalement  dans  la  pratique  est  celui  où  on  constate 
une  perle  de  deux  variations.  11  s'agit  de  décider  s'il  y  a  deux  racines  dans 
l'intervalle  ou  aucune.  Pour  fixer  les  idées,  admettons  que  cet  intervalle 
soit  (2,3).  On  commencera  |)ar  diminuer  les  racines  de  deux  unités;  soit 
(p(.c)  =  o,  l'équation  ainsi  obtenue,  ('elle-ci  aura  ou  n'aura  pas  de  racines 
comprises  entre  o  et  i.  Par  làtonnemenls,  on  Irouve  facilement  deux  nom- 
bres ne  dilTérant  que  d'un  dixième  et  entre  lesquels  se  perdent  les  deux 
variations.  Remarquons,  maintenant,  qu'entre  deux  racines  consécutives 
d'une  équation,  il  y  a  au  moins  une  racine  de  la  dérivée.  Celle-ci  se  calcule 
facilement  par  approximation  dans  chaque  cas  particulier.  Soit  «  celte 
racine;  entre  o  et  a,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  racine  de  (p(x)  =  o;  si, 
en  substituant  a  dans  l'équation,  il  y  a  changement  de  signe  du  premier 
membre,  l'existence  des  racines  sera  révélée;  elles  se  trouveront  dans  les 
inlcrvallcs  (o,a),  (a,i)  pour  ré(|ualion  9(.t)  =>  o.  Si  la  même  substitution 
ne  change  pas  le  signe  de  cp(.r),  il  n'y  aura  pas  de  racines  entre  o  et  i.  11  en 
serait  encore  ainsi,  lorsqu'on  trouve  pour  la  racine  a  de  la  dérivée  une  quan- 
tité non  comprise  entre  les  limites.  Ces  deux  dernières  conclusions  ne  seront 
exactes,  bien  entendu,  que  si  la  racitie  de  la  dérivée  a  été  calculée  avec  une 
approximation  sullisante.  Dans  certains  cas  douteux  où,  en  substituant  une 
valeur  approchée  de  a,  on  trouve  que  (p(x)  ne  change  pas  de  signe,  on  doit 
observer  si  le  résultat  de  la  substitution  est  voisin  de  zéro.  Il  pourrait  arriver, 
en  effet,  que  l'équation  possédât  deux  racines  ne  dilTérant,  par  exemple,  que 
par  la  cinquième  décimale.  Il  faudrait  alors  pousser  au-del.^  l'approximation 
de  a  pour  les  révéler. 

On  peut  encore  utiliser  une  relation  que  nous  allons  établir.  Divisons  F(.r) 
par  X  —  a  ainsi  que  le  premier  quotient  obtenu.  On  aura 

F(a?)  =  (a;  — a)H.(a;)4-U, 

Hi(.t),  R2(j')  sont  les  quotients,  tandis  que  R  et  U|  représentent  les  restes; 
on  sait  que  :  R=F(rt),  R,  =  R,(a).  Multiplions  la  seconde  équation 
par  X  —  a  et  ajoutons  ensuite  membre  h  membre  ;  il  viendra 

V{x)  =  R  +  (a;  —  a)  W ,  +  (.r  —  a)'  Rj  {x). 

Admettons    que    l'équation    proposée  possède   des  racines    dans  Tinter- 
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valle  (a,  b)y  et  soit  h  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  a  pour  obtenir  l'une 
d'elles;  on  aura  :  'F {a  -\-  h)  =  o ;  par  suite, 

R-\-I{ih  +  li'Ki{a-{-h)  =  o. 

Supposons,  maintenant,  qu'en  étudiant  la  variation  de  RaCx)  entre  a  et  h, 
on  trouve  que  la  condition 

est  toujours  satisfaite;  dans  ce  cas,  la  relation  précédente  ne  pouvant  être 
vérifiée  par  une  valeur  réelle  de  A,  l'équation  n'admettra  pas  de  racines  dans 
l'intervalle. 

Premier  exemple.  Équation  :  x'  —  yx  ■-{-  y  =  o. 

Les  divisions  par  x  —  i  donnent  pour  la  suite  des  restes 

I,     —4»     3,     I- 
tandis  que  les  divisions  par  x  —  2  conduisent  à  des  restes  tous  positifs;  il  y 
a  donc  une  perte  de  deux  variations  entre   i   et  2.   La  suite  précédente 
fournit  la  transformée 

9  (x)  =  x^  -{-  3^-  —  4à?  -|-  I  =  o 

où  les  racines  sont  diminuées  d'une  unité.  On  en  déduit  pour  l'équation 
dérivée 

30?^  -\-6x  —  4  =  0 

qui  admet  une  racine  égale  à  0,5  environ;  or.  cette  valeur  substituée 
dans  o{x)  donne  :  9(0,5)  =  — . 

Donc  (p(j")  =  o  possède  une  racine  entre  o  et  0,5  et  une  autre  entre 
0,5  et  I.  Pour  la  proposée,  les  racines  se  trouvent  dans  les  intervalles 
(i,  1,5),  (1,5.  2). 

Secojid  exemple.  Équation  :  gx^  —  2Jl^x^  -\-  i6x  —  0,001  =  o. 
Les  divisions  par  x  —  i  donnent 

9      — 24         16        — 0,001 
9—15  I  (0,999) 

9      -  6       (-5) 
9      (3) 

(9) 

Pour  le  nombre  o,  il  y  a  trois  variations  comme  l'indique  le  premier 
membre;  pour  le  nombre  i,  il  n'y  a  plus  que  deux  variations  dans  la  suite 
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des  restes;  par  suite,  il  y  a  une  racine  dans  l'intervalle  (o,  i).  Les  divisions 
pour  le  nombre  2  conduisent  à  des  restes  tous  positifs  et  deux  variations  se 
perdent  entre  i  et  2.  Afin  de  décider  s'il  existe  des  racines,  écrivons  d'abord 
l'équation  où  les  racines  sont  diminuées  d'une  unité;  ce  sera,  d'après  le 
dernier  tableau, 

q,(x)  ==  gx^  +  3a;'  —  ^x  +  0,999  =  o- 
On  a,  pour  l'équation  dérivée, 

27^'  +  6a;  —  5  =  0; 
elle  possède  une  racine  voisine  de  0,33  ;  or,  si  on  divise  (p{x)  par  x  —  0,33, 
on  trouve  cp(o,33)  =  —  o,  033. II  y  a  changement  de  signe; donc  deux  racines 
respectivement  dans  les  intervalles  (o,  0,33),  (0,33,  i),  et,  pour  la  proposée, 
dans  les  intervalles  (i,  1,33),  (1,33,  2). 

Troisième  exe?nple.  Équation  :  x^  -\-  3a?'  —  2a?  -]"  ^  =  o» 
Les  divisions  par   x  —  o  ou  x  donnent  pour  restes  les  coefficients  de 
l'équation.  On  a  donc 

R=i,     R,==:_2,     R2(a;)  =  a;»  +  3. 

D'un  autre  côté,  les  restes  des  divisions  par  x  —  0,5  sont  tous  positifs  et 
deux  variations  se  perdent  en  passant  de  o  à  0,5.  Si  on  désigne  par  h  une 
racine,  la  condition  (k)  est  ici 

4  —  4R2(/i)<o,     ou     i--R2(/î)<o, 

avec  B.2(h)  =  ^*  -f-  3  ;  mais,  si  h  varie  de  o  à  0,5,  cette  condition  est  toujours 
satisfaite.  Donc  l'équation  n'admet  aucune  racine  dans  l'intervalle  considéré. 

Quatrième  exemple.  Equation  :  x*  -\-  o,6yx^  —  0)59^  -|-  o»  1 1  ==0. 
On  trouve  sans  difficulté  qu'il  y  a  une  perte  de  deux  variations  dans  les 
restes  pour  les  nombres  0,3  et  0,4.  Les  divisions  par  x  —  0,3  donnent  : 

R=:  0,0014,     Ri  ==  —  0,08,     R2(a?)  =  a?2 -|-o, 6a; -j- 0,94. 

On  en  déduit  pour  la  condition  (k) 

0,0064  —  4  X  0,0014  1^2(0,3  -|-  h)<^o. 

Or,  pour  /i  =  o,  on  a  :  Ra(o,3)  =  1,21  et  la  condition  est  vérifiée  ;  elle  le 
sera  pour  tout  l'intervalle  puisque  la  fonction  R2(a;)  est  croissante  avec  x. 
L'équation  proposée  ne  possède  donc  aucune  racine  entre  0,3  et  0,4. 

Cinquième  exemple.  Equation  :  a?'*  -j-  0,675?^  —  0,59043?  +  0,11  =0. 

Cette  équation  bien  peu  différente  de  la  précédente  conduit  à  une  perte 
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deux  variations  enln 

;  0,3  et  0,4.  Les 

divisions  par  x  —  0,3  donnent  : 

0         0,67 

—  0,5904      0,11 

o»3 

0,3       0,76 

—  0,3624     (0,00128) 

0,6       0,94      (- 

—  0,08) 

0,9      (1,21) 

(1,2) 

(I) 

Pour  le  nombre  0,4,  tous  les  restes  sont  positifs. 
L'équation  aux  racines  diminuées  de  0,3  est 

cp(a?)  ==a?''  -}-  1,20?'  -j-  1,2  la?^  —  0,08a? -[-  0,00128  =  0. 
Les  racines  étant  très  petites,  on  peut  prendre  pour  l'équation  dérivée 

2  X    I>2IX  —  0,08  =0. 

On  en  lire  a'  =  o,03.  En  divisant  ®(a?)  par  x — 0,03,  on  trouve  (p(o,03)= — • 
Il  y  a  changement  de  signe;  donc,  deux  racines  pour  la  proposée  Tune  entre 
o>3  6t  0,33,  et  l'autre  entre  0,33  et  0,4. 

Sixième  exemple.  Équation  :  a?*  ~|-  40a;'  -|-  185a;'  —  198a?-]-  48  ==  o. 

On  vérifie  facilement  que  deux  variations  se  perdent  entre  o  et  i  et  ensuite, 
entre  0,4  et  0,5.  Avec  les  divisions  par  x  —  0,4,  on  a  le  tableau 


0,4 


I     40 

185          —  198 

48 

I       4o»4 

20I,l6       —117,54 

(0,985) 

I       40,8 

217,48    (—30,55) 

I       41,2 

(233;96) 

I      (41,6) 

(I) 

En  diminuant   les   racines   de   0,4,    ces    résultats  fournissent   l'équation 

Q^(x)  =  a?^  -f  41, 6x^  -\r  233,96a?2  —  30,553^  +  0,985  ==  o; 

par  suite,  on  a,  pour  l'équation  dérivée, 

2  X  233»96^  — 3^*55  +  3  X  41  >6^*  +4^'  =0» 
En  négligeant  les  deux  derniers  termes,  il  reste 

467,92a?  — 30,55  =0; 

d'où  on  tire  x  =  0,065,  valeur  trop  grande  pour  la  racine  de  la  dérivée;  en 
remplaçant  dans  les  deux  derniers  termes  x  par  cette  valeur,  l'équation 
dérivée  donne  encore  x  =»  0,0641,  valeur  beaucoup  plus  approchée  mais  trop 
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petite.  On  est  ainsi  amené  à  substituer,  dans  9(:i),  le  nombre  suivant  0,0642 
et  on  trouve  effectivement  9(0,0642)  =  — .  Donc  l'équation  proposée  a  deux 
racines  dans  l'intervalle  (0,4;  0,5);  l'une  un  peu  plus  petite  que  0,4642  et 
l'autre  un  peu  plus  grande. 

Septième  exemple.  Équation  :   70X*  —  140a:'  -|-  9^^^  —  20a;  -(-1=0. 

Les  divisions  successives  pour  les  nombres  o,  0,1,  0,4,  0,7  et  i  donnent 
pour  la  suite  des  restes 


0      -l-    — 

—    — 

0,1   +    - 

— 

—    — 

0,4  + 

— 

+     + 

o»7    +     + 

—     — 

I       +     + 

1 
■  1  • 

—    -- 

Toutes  les  racines  sont  donc  réelles  et  séparées  par  les  nombres  du  tableau. 

Huitième  exemple.  Équation  :  x'^  -{- x^  —  x^  —  x^  -\- x"^  —  a>-\-  i  =0. 

On  constate  sans  peine  qu'il  y  a  une  perte  de  quatre  variations  entre  o  et  i . 
Les  divisions  par  x  conduisent  aux  valeurs  : 

R=:i,     R|  = — I,     Ra  (o;)  =  ac*  +  x^  —  x^  —  x-\-i. 

On  trouve  ainsi  pour  la  condition  (A) 

I  —  4Ra(/i)<[o. 

Elle  aura  lieu  si  K2(h)  est  plus  grand  que  0,25.  Or,  en  substituant  0,1, 
0,2,  etc.  dans  R2(ac),  on  trouve  que  R2(/i)  est  toujours  supérieur  à  cette 
fraction  entre  o  et  i  ;  donc,  l'équation  ne  possède  aucune  racine  réelle 
positive.  En  changeant  x  en  —  x,  il  y  a  aussi  une  perte  de  deux  variations 
entre  o  et  i,  et  on  démontre  de  la  même  manière  que  la  condition  précé- 
dente a  encore  lieu.  Il  en  résulte  que  l'équation  proposée  a  toutes  ses 
racines  imaginaires. 

Neuvième  exemple.  Equation  :  x^  —  5^^*--  16x^-1-  120:^ —  gx  —  5  =  0. 

Elle  conduit  à  une  perte  de  deux  variations  entre  o  et  i  ;  mais,  on  vérifie 
facilement  que  la  dérivée  conserve  le  même  signe  entre  ces  limites  et 
l'équation  ne  peut  avoir  deux  racines  entre  o  et  i,  puisque  la  dérivée  ne 
s'annule  pas  dans  cet  intervalle. 

88.  Séparation  des  racines  imaginaires.  Cette  séparation  s'opère  par  la 
proposition  de  Cauchy  (]S<*  67)  appliquée  à  certains  contours  particuliers.  Soit 

7{z)  =  9(x,  ?/)  +  ^  {x,  y)  \/--  1  =  0 
l'équation  donnée.  D'après  la  notation  admise  dans  la  démonstration  de  ce 

théorème,  on  a 

P  =  9(x,  y)y     Q  ==  4^  {x,  y). 


c 


u 


B 


Fig.  6. 
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Considérons  un  contour  rectangulaire  ABCD  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  axes.  Désignons  par 

(CD)  X  =  Xo,     (AB)  X  =  Xi , 
(AD)  1/  =  3/0,     (BC)y=2/i, 
les  équations  des  côtés.  Pour  les  côtés  CB  et  DA,  y  est  constant  tandis  que  x 
varie  de  Xo  à  Xi.  Or,  si  on  ordonne  P  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  y,  cette  fonction  conservera  toujours     y 
le  même  signe  que  son  premier  terme 
lorsque  y  est    très    grand.    Donc,    en 
admettant  que  ces  côtés  se  transportent 
à  l'infini,  l'excès  à  relatif  à  ces  côtés 
sera  nul.  Cela  étant,  il  reste  à  calculer 
l'excès  pour  AB  et  CD. 

Pour  la  parallèle  AB,  on  a 

P^(p(xt,3/) 
Q      "^(Xi.y) 

où  y  doit  varier  de  —  oo  à  -j-  oo  ;  appelons  ài  l'excès  relatif  à  AB  dans  ces 
conditions. 
Pour  la  parallèle  CD,  il  faut  prendre 

P_(p(xo,  y) 

Q"~'4^(xo,  y) 
et  faire  varier  ?/  de  -j-  oo  à  —  oo  puisque  le  contour  est  parcouru  à  partir  de 
A  vers  B,  C,  D.  L'excès  pour  CD  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'excès  de  DC, 
c'est-à-dire,  du  même  côté  parcouru  et  sens  opposé,  et,  par  conséquent,  dans 
l'hypothèse  ou  y  varie  de  —  oo  à  -|-  oo  au  lieu  de  -J-  oo  à  —  oo  ;  soit  ^o  l'excès 
relatif  à  DC,  et  ^  le  nombre  de  racines  comprises  dans  le  contour  ;  on  aura 

di  —  (5o 
jU,  = • 

2 

Si  fji  =  I,  il  ne  renferme  qu'une  racine  ;  elle  sera  séparée  et  sa  partie  réelle 
comprise  entre  Xo  etxi.  Si^u,  est  plus  grand  que  l'unité,  il  faudra  mener  des 
parallèles  intermédiaires  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  m  =  i;  ce  qui  arrivera 
nécessairement  à  moins  que  plusieurs  racines  ne  possèdent  la  même  partie 
réelle. 

En  supposant  que  les  parallèles  CD  et  AB  aillent  à  l'infini  tandis  que  les 
autres  côtés  restent  à  distance  finie^  on  pourrait  également  déterminer  les 
limites  i/o  et  2/1  qui  comprennent  le  coefiîcient  de  \/ —  i  dans  la  racine. 
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RACINES    INCOMMENSURABLES.       MÉTHODES    d'APPROXIMATION. 

8».  Méthode  de  Newton.  Désignons  par  a  ^ih,  h  étant  plus  grand  que  a, 
deux  nombres  connus  qui  comprennent  une  seule  racine  incommensurable  de 
l'équation 

Soit  h  la  quantité  positive  qu'il  faut  ajouter  à  a  pour  avoir  la  racine  exacte; 

on  aura,  par  hypothèse 

F(ft-j-/i)  =  o, 
ou  bien  (N*^  58j 

F(ft)  +  hW{a)  4 r\a  +  GA)  =  o, 

Q  étant  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  l'unité.  On  en  déduit 

On  doit  admellre  que  les  limites  a  et  h  diffèrent  au  plus  d'une  unité  de 
telle  sorte  que  h  est  fractionnaire.  Dans  une  première  approximation,  on 
néglige  le  terme  qui  contient  h^  et  l'on  prend  pour  l'inconnue  h  la  valeur 

F  (a) 

De  même,  si  on  représente  par  h  —  k  la  racine  exacte,  k  étant  une  quantité 

positive,  il  viendra 

F(6--A:)  =  0, 
ou 

k^ 
F(&)  —  kr[b)-\ r'{b  —  e'k)  =  o, 

Q'  étant  aussi  compris  entre  zéro  et  l'unité.  On  en  tire 

F  (6)      k'  r^jb-^e^k) 

Désignons  par  Ai  la  valeur  de  A  lorsqu'on  néglige  le  second  terme;  on  aura 

D'après  les  formules  (j3)  et  ((3'),  on  doit  prendre^  pour  la  racine,  a  -j-  h\  ou 
b  —  Al  ;  mais  il  est  nécessaire  d'indiquer  si  les  formules  précédentes  con- 


I 
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duisent  toujours  au  but  proposé  qui  est  d'obtenir  une  valeur  plus  exacte  que 
celle  du  point  de  départ.  D'abord  il  faut  que  hi  et  A|  soient  des  quantités  posi- 
tives, et,  par  conséquent,  que  F{a)  et  F'(r/)  soient  de  signes  contraires,  et 
F(6)  de  même  signe  que  F'(6)  ;  ce  qui  aura  lieu  généralement,  si  les  limites 
sont  assez  rapprochées,  car  on  sait  qu'un  peu  avant  que  ./  passe  par  une  valeur 
racine  de  l'équation,  F  (/)  et  F'(j?)  sont  de  signe  différent  et  un  peu  après  de 
même  signe.  Celte  condition  est  nécessaire,  mais  elle  ne  suffit  pas  pour  affir- 
mer que  a-\-  hi  ou  b  —  kt  sont  des  valeurs  plus  exactes.  En  effet,  si,  dans  la 
formule  (a),  F"(a-)- 6/i)  est  de  signe  contraire  à  F(a),  le  second  terme  est 
négatif  tandis  que  le  premier  est  positif;  la  correction  hi  est  plus  grande  que 
h,  et  la  valeur  a  -\-  hy  pourrait  devenir  égale  à  b  ou  plus  grande  que  b.  Il 
faut  donc  que  F"(«-|-  G/i)  soit  de  même  signe  que  F(rt);  alors  seulement  A| 
est  plus  petit  que  /<,  et  la  valeur  a  -\-  hx  étant  comprise  entre  a  et  a  -\-  h,  sera 
certainement  une  racine  plus  exacte.  La  même  observation  s'applique  à 
l'équation  (a');  il  faut  que  F"(6  —  Ô'Â)  soit  de  même  signe  que  Y[l>)  pour  que 
b  —  ki  soit,  sans  aucun  doute,  une  valeur  plus  approchée  de  la  racine. 

11  y  a  toujours  une  des  deux  formules  qui  fournira  l'approximation  voulue, 
si  les  limites  sont  assez  resserrées  pour  que  F"  (a?)  ne  change  pas  de  signe  dans 
l'intervalle  de  a  à  b;  car,  lorsque  la  valeur  /<i  ne  convient  pas,  W{a  -\-^h) 
est  de  signe  contraire  à  F  (a)  ;  mais  alors,  dans  la  formule  (a'),  Y"{b  —  B'k)  est 
de  même  signe  que  F(^),  puisque  F(^')  change  de  signe  en  passant  par  zéro  ; 
donc  la  valeur  de  ky  donnée  par  (|S')  est  celle  qui  convient,  et  6  —  Ai  sera  la 
racine  approchée. 

Ces  diverses  observations  conduisent  à  la  règle  suivante  :  Etant  données 
deux  limites  aetb,  b^  a,  qui  comprennent  une  racine  incommensurable  de 
l'équation  F(j:')  =  o,  5/  elles  sont  telles  que  ¥"{x)  ne  change  pas  de  signe 
dans  Vintervalle^  on  obtiendra  avec  certitude  une  valeur  plus  approchée 
par  la  formule 


X  ^  z  — 


Fj£) 

F'  (z)' 


en  remplaçant  z  par  celle  des  deux  limites  qui  rend  F(x)  et  F"(j')  de  même 
signe. 

En  supposant  que  a  est  la  limite  convenable,  une  première  application  de 
la  méthode  donnera  la  valeur 

F  (a) 


a'  ■=  a 


F'  («) 


12 
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plus  approchée  que  la  limile  a.  Une  seconde  application  avec  a'  donnera 
'  également  la  valeur 

a"  =  a' 1 — ^ 

F'(a') 

plus  approchée  que  la  précédente.  On  continue  ainsi  avec  chaque  valeur  que 
l'on  vient  d'obtenir  et,  comme  les  conditions  restent  les  mêmes,  l'approxima- 
tion avance  de  plus  en  plus  vers  la  racine  exacte. 

Il  est  utile  de  calculer,  par  excès,  l'erreur  e  commise  en  prenant 

F'(«) 
pour  la  valeur  de  x.  Cette  erreur  est  représentée  par  le  terme  négligé 

• 

I  .  2       F' (a) 

Soit  M  le  maximum  de  F"(.r)  dans  l'intervalle  de  a  et  />.  En  remplaçant  h 
par  h  —  a,  il  vient 

s.      M 
^^  '  2F' (aj 

Souvent  les  limites  employées  diffèrent  d'un  dixième;  dans  ce  cas,  si 

M 

2  r{a)  ^  ^ 

l'erreur  sera  plus  petite  qu'un  centième;  après  une  seconde  application,  elle 
sera  inférieure  à  une  unité  du  quatrième  ordre  décimal,  etc. 
Afin  d'indiquer  la  marche  à  suivre,  considérons  l'équation 

F(a?)  =  x^  —  ^œ^  —  2J?  +  4  =  o. 

On  constate  sans  peine  par  la  méthode  des  substitutions  qu'elle  possède 
trois  racines  réelles  comprises  respectivement  dans  les  intervalles  ( — i, 
—  2),  (0,1),  (4,5).  Calculons  d'abord  par  approximation  la  dernière.  Avant 
d'appliquer  la  formule,  il  est  avantageux  de  connaître  la  racine  à  un  dixième 
ou  à  un  centième  près;  plus  les  limites  sont  resserrées,  plus  on  peut  espérer 
que  les  conditions  indispensables  seront  remplies.  En  divisant  F  (a?)  par 
X  —  4,2,  X  —  4,3,  on  trouve  pour  les  restes 

F(4,2)  =  —  0,872,     F(4,3)  =  +  0,947. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  4,2  et  4,3.  Les  dérivées  étant 

F'  {x)  ^  ^x^  _  8a?  —  2,     F"  {x)  =  6a?  —  8, 
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on  cherche  leurs  valeurs  pour  j  =  4,3;  on  obtient  : 

F(4,3)=  19,07,     F"(4,3)=  17.80. 
Il  faut  donc  employer  la  limite  supérieure  4.3  qui  rend  F(./)  et  F"(j)  de 
même  signe.  On  aura^  pour  la  première  correction, 

,         F(4.3)      o>947 
F'(4,3)       19,07 
avec  une  erreur  inférieure  à 

(o,iy^l'^°    <o,oi. 
^  '  '  2x19,07^ 

Il  en  résulte  la  valeur  approchée 

^  =  4,3  — o>049^  4*251 
à  un  centième  près.  On  sait  que  la  correction  Ai  est  trop  petite,  et  cette 
valeur  de  x  est  supérieure  à  la  racine;  celle-ci  est  donc  comprise  entre 
4,24  et  4,25. 

La  seconde  correction  est  : 

w        F(4>25)       0,015625 

A:'  ==— r -== =  0,0008  çq; 

'       F(4,25)        18,1875  '         ^^' 

par  suite, 

X  =  4,25  —  0,000859  ==  4,249141  : 

c'est  la  racine  approchée  à  un  dix-millième  près. 

Enfin,  si  l'on  veut  une  approximation  plus  grande,  on  calcule  encore  une 
dernière  correction  avec  cette  valeur;  on  trouve 

F(4,249i4i)       0,000008393325  .   _ 

p'  =     ^^'  ^^  ^  ^  ===— j^jj  -^^0^00000046187, 

F'(4,249i4i)  18,17247 

et,  pour  la  racine 

a?  =  4,249140538. 

D'après  ce  dernier  calcul,  la  valeur  précédente  était  exacte  jusqu'à  la 
cinquième  décimale;  on  peut  affirmer  que  celle-ci  renferme  neuf  décimales 
certaines. 

Cherchons,  en  second  lieu,  la  racine  comprise  entre  o  et  i .  On  a  : 

F(o)=:  +  4,     F(i)=-i. 
La  racine  doit  être  plus  près  de  l'unité  que  de  zéro.  En  divisant  F(a')  par 
X  —  0,8  et  a?  —  0,9,  on  trouve 

F(o,8)  =  +  0,352,     F(o,9)  =  —  0,3 1 1. 
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Les  liniites  de  la  racine  seront  donc  0,8  et  o,g;  comme  la  seconde  rend 
F{x)  et  F"(j?)  de  même  signe,  c'est  elle  qui  doit  servir  dans  les  opérations. 
La  première  correction  est  : 

F(o,9)       0,311 

Al  ==— ^ — —  == =  0.046, 

F  (0,9)       6,770  ^ 

et,  par  conséquent^ 

,r  =  0,g  —  0,046  =  0,854  • 

Si  on  remarque  que  F"  (0,9)  =  —  2,6,  il  vient  pour  l'erreur 

la  valeur  de  x  est  exacte  à  une  unité  près  du  troisième  ordre  décimal. 
Une  seconde  opération  donne 

i,        F(o»854)       0,002428136  , 

A,  =,,,.    o — ^  =  ~-^T =0,000365; 

*  (0,854)         6,644052 

par  suite, 

X  ==  0,854  -  0,000365  =  0,853635       - 

et  cette  valeur  est  exacte  à  une  unité  près  du  sixième  ordre  décimal. 

Enfin,  par  une  troisième  opération,  on  trouve  que  la  racine  est,  avec  neuf 
décimales  certaines,  ^  =  0,8536345 1 1 . 

Si  l'on  veut  calculer  la  racine  située  dans  l'intervalle  ( —  i,  —  2),  ilest 
préférable  de  changer  j?  en  —  x  dans  l'équation  pour  opérer  avec  des  nombres 
positifs.  L'équation  est  alors 

F(j?)  =  x^  -^  ^x^  —  2X  —  4  =  0. 
On  a 

F(i)  =  -i.     F(2)=+i6. 

La  racine  doit  être  voisine  de  l'unité.  Si  on  divise  F(^)  par  x  —  1,1  et 
X  —  1,2,  les  restes  donnent 

F(i,i)  =  — 0,029,     F(i^2)  =  4- ï,o88. 

Ainsi  1,1  et  1,2  sont  les  limites  de  la  racine,  La  dérivée  seconde  étant 
positive,  on  prendra  la  dernière  pour  calculer  la  correction  ;  on  trouvera 


ce  qui  donne 


F(i,2)        1,088 

^'  ==ÏT7 ^  = =0,091  ; 

l'(l,2)        11,92 


X  =  1,2  —  0,091  =  1,109 
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dont  les  deux  premières  décimales  sont  définitives,  comme  on  peut  le  vérifier 
par  le  calcul  de  l'erreur. 

En  continuant  comme  on  Ta  fait  pour  les  racines  précédentes,  on  arrive 
finalement  à  la  valeur  a?=  1,102775049,  dont  les  neuf  décimales  sont  exactes. 

En  changeant  le  signe,  la  troisième  racine  de  l'équation  proposée  sera 
x  =  —  1,102775049. 

Comme  vérification,  si  on  fait  la  somme  des  trois  racines,  on  trouve  qu'elle 
est  égale  à  4,  comme  cela  doit  être  d'après  le  second  coefficient  de  l'équation, 

00.  Nouvelle  méthode  d'approximation.  Soit 

F(j?)  =  G 

une  équation  ayant  une  racine  incommensurable  entre  a  et  ^,  a<^h. 
Posons  :  X  ==  a -{- h  et  désignons  par  R,  R|,  R2,  ..-  Rm  les  restes  des 
divisions  successives  de  VÇx)  par  x  —  a.  On  aura  (N»  45) 

¥(x)  =  ^m{x^a)"'+Km-i(x—ay^-'-\ l-R2(us'~a)2+R,(a;-a)  +  R  =  0; 

mais,  X  —  a  =  h;  en  substituant,  il  viendra,  pour  calculer  la  correction  h, 
la  relation 

Rmh^  4-  Rn^-i/i'"-'  -\ h  R2/i»  +  Ri/^  +  R  =  o. 

Posons  : 

H  =  Rs/i'  +  R,h*  +  •••  +  Rn./r. 
On  aura 

R,/i2_|_R,/l_(-R_|-H  =  0; 

d'où  on  tire  la  formule 

R  +  H 

(a)  h  = -^-— -• 

^  ^  R,  4-R.2/i 

Par  hypothèse,  h  est  fractionnaire;  nous  admettrons,  par  exemple,  que  la 
racine  est  connue  à  un  dixième  près.  Dans  une  première  approximation,  nous 
pouvons  alors  négliger  H  qui  renferme  h^  en  facteur  et  prendre  la  formule 

.— R 


((3) 


R.-f-R.A 

pour  déterminer  la  correction  approchée  hi.  La  méthode  consiste  à  remplacer 
au  second  membre  li  par  une  valeur  plus  petite  et  une  valeur  plus  grande 
que  la  correction  totale.  Par  exemple,  on  commence  par  A  ==  o  et  A  =  0,1. 
Les  valeurs  qui  en  résultent  pour  ht  seront  l'une  trop  grande  et  l'autre  trop 
petite;  on  prendra  la  moyenne  pour  une  première  valeur  approchée.  Si  l'on 
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n'arrive  pas  ainsi  à  obtenir  h  avec  deux  ou  trois  décimales  définitives,  on  fait 
une  autre  substitution  analogue  avec  des  valeurs  plus  exactes;  il  en  résultera 
une  nouvelle  moyenne  plus  approchée  que  la  première.  Admettons  qu'on  ait 
ainsi  trouvé  la  valeur  de  la  correction  avec  trois  ou  quatre  décimales;  afin 
d'aller  plus  loin,  on  calcule  approximativement  le  polynôme  H  avec  cette 
valeur;  H  étant  connu,  on  agira  avec  la  formule  (a)  comme  avec  l'autre, 
pour  arriver  successivement  à  des  moyennes  de  plus  en  plus  exactes.  Cepen- 
dant il  est  préférable,  après  avoir  trouvé  ht  avec  quelques  décimales,  de 
diminuer  les  racines  de  l'équation  en  h  de  cette  quantité.  On  déduira  de  la 
transformée  une  formule  analogue  à  (a)  dans  laquelle,  h  étant,  par  exemple, 
inférieur  à  un  millième,  on  pourra  négliger  le  nouveau  polynôme  H  comme 
n'ayant  pas  d'influence  sensible  sur  les  résultats,  tout  au  moins  jusqu'à  huit 
ou  dix  décimales  suivant  les  cas. 

La  seconde  limite  conduit  également  à  une  formule  d'approximation. 
Posons  x  =  b  — /î,  et  appelons  S,  S»,  Sa,  ...Sm  les  restes  successifs  des 
divisions  par  x  —  b.  On  aura  aussi 

S„,(^  —  b)"*  +  S,n_i{x  —  b)'--'  -] 1-  ^2{x  —  by  +  S,(x-  —  ft)  +  S  =  o. 

Remplaçons  x  —  b  par  —  k  et  supposons  m  pair;  on  aura 

S,nA:'"  —  Sm-ik"'-*  -] 1-  S2A;'  —  S,A-  +  S  =  o. 

Posons  : 

K  =  —  Stk'  +  S,k'  -I \-  S„,Â;-; 


il  viendra 

82^-'  - 

-S./c  +  S  +  K  — 

0; 

d'où 

S,  —  S2A: 

et,  pour  la  correction 

partielle 

A"l=- 


s,  —  Sîk 

On  opère  avec  cette  formule  comme  avec  la  première. 

Afin  d'apprécier  l'exactitude  d'une  moyenne,  désignons  par  a  et  |3  deux 

a  +  |3 

valeurs  obtenues  Tune  trop  grande  et  l'autre  trop  petite; posons:  m  = > 

2 

et  considérons  les  deux  suites  de  grandeurs  croissantes 

a,     fiy     m,     p; 
a,     niy     h,     (3; 
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dans  la  première,  la  moyenne  est  supposée  plus  grande  que  la  correction 
totale  h]  la  différence  entre  la  moyenne  et  h  est  inférieure  à 

a  +  3  Qr-a 

m  —  a  == a  = • 

2  2 

Dans  la  seconde,   la  moyenne  est  plus  petite  que  h  et  son  écart  avec  la 
correction  est  inférieur  à 

a  -|-  (S       ^       Cf.  — 13 


m 


-P= 


2 

Donc,  l'erreur  d'une  moyenne  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  la 
demi-différence  des  valeurs  employées. 

Cette  méthode  ne  demande  aucune  condition  spéciale  sur  les  dérivées  par 
rapport  à  l'intervalle  {a,  b);  il  est  également  indifférent  de  se  servir  de  la 
première  limite  ou  de  la  seconde.  Nous  allons  en  faire  quelques  applications 
et  montrer  qu'elle  conduit  plus  rapidement  au  résultat  que  la  méthode  de 
Newton. 

Premier  exemple.  Nous  avons  vu  que  l'équation 

X^ ^X^  2X  -["4  ==  o 

possède  une  racine  entre  4,2  et  4,3.  Si  on  fait  les  divisions  par  x  —  4,2,  on 
trouve  que  la  correction  h  satisfait  à  la  relation 

h^  +  8,6/^2  _|-  1 7,32/^  —  0,872  =  o. 
En  négligeant  /i%  il  vient  la  formule 

0,872 

ht  = • 

17*32  + 8, 6/i 

Pour  h  =  o,  hi  =  0,05  valeur  trop  grande;  pour  h  =  0,05,  Ih  =  0,049 
valeur  trop  petite  ;  on  s'arrête  à  cette  dernière  pour  diminuer  les  racines  li 
de  0,049.  Ce  qui  donne  le  tableau 

I        8,6  17,32  —0,872 

0,049   I   8,649   i7'7438    (— o»oo255375i) 

I   8,698   (18,170003) 

I   (8,747) 

(I) 
D'où  résulte  cette  seconde  formule 

^  ^   Q>0Q255375i 
i8,i7  +  8,747/i* 
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Pour  h  =  o,  on  trouve 

0,002553751 

=0,00014054;  tr.  gr. 

18,17 

Avec  ce  résultat,  on  obtient  encore 

0,002553751 

=0,00014053,  Ir.  I). 

18,17  +  8,747x0,00014054  ^  ^^ 

Moyenne:    0,00014053;    la   racine    sera    donc    4,24914053    avec   huit 
décimales  exactes. 

On  aurait  pu  également  prendre  la  formule 

0,872  —  h'' 
h  = 


17,32  + 8, 6/i 

et  calculer  h^  approximativement  avec  la  première  valeur  trouvée  0,049. 
La  formule  devient  alors 

^^  ^0.871882351 
i7>32+8,6// 

Elle  donne  successivement 

0,871882351 


17*32  +  8,6X0,049 

0,871882351 
i7>32  + 8,6X0,04915 

0,871882351 


=  0,04915,  (r.  g. 
=  0,0491404,  tr.  p. 
=  0,0491406,  tr.  g. 


I7»32  + 8,6X0,04914 

Moyenne  des  deux  dernières  valeurs  ;  0,0491405;  c'est  le  résultat  qui 
précède  avec  une  décimale  en  moins. 

Cherchons  encore  la  même  racine  en  employant  la  seconde  limite  4,3.  J 
Les  divisions  par^  —  4,3  conduisent  à  l'équation 

k^  —  8,gk-  +  ig.oyk  —  0,947  =  o, 

après  avoir  changé  le  signe  du  premier  membre.    D'où  résulte  la  formule 
approchée 

^^  _        o>947 

19,07  — 8,9^: 
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lies  substitutions  A;  =  o  et  A=  o,i  donnent  :  Ai  =  0,04g,  ki  =  0,051  ; 
avec  ces  valeurs,  on  trouve  encore 

o»947 

=  0,0507,  tr.  |). 


19,07  — 8,9  X  0,049 

0,947 

19,07  —  8,9X0,051 


0,0509,  tr.  g. 


Moyenne  :  0,0508.   Diminuons  les  racines  de  l'équation  en  k  de  0,05. 
On  aura  le  tableau 

I        —8,9  19,07  —0,947 

0,05       I        —8,85        18,6275      (—0,015625) 
I        —8,80      (18,1875) 

I      (-8.75) 

Il  en  résulte  la  nouvelle  formule 

^  ^        0,015625 
'       18,1875 -8,75/c' 

On  trouve  successivement 

0,015625 


18,1875 
0,015625 


18,1875  —  8,75  X  0,001 
0,015625 


0,0008592,  tr.  p. 


=  0,0008595,  tr.  g. 


18, 1875  —  8,75  X  0,0008592 
0,015625 


=  0,000859461,  tr.  p, 


=  0,000859462,  tr.  g. 


18,1875  —  8,75  X  0,0008595 

Moyenne  :  0,0008594615;  en  y  ajoutant  le  résultat  précédent,  il  vient  : 
A  =  0,0508594615.  Si  on  retranche  cette  quantité  de  la  limite  4,3,  on 
trouve 

a:;  =  4,2491405385, 

et  il  n'y  a  de  doute  que  pour  le  dernier  chiflFre. 
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Second  exemple.  L'équation 

x^  —  yx-\-y  =  o 

admet  une  racine  comprise  entre  1,3  et  1,4.  Les  divisions  du  premier  mem- 
bre par  X  —  1,3  conduisent  à  la  relation 

f^'  +  3»9'^'  —  1 ,93'*  +  o>097  =  o- 


On  en  tire 


Ai  = 


0,097 


i»93  --3»9'* 
Pour  h  =  o   et   h  =  0,1,   on    trouve   /i,  =  0,05,    /i,  =  0,06.  Il  vient 


ensuite 


0,097 


i>93  — 3*9X0,05 
0,097 


0,056,  tr.  p. 
0^057,  tr.  g 


0,056 


i>93  — 3>9  Xo,o6 

Moyenne  :  0,056.  Diminuons  les  racines  h  de  cette  quantité.  On  forme  le 
tableau 

I  3,9  —  i»93                0,097 

I  3-95^  —  1,708464      (0,001326016) 

I  4,012  (—  1,483792) 

I  (4,068) 

(0 
On  en  déduit  la  formule 

0,001326016 
1,483792  —  4,068/i 

Elle  donne  successivement  : 

0,001326016 


1,483792 
0,001326016 


1 ,483792  —  4,068  X  0,001 

0,001326016 


=  0.000894,  *^*  p* 

=  0,000896,  tr.  g. 


1.483792  —  4,068  X  0,000894 

0,001326016 
1 ,483792  —  4,068  X  0,000896 


=  0,000895863,  tr.  p. 
=  0,000895869,  tr.  g. 
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Moyenne  :  0,000895866;  la  racine  sera,  par  conséquent, 

•^=  1*356895866, 
dont  les  huit  premières  décimales  sont  exactes. 

Troisième  exemple.  On  vérifie  facilement  que  l'équalion 

X^  2X  —  5  =  0 

possède  une  racine  entre  2  et  2,  i .  Les  restes  des  divisions  par  x  —  2  donnent 

la  relation 

^  /i^  -\-  6h^  +  lo/i  —  I  =  o. 

D'où  la  formule  approchée 

I 

hi  = ; • 

110  -|-  6/i 
Pour  A  =  0,1,  on  a 
[  i i:  =  0,0944,  tr.  p. 

■ 


10 -j-  0,6 
[Pour  h  ==  0,094,  ^*  y'^G^^  ; 

I 


=  0,0946,  tr.  g. 


10  +  6  X  0,094 

Moyenne  :   0,0945,  Diminuons  les  racines  de  l'équation  en  h  de  0,094, 
On  aura 

16  10  —  I 

0,094!   I  6,094       10,572836      (—0,006153416) 

I  6,188      (11,154508) 

I  (6.282) 

I 

Ce  tableau  donne  la  formule 

=       0,006153416 
11,154508 -(- 6)282/1 

qui  déterminera  la  correction  jusqu'à  la  neuvième  décimale  au  moins.  On  en 
déduit  pour  h  =  Oj  et  h  =  0,00 1 , 

0,006153416 


11,154508 
0,006153416 


11,154508-1-0,006282 


=  0,0005516; 
0,0005513. 
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Moyenne:  0,0005514.   Enfin,   en  substituant  ces  dernières  valeurs,  on 

arriverait  à 

kl  =  0,00055148154 

avec  onze  décimales  exactes.  La  racine  cherchée  est  donc 

.r  =  2,09455148154. 
Qimlrième  exemple.   Nous  avons  vu  (N»  87)  que  l'équation 

70a?*  l^OX^  -\-  gOX^  —  203?  -|-  I  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles;  l'une  d'elles  est  comprise  entre  o  et  0,1.  En 
divisant  le  premier  membre  par  x  —  0,06,  et  x  —  0,07,  on  trouve  des  restes 
désigne  différent;  la  racine  se  trouve  donc  dans  l'intervalle  (0,06,  0,07). 
Désignons  par  h  cette  racine  ;  on  aura 

70/1*  —  140/1^  4"  90/^^  —  20/<  -{-1=0. 

En  négligeant  les  deux  premiers  termes,  on  en  déduit  la  formule  approchée 

lu= -. 

20  —  90/i 

Posons:  h  =  0,06;  on  trouve,  hi  =  0,069  valeur  trop  petite;  mais  comme 
h  ne  peut  dépasser  0,07,  il  faut  s'arrêter  à  cette  valeur.  Pour  aller  plus  loin, 
il  faut  diminuer  les  racines  de  l'équation  en  h  de  0,069,  ^^  former  le  tableau  : 

70      —  140  90  —  20  I 

0,069      70     —  135,17     80,67327     —  14,43354      (0,00408543847) 
70      -  130,34     71*6798      (—    9,487634) 
70      —125,51    (63,0196) 
70    ( —  120,68) 
(70) 
Il  donne  la  formule 

h  =     0,00408543847 
9,487634  —  63,02/1 
Elle  conduit  successivement  aux -résultats  suivants  : 
0,00408543847 


9,487634  —  63,02  X  o 

0,00408543847 

9.487634  —  63.02  X  0,001 

0,00408543847 

9,487634—63,02  X  0,00043 1 

0,00408543847 
9,487634—63,02  X  0,000433 


=  0,000431,  tr.  p. 
-=0,000433  tr.  g. 
=  0,000431840  tr.  p. 
=  0,000431848  tr.  g. 
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Moyenne  :  0,000431844,  et  la  racine  cherchée  sera 

i6- =  0,069431844  ; 

il  n'y  a  de  doute  que  pour  le  dernier  chiffre. 

91.  Méthode  d' Borner.  Soit  F(^)  =  o  une  équation  ayant,  par  exemple, 
une  racine  irrationnelle  comprise  entre  2  et  3.  Diminuons  les  racines  de  deux 
unités  en  formant  la  transformée  par  la  règle  connue  (N"  45).  Ueprésentons- 

la  par 

F,  {x)  =  Boic'"  +  B.ic"»-»  ~\ \-  ^^_,x  -f  B,„  =:  o. 

Cette  nouvelle  équation  admet  une  racine  dans  l'intervalle  de  o  à  i  ;  ce 
sera  un  certain  nombre  de  dixièmes  en  négligeant  les  autres  décimales.  Pour 
déterminer  ce  nombre,  on  supprime  les  termes  renfermant  les  puissances  de 
a?  supérieures  à  la  première.  11  reste  ainsi  l'équation  approchée 

^m-\X  -J-  Bm  =  O  ; 
d'où 

Bm 

B,n_r 

La  division  donnera  le  chiffre  des  dixièmes  de  la  racine.'  Soit  5  ce  chiffre. 
On  diminue,  en  second  lieu,  les  racines  de  l'équation  précédente  de  0,5; 
l'équation  transformée 

F2(^)  =  C^x^  +  Giic-'»-'  4-  ...  -1-  C„._,a?  +  C„.  =  O 
admettra  une  racine  comprise  entre  o  et  o,  i .  Afin  de  la  déterminer,  on  prend 
l'équation 

y-tm—iX  -p  \jm  =  O 

qui  fera  connaître  le  chiffre  des  centièmes  de  la  racine.  Soit  3  ce  nombre.  On 
diminue  encore  les  racines  de  F2(a?)  =  ode  0,03  et  l'on  arrivera  à  une 
troisième  transformée  qui  permettra  de  déterminer  le  chiffre  des  millièmes  de 
la  racine;  ainsi  de  suite. 

S'il  arrivait  que  le  calcul  donne  un  chiffre  trop  élevé,  on  en  s'apercevrait 
par  le  changement  de  signe  du  dernier  terme  de  la  transformée.  Si  le  chiffre 
était  trop  petit,  on  s'en  apercevrait  bien  vite  dans  la  suite  des  opérations  ;  car, 
supposons,  par  exemple,  que  l'on  trouve  4  au  lieu  de  5  pour  le  chiffre  des 
dixièmes;  dans  la  transformée  suivante  qui  conduit  au  chiffre  des  centièmes, 
on  devrait  trouver  un  nombre  plus  grand  que  9,  puisque  la  racine  est  trop 
petite  que  dix  centièmes. 

Un  exemple  fera  mieux  comprendre  la  suite  des  calculs  que  celte  méthode 
exige.  Considérons  l'équation 

F {x)  =  x'^  —  40;^  —  2ic  4"  4  =  ^ 
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Nous  avons  vu  précédemment  que  ses  racines  sont  comprises  dans  les  inter- 
valles (o,i),(4,5),( —  I.  —  2).  Calculons  d'abord  la  première.  Elle  est  située 
entre  0,8  et  0,9.  Diminuons  les  racines  de  0,8.  Les  divisions  successives 
qu'il  faut  effectuer  par  x  —  0,8  donnent  les  résultats  suivants  : 

—  4-2  4 
0,8       I     —3,2     —4,5       0,352 

—  2,4     —  6,48 
-1,6 

Les  derniers  nombres  des  lignes  horizontales  représentent  les  restes;  ce 
sont  les  coefficients  de  la  transformée,  savoir  ; 

F,  (œ)  =  x^  —  i,6a?^  —  6,48.r  -|-  0,352  =  o, 
d*où  l'on  déduit,  pour  le  chiffre  des  centièmes, 

o»352 

La  racine  devient  ainsi  :  x  =  0,85. 

Diminuons  les  racines  de  Fi  (a?)  =  o  de  0^05.  On  formera  le  tableau  : 

—  1,6  —6,48         0,352 
0,05      I     —1,55  —6,5575     0,024125 

—  i»5o  —6,6325 

—  1,45 

La  seconde  transformée  sera  : 

F2 (x)  =  j?'  —  1,45  a?'  —  6,6325  X  -j-  0,024 125=0; 

d'oii  on  tire 

0,024125 

=  0,003...,; 
6,6325 

par  suite,  x  =  0,853. 

Diminuons  les  racines  de  ¥-j{x)  =  o  de  0,003.  On  aura  le  tableau  : 
I     —1,45       —6,6325         0,024125 
0,003      I     —  i»447     —6,636841     0,004214477 
I     —1,444    —6,641173 

I     —1,441 
I 
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d*oîi  résulte  la  transformée 

f.(^x)  =  x^  —  1,441  'ï'  — 6,64 II 73. r  4-0,004214477  =  0 


qui  donne 


0.0042  . 


-  =0,0006  ,.,, 


6,64  ... 

et,  par  conséquent,  j?=a  0,8536. 

Diminuons  les  racines  de  V^ix)  =  0,0006.  On  forme  le  tableau  : 

I  —1,441      -6,641173     0,004214477 

0,0006       I  —1,441     — 6,642038     0,000229254 

I  —  1,44       —  6,64290 

I  —1,44 
I    I 

et  la  transformée  correspondante 


conduit  à 


Fi(x)  =:x''  —  1,44^^  —  6,64290^)?  4"  0,000229254  =  G 


0,000229254 


=  0,00003  •••  j 


6,642  ... 
par  suite,  x  =  0,85363. 

Il  faut  remarquer  que,  dans  le  tableau  précédent,  le  dernier  nombre  de  la 
première  ligne  possède  neuf  décimales.  On  multiplie  dans  les  divisions  par 
0,0006;  on  peut  négliger  les  derniers  chiffres  pour  ne  pas  augmenter  inutile- 
ment le  nombre  de  décimales. 

Diminuons,    enfin,  les   racines   de  F4(j^')  ==  o  de  0,00003.    On    aura   le 
tableau  : 

— -1,4     — 6,64290     0,000229254 

—  1,4     — 6,64294     0,000029966 

—  1,4     —6,6430 

—  1,4 

d'où  résulte  la  transformée 

F5(ip)  =  ic'  —  1,4^^  —  6,6430a?  4"  0*000029966  =  o. 
Pour  former  le  tableau  suivant,  il  faudrait  multiplier  par  un  nombre  à  six 
décimales  ;  ce  qui  ne  changera  pas  les  coefficients  des  deux  derniers  termes  si 


0,00003 


—  19^  — 

ce  n*est  de  quelques  unités  du  onzième  ordre  décimal  ;  on  doit  donc  s'arrêter 
ici  et  faire  la  division  jusqu'à  la  neuvième  décimale.  On  trouve 

0,000029966 

-r-^ -=0,000004511. 

6,643  ^^ 

Donc,  la  racine  avec  neuf  décimales  exactes  sera  :  x  =  0,8536345 1 1 . 
En  appliquant  la  même  méthode  pour  déterminer  la  racine  comprise  entre 
4  et  5,  on  trouve,  pour  les  diverses  transformées  : 

F,  (x)  =  x'^  -\-  Sx^  +  M^  —  4  =  0» 

F2  {x)  =  x''  -]-  8,6a?-  +  17,32.^  —  0.872  =  o, 

Fs  {x)  =  x^  -\-  8.72a?*  -j-  18,0128a?  —  0,165376  =  0, 

F4  (x)  =  j?5  +  8,7470?^  +18,1 70003J7  —  0,00255375 1  =  o, 

F5  {x)  =x^  -|- 8,74a?* -(-  18,171750?  —  0,000736662  =  o, 

Fe  {x)  =  x^  -|-  8,70?^  -|-  18,1724a?  —  0,000009778  =  o. 

Elles  conduisent  successivement  aux  valeurs 


± 
h' 

=  0,2... 

0.872 

i7'32 

=  0,04... 

0,165... 
18... 

—  0,009... 

0,00255... 

18... 

=  0,0001... 

0,000736... 
18... 

=  0,00004... 

0,000009778 

—  o.nnooooc 

18,17        '       ''^-••• 

La  racine  a  donc  pour  valeur  o?  ^=  4,249140538. 

Pour  déterminer  la  racine  comprise  entre  —  i  et  —  2,  on  change  d'abord 
0?  en  —  0?  dans  l'équation,  et  il  vient  : 

a?' -(- 4«*  —  2.7?— 4  =  0. 

On  forme,  comme  précédemment,  les  diverses  transformées  et  l'on  arriv^ 
à  la  valeur  0?  =  — 1,102775049. 


y 
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0!8.  Méthode  des  parties  proportionnelles .  Soit  F(a?)  =  o  une  équation 
qui  admet  une  racine  Xi  comprise  entre  les  nombres  ai  et  aa.  Posons 

içi  ==»  «1 -J- /i|,     Xt=a2-\-h2. 

On  aura 

h* 
F(a,)  =  F(a;,  —  hi)  =  F(iP,)  -  /t,  F'(j?,)  -}-  — ^  F"(a;,) 

h* 
F(a2)  =  F(^,  — /i2)  =  F(^0  -  /i2F'(^,)  +  -^  F''(^,) 

Mais  F(j?j)  =  o,  puisque iPi  est  racine;  de  plus,  dans  l'hypothèse  où  les 
limites  ai  et  «2  sont  très  rapprochées,  hi  et  /12  étant  des  quantités  très- 
petites,  on  peut  écrire 

F(a,)  =  —  hiF'iœt),     ^{a^)  =  -  /i2F'(^,); 

par  suite,  il  vient 

F(ai)^/i.  ^ 

F  ((la)       /^2 

Cette  relation  renferme  le  principe  de  la  méthode  qui  consiste  à  regarder 

les  résultats  comme  proportionnels  aux  corrections .  Plus  les  limites  seront 

resserrées  et  plus  cette  proportion  sera  exacte;  En  remplaçant  hi  et  h2  par 

leurs  valeurs,  on  a 

F(aj)      Xi  —  fti 
F(a»)       Xi  —  «2  ' 
d'où  on  tire 

«2  F(a,) — tt)  F(ft2)  (dt  —  ai)F(fti) 

^'  =       F(tt,)  -  F(aO      =  ^'  +    F(ft,)  — F(«2)  ' 

Soit  6  cette  valeur  approchée  dea?i;  on  prendra  pour  nouvel  intervalle, 
soit  («1,  6),  soit  (&,  ^2),  et  on  appliquera  de  nouveau  la  formule. 

Un  exemple  indiquera  la  marche  à  suivre  en  pratique.  Proposons-nous  de 
trouver  la  racine  de  l'équation 

a?'  —  \x^  —  2a?  +  4  =  o 

comprise  entre  4  et  5.  On  aura  d'abord, 

a,  =  4,     F(ft,)  =  — 4, 

a?  =  4,2. 
«1=5,     F(ft2)=  19, 

!3 
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En  second  lieu, 

«1  =  4»        F  («,)  =  — 4, 

^  =  4»25. 
«2  =  4,2,     F(«a)  =  -  0,872, 

En  troisième  lieu, 

a,  =  4,2,       F(ai)= —0,872, 

X  =  4,2491. 
a,  =  4,25,     F((i2)==  0,015625, 

En  quatrième  lieu, 

a,  =  4,2491,     F(ai)  =  —  0,00073667, 

a;  =  4,24914052. 
«2  =  4,25,         F(«j)  =  0,015625, 

C'est  la  valeur  de  la  racine  avec  sept  décimales  exactes. 


CHAPITRE  IV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

ÉLIMINATION. 


S  i. 


ÉQUATIONS    LINEAIRES. 

03.  Cas  général.  Considérons  d'abord  un  système  de  n  équations  à  n 
inconnues 

CilXt  +biX2-\-CiX5  -}-.••  -{-liXn  =pi, 
a2Xi  -\- biX2 -{- C2Xs  -\-  '  •     -\-f'2Xn'=Pit 


(I) 


ttnXl  -{-  bnXi  -)-  ^n^i  -(-...    -|-  l^Xn  =Pn' 

Désignons  par  A  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues,  c'est-à-dire, 

A  =={aib2Cs  ...  In). 

La  résolution  du  système  (i)  s'opère  très-élégamment  par  l'application  djs 
propriétés  des  mineurs  d'un  déterminant  de  Tordre  n.  Multiplions  respective- 
ment les  équations  par  les  premiers  mineurs  Ai,  As,  ...,  A«  relatifs  aux  coetîî- 
cients  de  Xi,  et  ajoutons  ensuite  membre  à  membre;  il  viendra 

(ai  Al  -j-ttaAz  -\ ■i-ankn)xi  -{-{bi\i-\ -{-b^^p)  X2 -\-  ••• 

=  /)iAi  -I-ÎO2A1  -| +;)nA„. 

La  première  parenthèse  est  égale  à  A,  et  toutes  les  autres  sont  nulles.  On 
arrivera  à  un  résultat  analogue,  en  multipliant  successivement  par  les  pre- 
miers mineurs  correspondant  aux  coefficients  des  diverses   inconnues,  et  en 
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ajoutant  ensuite  toutes  les  équations.   Il  vient  ainsi  le  système  suivant 
A. Xi  =piAi  +;)2A2-| +p«An, 

(2)  à,Xs  ^=piCt   -\-piCt   -\ \-pnCn, 


Les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  au  système  (i)  vérifient  le  système 
(2);  or,  ce  dernier  donne  immédiatement  l'expression  d'une  inconnue  sous  la 
forme  d'une  fraction  ayant  pour  dénominateur  A  et,  pour  numérateur,  le 
même  déterminant  dans  lequel  les  coefficients  de  l'inconnue  sont  remplacés 
par  les  termes  tout  connus. 

Réciproquement,  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  au  système  (2) 
vérifient  également  le  système  (i  )  ;  multiplions,  en  effet,  les  équations  (2)  par 
tti,  61,  ...yl\f  et  ajoutons-les  membre  à  membre;  on  trouve,  en  ordonnant  par 
rapport  aux  quantités  p^ 

A  (a,a?i  +6ia?2  -f \- hXn)  =  p\{aih.i  +61B1  + \-  /iL.) 

-\-p2{ax\i-\- •■' -{-lx\ji)-\-   ••  .     .    .         . 
c'est-à-dire, 

aiXx-{-hiX2~\-   '   -\-Uxn  =  p\\ 

c'est  la  première  équation  du  système  (i).  On  retrouve  aussi  les  autres  équa- 
tions de  ce  système,  si  on  multiplie  les  égalités  (2)  par  ctz,  &2»  ../a; 
^3,  63,  ...  ^5,  etc.,  et  si  on  les  ajoute  membre  à  membre  comme  on  vient  de 
le  faire. 

94.  Cas  oii  le  nombre  des  équations  est  inférieur  à  celui  des  inco7inues. 
Considérons,  en  second  lieu,  le  système 

«1^1  -\-h1X2  -\ \'lxXn  -\-piXnJ^\  -f-  •••   -\-riXn^fj.  =  S\i 

y     V  a^Xi   -\rhtXi-\- \-l2Xn-\- PîX^^X  -\ \-r2Xn^fJi  =  S2, 

anXi  -\-  bnXi  +  ••  •   +  ^nXn  +  P^^n+l  H 1"  rnXn+fj.  =  5«, 

qui  renferme  n  équations  et  n  -f-  p.  inconnues.  Posons 

A  =  (aibtCs  ...  In), 


et 


aiXi  -\-biX2-\- \-l^Xn='Si  PiXn^x  •••  ~-riXn^l^=  TTi, 

aiX ,  -j-  b2X2  -\- \-  hXn  =  S2  —  p2Xn^x •  rzXn+fi  =  712, 

UnXx   -|-  bnXi  -|-  ...  -^  l^Xn  =  Sn  —  P^Xn-^-i  —   •••  r„X„+;x  =  ?:„. 
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En  multipliant  successivement  ces  équations,  comme  on  l'a  fait  dans  le 
premier  cas,  par  les  premiers  mineurs  de  A  correspondant  aux  coefficients  des 
inconnues  du  premier  membre  et  en  ajoutant,  on  trouve 

A.aJi  =  7r,A|  -|-  ttzÂz  +  •••  +  ^n^»> 

A.a?2  =  TTiB,  -f-TTaBaH [-  TlnKj 


Les  valeurs  de  iPi,  iP2,  ...  a?n  fournies  par  ces  égalités  vérifient  le  système 
donné,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  u  inconnues  (Cnjf.\y 
Xn^^i  ...,  Xn^fx  que  renferment  les  quantités  tt. 

Comme  exemple,  soient  les  équations 

ftlO?!  -\-  biX2  -\-  C1X5  -f-  diXi,  =  5|, 

«2^1  4-  b2X3  -\-  C2XZ  +  dtXi  =  5j. 

Si  on  transpose,  on  peut  écrire 

cti^i  -|- biXi  =  St  —  CiXs  —  diXn, 
(i'2Xi  -|-  b2X2  =  Si  —  C2X5  —  diXi  ; 
celles  ci  donnent 


(St  —  CiXs  —  dtXij    6a)  («1,    52  —  C2XS  diXi) 

X\   =  ; ; >         Xt  = 


ou  bien, 


(atbi)  {aibi) 

_{Sib2)      (C1&2)  (dibi) 

{aibi)      (aibz)  (aibo) 

{aiSi)      (aiCa)  (aidi) 

(«162)        (fli&a)  («16») 

et  ces  expressions  vérifient  les  équations  proposées  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a?3,  X*.  Une  résolution  analogue  sera  toujours  possible  dès  qu'un 
déterminant  du  second  ordre  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  sera 
différent  de  zéro. 

05.   Cas  où  le  nombre  des  équations  surpasse  celui  des  Inconmies.    Con- 
sidérons, en  troisième  lieu,  le  système  suivant 

aiXx  +  bxX2-\;- ••• -\-l\Xn^=  qxy 

^2X1  -\-  bjXi  -[-••-[-  liXn  =  Ç2. 

(4)  •     •      •     

anXi   -f-  bnXi  -j  -  •  •  •   -f-  InXn  =  Qh, 
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Il  y  a  ici  une  équation  de  trop,   et  pour  que  toutes  ces  égalités  soient 

vérifiées  en  même  temps,  il  faut  que  les  valeurs  des  inconnues  provenant  de 

la  résolution  de  n  équations  du  système  satisfassent  à  l'équation  restante  ; 

leur  substitution  dans  cette  dernière  fournira  une  relation  entre  les  coefficients 

seulement  qui  sera  précisément  la  condition  de  compatibilité  du  système 

proposé. 

Posons 

X|  =  a\X\  4"  ^1^2  + 1-  liXn  —  (/«  =  o, 

X2  =  a^Xx  ■\-  biX2  -{-"•-{-  h^n  —  Q'a  =  o, 

et  désignons  par  è  le  déterminant  de  l'ordre  w  -{-  i  des  coefficients  y  compris 
les  termes  tout  connus.  On  arrive  à  la  condition  précédente  sans  résoudre 
les  équations,  en  multipliant  respectivement  par  les  premiers  mineurs 
Qi,  Q2,  ...  Qnf-i,  des  éléments  q,  et  en  ajoutant  ensuite  membre  à  membre; 
on  obtient  ainsi  la  relation 

^iQt-i-qtQi-] \-qn+\Qn+i  =  o 

ou  bien 

Donc,  pour  qu'un  système  de  n  -]-  i  équations  linéaires  à  n  inconnues 
admette  une  solution  commune,  il  faut  que  le  déterminant  de  tous  les 
coefficients  soit  nul. 

Cette  fonction  è  des  coefficients  se  nomme  éliminant  ou  résultant  des 
équations  proposées. 

En  supposant  la  condition  ^  =  o  remplie,  remarquons  que  la  multipli- 
cation des  équations  par  Qi,  Q2,  ...,  Qnjfi  fournit  l'identité 

QlX.  +  Q2X2  -\ 1-  ^n^n  +  ^n^X^n^^  ==  O 

d'après  laquelle,  si  n  équations  du  système  sont  vérifiées  par  certaines 
valeurs  des  inconnues,  il  en  sera  de  même  de  la  dernière.  Il  suffit  donc, 
pour  déterminer  Xx^  Xzy  ...  ^n,  de  résoudre  ces  n  équations,  comme  dans  le 
premier  cas. 

Enfin,  soit  le  cas  général  d'un  système  de  w  -j-  v  équations  à  n  inconnues, 

aiXx  -\-hiX2  H- [-l{Xn  =  qïy 

/A  a2Xi-\-h2Xi'\-  * — \-l^Xn  =  q2, 
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Toutes  ces  équations  seront  compatibles,  si  les  valeurs  des  inconnues 
déterminées  par  n  d'entre  elles  vérifient  les  v  équations  restantes.  La  substi- 
tution de  ces  valeurs  dans  celles-ci  conduira  à  v  relations  entre  les  coefficients. 
On  obtient  aussi  ces  v  conditions,  en  ajoutant  aux  n  premières  égalités,  par 
exemple,  successivement  chacune  des  autres  de  manière  à  former  v  groupes 
de  w  +  I  équations  à  n  inconnues;  on  égale  ensuite  le  déterminant  de  chacun 
de  ces  groupes  à  zéro. 

Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  satisfaites,  les  équations  de  chaque 
groupe  donneront  lieu  à  une  identité,  comme  nous  venons  de  le  voir.  En  vertu 
des  identités  ainsi  obtenues,  si  les  n  premières  équations  sont  vérifiées  par 
certaines  valeurs  des  inconnues,  il  en  sera  de  même  pour  la  (n -j-  i)'""% 
(n  -\-  2y^"*%  .,.,  {n-{-  v)"'"^  Il  est  donc  inutile  de  s'occuper  de  ces  dernières, 
et  il  suffit  de  déterminer  a?i,  a?2,  ...,  a?n  au  moyen  des  n  premières  équations. 

96.  Cas  particuliers.  Reprenons  le  premier  système  d'équa lions  que  nous 
avons  résolues  dans  l'hypothèse  où  A  était  différent  de  zéro,  et  posons  : 

Xi  =  aiXt  -}-biX2-\ -\-liXn       pi=Oy 

X2  =  «2^1  -|-  b20C2  -]-•••+  ^2Xn  Pn  =  O, 


X„  =  anXi  -{-  bnX2  -\ -f"  InXn  —  Pr^  =  O. 

Étudions  ce  système  dans  l'hypothèse  où  le  déterminant  A  des  coefficients 
des  inconnues  est  égal  à  zéro.  En  multipliant  ces  égalités  par  les  premiers 
mineurs  Ai,  A2,  ..,  A„,  et  en  ajoutant  il  vient  : 

pikx  -\-piÈ^2-\ |-pnA„  =  o. 

C'est  la  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  les  équations  proposées 
aient  des  solutions  communes.  Dans  ce  cas,  le  numérateur  de  l'inconnue  a?i 
est  nul;  il  en  sera  de  même  des  numérateurs  de  X2-,  x-,y  ...,  iPn;  car  lorsqu'un 
déterminant  est  égal  à  zéro,  les  mineurs  A,,  A2,  ...,  An  des  éléments  d'une 
colonne  sont  proportionnels  aux  mineurs  d'une  autre  colonne  quelconque  : 
on  doit  donc  avoir  aussi 

/)lB,  4-P2B2-I |-p„Bn  =  0,       PxCx-\-p2^2^ |-j9nCn  =  0,     ClC. 

D'un  autre  côté,  la  multiplication  des  égalités  par  A|,  A2,  ...,  An  conduit 
à  l'identité 

A.X,  +  A2X,  +  . . .  +  A„X„  =  o 

et  l'une  des  équations  est  une  conséquence  des  autres.  Le  système  proposé 
revient  donc  à  un  système  de  (w  —  i)  équations  à  ft  inconnues  que  l'on  devra 
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résoudre  comme  au  N°  94.  On  admet,  bien  entendu,  que  l'un  au  moins  des 
premiers  mineurs  ne  soit  pas  nul.  Soit 

L„  =  {ttibiCs  ...  kn-i) 
ce  mineur  différent  de  zéro;  les  7i  —  i   premières   équations    permettront 
d'exprimer  les  inconnues  Xij  a?2,  ...  Xn-t  en  fonction  de  Xny  et  les  valeurs 
ainsi  obtenues  satisferont  aux  équations,  quel  que  soit  a?». 
Comme  exemple,  considérons  les  égalités 

(fiXi  -\-  &ii)72  -\-  CiXi  +  diXt,  ==  Pif 
»2iP|   -■{■  bîXi  -{-  CiXi  -f-  ^2^4  =  ^2, 

a^Xi  -[-  biX2  +  CjXs  -\-  diX^  =  ps, 

dans  le  cas  où 

A  =  {aib2Csdi)  =  o, 
et  le  premier  mineur 

D4  =  («16203)  -^  o. 

Les  trois  premières  équations  peuvent  s'écrire 

a\Xi  -\-  biXa  -\-  CiXs  =  pi  —  diX^, 
a2X{  -\-  biX2  -\-  C2X5  =  P2  —  d2Xi,, 
CLîXx  -\-  biX2  -\-  C3X5  =  Pô  —  dsXi, 

Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  du  premier  membre  étant 
différent  de  zéro,  par  hypothèse,  on  peut  résoudre  ce  système  par  rapport  à 
a?i,  i^Ja,  i2?5,  et  l'on  trouve 

ipibid)      IdibiCs) 

(ci,b2Ci)      {aibid) 

{ctiPiCs)       {a^daCz) 

^2  =  r—r r  —  — (P^, 

(«162031        (fti&aCs) 

{aib2Ps)      (aibids) 
Xi  ==  .  —  . :  Xi. 

(«i^aCs)      (aib2Ct) 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x^,  ces  expressions  doivent  vérifier  les 
équations  proposées. 

Lorsque  plusieurs  mineurs  de  l'ordre  n  —  i  sont  différents  de  zéro,  il  est 
possible  de  plusieurs  manières  d'exprimer  n  —  i  inconnues  en  fonction  de 
l'une  d'elles;  il  faut  choisir,  dans  chaque  cas,  un  groupe  de  71  —  i  équations 
pour  lequel  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  tî  —  i  inconnues  n'est  pas 
égal  à  zéro. 
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Supposons  encore  A  =  o  ainsi  que  tous  ses  mineurs  de  l'ordre  n —  i, 
mais  l'un  au  moins  des  mineurs  de  l'ordre  n  —  2,  par  exemple  («iftaCs..  in-2), 
différent  de  zéro.  Ajoutons  successivement  aux  ;i  —  2  premières  équations, 
la  {n  —  lyème  gj  la  n^émt^  pQUP  former  deux  groupes  de  w  —  i  équations  dans 
lesquels  le  déterminant  de  ^ —  i  inconnues  est  égal  à  zéro;  si  le  système 
proposé  est  compatible,  chacun  d'eux  donnera  lieu,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  à  une  identité;  par  conséquent,  les  n  équations  proposées  constituent 
un  système  de  w  —  2  équations  distinctes  à  a  inconnues.  Il  faudra  donc 
résoudre  les  ?^  —  2  premières  équations  par  rapport  à  ip»,  a^a,  ...  Xn-2  et  l'on 
trouvera,  pour  ces  inconnues,  des  expressions  renfermant  Xn~\  et  Xn  qui 
restent  arbitraires. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  cette  proposition  générale  : 

Etant  donné  un  système  de  n  équatiotis  à  n  inconnues,  si  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues  est  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs 
de  l'ordre  n  —  i,  7i  —  2,  ...  ?^  —  k  -\-  i,  tandis  qu'un  mineur  au  moins 
de  l'ordre  n  —  k  est  différent  de  zéro,  il  existera  au  moins  un  groupe  de 
n  —  k  équations  pour  lequel  le  déterminant  des  coefficients  de  n  —  k 
inconnues  ne  sera  pas  égal  à  zéro;  il  donnera,  pour  ces  inconnues,  des 
expressions  renfermant  toutes  les  autres  et  propres  à  satisfaire  au  système 
proposé,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  ces  dernières. 

O'î.  Equations  linéaires  homogènes.  Soient  les  équations 

CllXi  -\-hiX2-\ +  hXn  =  o, 

,gv  a2Xi  -{-  biX2  -\ 1-  hxn  =  o, 

anODi     {-  hnXz  +  '    *  +  UXn  =  O  ; 

elles  sont  homogènes,  mais  si  on  les  divise  par  Xn  et  si  on  prend  pour  incon- 
nues les  rapports 

Xt        Xi  Xn-\ 

—  >     — >    •  •  •  »    » 

Xn         Xn  Xn 

elles  constituent  un  système  de  n  équations  non  homogènes  à  ?i  —  i  incon- 
nues; elles  ne  peuvent  admettre  de  solutions  communes  différentes  de  zéro  à 
moins  que  le  déterminant  de  tous  les  coefficients  ne  soit  nul.  Supposons  donc 

A  =  («,6203  ... /n)  =  o, 
ou  bien 

aïki  -\-  6|Bi  -\-  '"  ItLi  =0. 
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En  remplaçant  les  élémenls  «i,  bt,  ...  par  ceux  d'une  autre  ligne  quel- 
conque, on  aura  aussi 

a-At  -{-  &5B,  -{- 1-  IsLi  =  o, 


«nA, -|-6„B| -[-   •    -|-/«Li=o. 

II  résulte  de  la  comparaison  de  ces  relations  avec  les  équations  proposées, 
que  les  quantités 

•Aj ,      B| ,     Cl ,      .. . ,     Li 

sont  des  solutions  du  système  ;  il  en  sera  de  même  de 

u,,    AB,,    >c„    ...,    ;l,, 

X  étant  une  constante  quelconque.  Or,  le  déterminant  A  étant  nul,  les 
premiers  mineurs  d'une  ligne  sont  proportionnels  aux  mineurs  correspondants 
d'une  autre  ligne.  Donc,  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  un  système 
de  n  équatio?is  homogènes  sont  proportionnelles  aux  premiers  mineurs  d'une 
ligne  quelconque  de  leur  déterminant. 
Par  exemple,  pour  les  équations 

(i\OGi  -\-  h\X2  ~\-  CiXz  -\-  diXi  =  o, 

a2Xi  -\-b2Xp  -\-C9X5-{-d2Xi,  =  Oy 

ttiXi  -\-  bzX2  -{-  CzXs  -\-  dsXi  =  o, 

UiX^  -j-  buXa  -\-  dXt  -]-  diXi  =  o , 
on  aura 

Xt  -  X2  Xs  —  Xit 


{p\C2dz)      {a^Cidt)      (aibids)       {a^b2Cs) 

Dans  le  cas  général,  \es  n  —  1  inconnues  x^  X2t  ...,  Xn-.\t  s'exprimeront 
au  moyen  de  la  dernière  Xn  par  les  formules 

■An  -t>n  »»n 

Xy=  —  Xn,       X2=—Xni        ...,        Xn-l=-7-Xn. 
i-tn  Ijn  ^n 

Le  système  suivant  : 

a^Xi  -\-  b2X»  -f-  ••  *  +  hoCn  =  o, 


an-tXi  -\-  bn^iX2  -Jr  "'  '\-  L-iXn  =  O, 
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qui  renferme  n  —  i   équations  homogènes  à  n  inconnues  suffît  pour  déter- 
miner d'une  seule  manière  les  rapports 

X\  X2  iPn-l 

sans  aucune  condition.  On  fait  rentrer  ce  système  dans  le  précédent  en  y 
ajoutant  l'identité 

o.Xx  -\-  o.x-i-^-  •"  -r-  o.Xn  =  o. 

Le  déterminant  A  pour  les  n  équations  est  alors  égal  à  zéro,  et  on  peut 
écrire  que  les  inconnues  sont  proportionnelles  aux  mineurs  qui  correspondent 
aux  éléments  zéros  de  la  dernière  ligne  de  A. 

Ainsi,  pour  les  équations 

aicct  -\-  hiXi  -\-  CiXs  =  o, 
il  viendra 

Xi  — Xo  Xz 


(&1C2)        («iCz)        (^162) 

De  même,  pour  le  système 

ttiXi  -\-  biX2  -j"  ctXs  -\-  diXi  -\-  exXz  =  o, 
«23?!  -\-  b2X2  -\-  C2Xi  -\-  dzXs  -\-  BiXs  =  o, 
dsXt  +  bsX2  -{-  CsXs  -\-  diXi  -\-  ezXs  =  o, 

on  aura 

Xt  — X2  Xs  — Xtt  Xs 


(6102^364)       («102^564)      (^162^564)       (aib'iCsei)      (ai&gCsrf*) 

Cette  méthode  revient  à  donner,  pour  dénominateur  aux  inconnues 
affectées  alternativement  du  signe  -f-  et  — ,  le  déterminant  des  coefficients 
des  autres  inconnues,  en  conservant  les  lettres  dans  l'ordre  alphabétique. 

Nous  insistons  sur  cette  manière  d'opérer  parce  qu'elle  est  applicable 
aux  équations  non  homogènes;  il  suffît,  par  la  pensée,  de  supposer  le  terme 
indépendant  accompagné  d'une  inconnue  égale  à  l'unité.  Par  exemple,  pour 
résoudre  les  équations 

ttiil?!  -\-  biX2  +  Ci  =  o, 

^2X1  +  bzXt  -|-  C2  =  o, 
on  écrit  : 

Xi  —  Xi  I 


{biC2)      (aiCi)      (atbt)  ' 
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de  même,  pour  les  équations  à  trois  inconnues 

diooi  -f  btX2  -|-  CiXs  -\-di  =  o, 

ttiXi  -f-  /)2^2  -1-  C-iXs  ~\-  d2  =  o, 

cisXi  -\-  biXi  -[-  C3X3  -{-  dt  =0, 


il  viendra 


3/1  —  3/2  Xt,  —    I 


{hxc-îdz)      (aiddi)       (aibids)      («16205) 

C'est  la  manière  la  plus   élégante  et  la  plus    rapide  pour  résoudre   les 
équations  du  premier  degré. 

Nous  venons  de  voir  que  les  valeurs  des  inconnues  i2?i,  a?2,  ...,  â7n_i  qui 
satisfont  au  système  (6),  quand  A  =  o,  s'expriment  en  fonction  de  la 
dernière  Xn  qui  reste  arbitraire,  l'un  au  moins  des  mineurs  de  l'ordre  n  —  i 
étant  différent  de  zéro.  Lorsque  A  =  o,  ainsi  que  tous  les  mineurs  de  l'ordre 
n —  I,  tandis  qu'un  mineur  au  moins  de  l'ordre  n  —  2  n'est  pas  nul,  on 
démontre,  comme  précédemment,  que  deux  équations  sont  une  conséquence 
des  autres;  les  valeurs  des  inconnues  a?i,  Xf,  ...,  Xn-2  s'expriment  alors  au 
moyen  de  Xn-\  et  Xn  qui  restent  arbitraires.  Dans  le  cas  général  où  A  =  o 
ainsi  que  tous  les  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  n  —  k  exclusivement,  les 
équations  sont  satisfaites  par  des  valeurs  des  inconnues  dont  k  restent  arbi- 
traires. 

S  2. 

PROPRIÉTÉS    DU   RÉSULTANT    D'UN    SYSTÈME   D'ÉQUATIONS. 

98.  Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  à  une  inconnue 

ao^*"  +  ^»^"*~*  + \-am  =  o, 

^^^  b,x-  +  b,x^-'  +  ...  +  b,  =  o, 

la  première  du  degré  m  et  la  seconde  du  degré  n.  En  général,  une  racine  de 
la  première  équation  ne  satisfera  pas  à  la  deuxième,  pas  plus  qu'une  racine 
de  la  seconde  ne  satisfera  à  la  première.  Pour  qu'il  y  ait  une  solution 
commune,  une  condition  doit  être  remplie  par  les  coefficients;  elle  s'obtient 
par  l'élimination  dex;  le  premier  membre  de  l'équation  qui  en  résulte  se 
nomme  éliminant  ou  résultant;  en  d'autres  termes  le  résultant  des  équations 
proposées  est  la  fonction  des  coefficients  qui,  égalée  à  zéro,  exprime  qu'elles 
admettent  une  solution  commune.  Cette  définition  s'étend  d'elle-même  à  un 
systènae  de  A;  équations  à  A; —  i  inconnues. 


I 
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DésigQons  respectivement  par  xi,  Xiy  ...  a?^;  Çi,  Çj,  ...  ?n  les  racines  des 
équations.  On  aura 

f(x)  =  (lo  (X  —  Xi)  (X—X2)...{X  —  Xm), 

^{x)  =  bo{x  —  l,)  (a;  — ?,)...  (a;  — ?n). 

Si  on  substitue  les  racines  ?  dans  f{x)j  et  si  on  multiplie  tous  îes  résultats, 
il  vient  l'expression 

(2)    R  =  AS0A?2)...A^'»)  =  ^U?« -«0(^.-^2)  ...(?n-a?„.). 

De  même,  en  substituant  dans  F  (a?)  les  racines  x  et  en  multipliant  les  résul- 
tats, on  obtient  aussi 

(3)     R,  =  F(a?.)  ¥{X2)  ...  F(^„.)  =  6-  (xi  -  ^.)  {x,  —?»)•••  (a?m  —  W- 

Or,  si  une  racine  de  la  seconde  équation  vérifie  la  première,  un  des  facteurs 
du  produit  (2)  est  égal  à  zéro  et,  par  suite,  R  s'annule;  réciproquement,  si 
R  s'annule,  l'un  des  facteurs  doit  être  égal  à  zéro  et  les  équations  auront  une 
racine  commune.  Le  produit  Ri  jouit  de  la  même  propriété.  On  peut  donc 
prendre  l'une  des  relations  (2)  ou  (3)  pour  définir  le  résultant  en  fonction  des 
racines,  et  dire  :  1°  L'éliminant  est  le  produit  des  résultats  que  l'on  obtient 
en  substituant  dans  le  premier  membre  d'une  équation  toutes  les  racines  de 
l'autre  ;  2**  L'éliminant  est  le  produit  de  toutes  les  différences  que  l'on  peut 
former  avec  les  racines  des  deux  équations . 

Il  est  permis  de  laisser  les  facteurs  a*,  b'^,  car  on  les  suppose  diff  rents  de 
zéro.  Leur  présence  ne  peut  être  utile  que  dans  le  cas  où  il  serait  nécessaire 
de  considérer  une  racine  commune  infinie. 

Afin  d'étudier  les  propriétés  du  résultant,  rendons  d'abord  les  équations 
homogènes  et  écrivons-les  comme  suit  : 

(S        f{^^y)  =  «^oa?"*  4"  (f'iX'^~*y  +  ciiX'^-'^y^  -{- 1-  amy"*"  =  o, 

^"^^        F  (x,  y)  =  boX"  +  ftiOî^-'y  +>2iP"~y  -\ 1-  M"  =  o- 

En  représentant  les  racines  de  la  première  par  {xi,  3/1),  (o^j,  ^o). ...  (^m,  ym), 
et  celles  de  la  seconde  par  ($1,  yji),  (^2,  riz)  ...  (^n,  'Cn),  on  aura,  par  définition, 
pour  le  résultant, 

(5)  R=rt5l^.)/'fe'/l2)...AÎnU 

(6)  R,  =  F(xxyi)  F(a?2t/2)  F(x„,ym). 

Chaque  facteur  du  produit  (5)  est  homogène  et  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  a;  comme  il  renferme  n  facteurs,  R  sera  une  fonction 
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homogène  diidegré  7i  relativement  à  ces  coefficients.  La  présence  des  racines 
(?«.  >li)i  (^»»  ^2)  ®'^'  n'infirme  pas  celte  conclusion  parce  qu'elles  ne  dépen- 
dent que  des  coefficients  /)  de  la  seconde  équation.  Le  produit  (6)  montre 
également  que  le  résultant  est  une  fonction  homogène  du  degré  m  par  rapport 
aux  coefficients  ^o,  ^1»  etc. 

Remplaçons,  maintenant,  dans  les  équations  (4)2/  par  ly;  on  aura 

/■(a?,  ly)  =  aox"^  -\-  ailx'^-'y  +  a^l'^x'^-^'y''  -\ \-  aj.'^y'^  =  o, 

^^^       £{x,  ly)  =  boX*"  -\-  bilx'^-Uj  -\-  bil^x'^-^y^  +  •   •  +  ^nA"^/'*  =  o. 

Nous  savons  que  cette  transformation  a  pour  effet  de  multiplier  les  racines 
par  A;  donc,  les  racines  des  équations  (7)  seront  respectivement 

Par  conséquent,  le  résultant  R'  de  ces  équations  aura  pour  expression 
R'  =  F(Aa?i,  Xyi)^{AX2,  ly^)  ...  F(Aâ?m,  ^m); 
mais  F(a;,  y)  étant  homogène  et  du  degré  n,  chaque  facteur  renferme  A",  et 
comme  il  y  en  a  w,  il  vient 

R' =  A»»"F(^i3/,)  F(a?2?/2) ...  F(a;myw), 

c'est-à-dire, 

R'  =  A'»"R,. 

Or,  si  un  terme  arbs  de  R|  où  la  somme  des  indices  des  coefficients  a  et  6 
est  r  -\-  Sy  devient  après  la  transformation 

arl'bsl'  =  aAX'-+% 
il  faut  que  l'on  ait  : 

r  -|-5  =  tnn^ 

en  vertu  de  la  relation  précédente. 

Donc,  le  résultant  de  deux  équations  des  degrés  m  et  n  est  une  fonction 
homogène  des  coefficients  de  ces  équations  ;  il  est  du  degré  n  par  rapport 
aux  coefficients  de  la  première,  et  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients 
de  la  seconde;  enfin,  les  coefficients  portant  un  indice  égal  à  la  puissance 
de  la  variable  suivant  laquelle  elles  sont  ordonnées,  la  somme  des  indices 
dans  chaque  terme  est  constante  et  égale  au  produit  des  degrés  des 
équations. 

Cette  somme  des  indices  dans  chaque  terme  s'appelle  poids  du  résultant. 

Admettons  que  les  coefficients  des  équations  (4)  soient  des  fonctions  d'une 
nouvelle  inconnue  t  d'un  degré  égal  à  leur  indice  et  posons  y  =  i  :  nous 
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obtiendrons  un  système  de  deux  équations  non  homogènes  à  deux  inconnues. 
Par  réiimination  de  x,  on  arrivera  à  une  équation  en  t  du  degré  mn,  poids 
du  résultant  ;  elle  admettra  mn  valeurs  pour  t  et,  par  suite,  autant  de  valeurs 
pour  X.  Par  conséquent,  le  nombre  de  solutions  communes  à  deux  équations 
non  homogènes  à  deux  inconnues  est  égal,  en  général,  au  produit  des  degrés 
de  ces  équations. 

99,  Afin  d'arriver  à  une  loi  générale,  considérons  encore  le  système  de 
trois  équations  homogènes  à  trois  inconnues 

(8)       ^{x,y,z)  =  o,       (g)     N(a;,  y,  ^r)  =  o,       (lo)     P(a?,y,  z)  =  o 

des  degrés  m,  n,  p.  Nous  les  supposerons  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z  avec  des  coefficients  affectés  d'un  indice  égal  à  la  puissance 
de  z  dans  chaque  terme.  Les  deux  premières  résolues  par  rapport  k  xi  z,y  ' 
z  possèdent  mn  solutions  communes.  Soient 

(XxyxZi)^  (XiytZi)   ...  {XmnymnZmn) 

ces  valeurs  ;  en  les  substituant  dans  la  troisième  et  en  faisant  le  produit  des 
résultats,  il  vient  l'expression 

R  =  V{XiyiZi)V{X2y2Z2)   ...  V(XmnymnZmn), 

qui  devra  s'annuler,  si  les  trois  équations  ont  une  solution  commune  :  c'est 
le  résultant  de  ces  équations.  Chaque  facteur  renferme  les  coefficients  de  P 
au  premier  degré  et  comme  il  y  en  a  mn,  l'éliminant  sera  une  fonction 
homogène  du  degré  mn  par  rapport  aux  coefficients  de  la  troisième  équation. 
On  peut  aussi  obtenir  R  en  substituant  dans  (9)  les  mp  solutions  communes 
du  système  (8)  et  (10),  ou  encore,  en  substituant  dans  (8),  les  np  solutions 
communes  du  système  (9)  et  (10).  Il  en  résulte  que  l'éliminant  sera  aussi  du 
degré  mp  par  rapport  aux  coefficients  de  (9),  et  du  degré  np  par  rapport  aux 
coefficients  de  (8).  Enfin,  par  le  changement  de  z  en  ïz^  les  deux  premières 
équations  transformées  auront  pour  racines  communes 

(Aa?i,  Ay,,  Zi),  (1x2,  /3/2,  Zi),  etc. 

comme  on  peut  le  vérifier  sur  l'exemple  suivant  : 

x^  -\-y^  —  3^^^  +  '^■^^^  -\-  z^  =  o. 
En  remplaçant  z  par  Iz^  il  vient 

X^  J^y^  —  3/ic';^  -j~  '■^^*^^*  +  ^•'^*  =  0. 
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Substituons,  dans  le  premier  membre,  Ixi^  ^^i,  2r,  à  a;,  y  et  z;  on  trouve 
pour  résultat 

qui  est  nul  en  supposant  a?,,  yi,  Zi  racines  de  l'équation  primitive. 

D'après  cette  remarque,  le  résultant  R'  des  équations  transformées  aura 
pour  expression 

R'  =  P(>iPi,  Ayi,  AZi)V{lx2f  "kyt,  IZ2) ... 
ou  bien 

R'  =  A'"«pP(iP,y,2r,)  V(x.y2Zi) ..., 

c'est-à-dire, 

R'  =  A*»''PR. 

Ôr,  un  terme  arbg  ...  de  R  devient  par  la  transformation  ar^^'bal'  ...,  et, 
par  suite,  on  doit  avoir  la  relation 

r  -\-  s  -\-  •  •  •  =  mnp  : 

la  somme  des  indices  des  coefficients  dans  chaque  terme  est  constante  et  égale 
au  produit  des  degrés  des  trois  équations. 

Supposons  encore  que  les  coefficients  des  équations  proposées  soient  des 
fonctions  d'une  nouvelle  inconnue  t  d'un  degré  égal  à  leur  indice,  et  posons 
z  =  i  ;  on  aura  un  système  de  trois  équations  non  homogènes  à  trois  incon- 
nues. L'élimination  de  x  et  de  y  conduira  à  une  équation  en  t  dont  le  degré 
sera  égal  au  poids  imip  du  résultant;  on  en  déduira  pour  t,  et,  par  suite, 
pour  X  et  y,  mwp  solutions  communes . 

En  continuant  le  même  mode  de  raisonnement,  on  arrive  à  ce  beau 
théorème  général  : 

Le  résultant  de  k  équations  homogènes  à  k  inconnues  ou  de  k  équations 
non  homogènes  à  k  —  i  inconnues  est  une  fonction  homogène  des  coefficients 
de  ces  équations  ;  son  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  chacune  d'elles 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  toutes  les  autres;  les  équations  étant 
ordonnées  par  rapport  à  une  inconnue  avec  des  coefficients  portant  un 
indice  égal  à  la  puissance  correspondante  de  cette  inconnue,  la  somme  des 
indices  dans  chacun  de  ses  termes  est  constante  et  égale  au  produit  des 
degrés  de  toutes  les  équations . 

Un  système  de  k  équations  non  homogènes  à  k  inconnues  admet,  en 
général j  un  nombi^e  de  solutions  communes  égal  au  produit  de  leurs  degrés . 
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lOO.  Le  résultant  des  équations 

f=o     et     F  =  o 
de  même  degré  m  est  égal  à  celui  des  équations 

7f-\.  pY.  =  o,     }/f-\-  ^'F  =  o 

à  part  Un  facteur  qui  ne  dépend  que  des  constantes  1,  /',  ^i,  (x' .  En  effet,  on 
sait  que  le  résultant  s'obtient  en  substituant  dans  l'une  des  fonctions  les 
racines  de  l'autre;  par  suite,  en  représentant  par  Rf/",  F)  le  résultant  de  f  et 
de  F,  on  aura  d'abord  les  relations 

R{/'+;cF,F)  =  R(/',F), 

R(/-,A/+F)  =  R(/-,F), 

R(/r/'+F,F)  =  A-R(/-,F), 

D'après  ces  égalités,  il  vient  successivement  : 

u""R(//'+ aF,  /Y+^'F)  =  RLa'(//-+^F),  A^+^'F] 
=  R[f./(//+  pF)  -  ^(/Y+  fx'F),  ;//•+  fx'F] 

=  (V  -  y-ir^  R(A  rf+  f^'F)  =  ^'-(Aa'  -  pX')-  Mf.  F), 
et  par  suite, 

R  (;/•+ f/F,  ;//•+ fx'F)  =  (V  -  p.Ar  R  (A  F). 

Donc,  si  on  remplace  deux  fonctions  du  degré  m  à  une  variable  par  des 
expressions  linéaires  de  ces  fonctions,  le  résultant  reste  invariable  en  négli- 
geant un  facteur  indépendant  des  coefficients  de  ces  fonctions.  Cette 
propriété  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

S  3. 

MÉTHODES    d'élimination. 

toi.  Méthode  d'Euler,  Étant  données  les  équations 

/'(£r)  =  aûa?*"4-^i^'""' + |-rtm  =  o, 

(  i) 

F(a?)  =  M''-l-^i^**"'M \-^n  =  o, 

proposons-nous  d'éliminer  x  ou  de  trouver  leur  résultant.  Si  elles  admettent 

une  racine  commune  /<,  les  premiers  membres  sont  divisibles  par  x  —  It, 

et  les  quotients  étant  du  degré  m  —  i ,  on  aurait  une  égalité  de  la  forme 

f{x)  a^X"^-^  -\- OL\X'^~'* -^  "- -\- 0L^-\ 


(2) 


14 
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Dans  le  cas  d'une  seule  racine  commune,  la  fraction  du  second  membre 
ne  peut  subir  une  plus  grande  simplification,  ni  devenir  indéterminée  pour 
une  valeur  de  x.  En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  la  relation 

A^)  (Poa;»- +  (3.;z;-*  +  ...  +  ^._0 

qui  constitue  l'identité  d'Euler.  Le  premier  membre  est  un  polynôme  du 
degré  m-\-n  —  i  ;  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X.  on  arrive  à  un  système  de  m  -\-  n  équations  homogènes  par  rapport  aux 
coefficients  ao,  «i,  ...,  (3o,  (3,,  ...  qui  sont  aussi  au  nombre  de  m  -\-  n.  Si  on 
les  divise  par  ao,   on  aura  un  système  de  m  -{-  n  équations  à  7n-\-  n  —  i 

inconnues  qui  seront  les  rapports  — »  — »  etc.  Or,  s  il  n  existe  qu'une  seule 

racine  commune,  ces  rapports  ont  des  valeurs  déterminées;  par  suite,  leur 
déterminant  R  doit  être  égal  à  zéro,  et  l'un  au  moins  de  ses  premiers  mineurs 
ne  sera  pas  nul.  Ce  déterminant  constitue  une  fonction  des  coefficients  qui, 
égalée  à  zéro,  exprime  que  l'identité  (2)  existe,  et,  par  conséquent,  que  les 
équations  proposées  ont  une  racine  commune;  c'est  donc  leur  résultant. 
La  condition  unique 

R  =  o 

correspond  à  une  seule  racine  commune;  il  ne  peut  y  en  avoir  d'autre,  à 
moins  que  tous  les  mineurs  de  l'ordre  n  —  i  de  R  soient  nuls;  dans  ce  cas, 
en  effets  la  détermination  des  rapports  des  coefficients  serait  multiple,  et 
l'identité  fondamentale  aurait  lieu  de  plusieurs  manières. 

Après  avoir  déterminé  les  rapports  des  coefficients,  la  racine  commune 
s'obtient  en  divisant  f  [^x)  par  ao^?'""'  -j"  '^i^'""*  + V  «m-i. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  équations  proposées  admettent ^9  racines 
communes  et  pas  davantage.  En  divisant  f{x)  et  F  (a?)  par  le  produit  des 
facteurs  linéaires  qui  leur  correspondent,  on  trouverait  des  quotients  respec- 
tivement des  degrés  m  —  p  et  ?i  —  p;  dans  ce  cas,  on  peut  écrire 

'f{x)  _  ocp.ix'^-p  +  ap-23;^-P-'  -\ \-c^.m-i 

Il  n'existe  plus  de  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction.  Le 
nombre  des  coefficients  a.  et  [5  est  m -^  71  —  2p  -\-2;  en  divisant  par  ap_i, 
il  en  résultera  m  -^n  —  2p  -\-  1    rapports   des  coefficients  qui  auront  des 
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valeurs  déterminées.   D'un  autre  côté,  si  on  met  l'idenlilé  précédente  sous  la 
forme 

le  premier  membre  est  du  degré  m  -\-  n  —  p  ;  en  égalant  les  coelTicienls  des 
puissances  de  a?  à  zéro,  on  trouve  m  -\-  n  — p  -\-  i  équations  homogènes 
entre  les  constantes  ap_i,  ap_2,  etc.  qui  doivent  être  compatibles.  Si  l'on 
prend,  dans  le  système  total,  ?n  -\-  n  —  2p  -j-  i  équations  pour  en  déduire 
les  valeurs  des  rapports  des  coefficients,  les  p  équations  restantes  seront  satis- 
faites par  ces  valeurs.  On  arrive  ainsi  à  p  relations  entre  les  coefficients  qui 
formeront  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équations 
proposées  admettent  jo  solutions  communes.  Comme  nous  l'avons  fait  remar- 
quer dans  la  résolution  des  équations  linéaires,  on  trouve  ces  conditions  en 
ajoutant  à  un  système  de 

m  -\-  n  —  2p  -\-  î 

équations  successivement  une  des  p  équations  restantes,   et  en    égalant  le 
déterminant  de  chacun  des  p  groupes  à  zéro. 
Enfin,  si  on  divise  f{x)  par 

il  viendra,  en  égalant  le  quotient  à  zéro,  une  équation  du  degré  p  propre  à 
donner  les  racines  communes. 

10!$.  Appliquons  la  méthode  d'Euler  à  quelques  exemples. 
a)  Trouver  le  résultant  des  équations 

booc^  +  bix  +  ^2  =  o. 
L'identité  fondamentale  est  ici  : 

(aox'^  -{-  *i^  -\-  ^2)  (j3oJ?  -f-  |3i)  —  (boX^  -\-  hiX  -\-  bi)  {(XoX  -\-  «i)  =  o. 
On  égale  à  zéro  les  coefficients  des  puissances  de  a;  et  on  trouve  le  système 

ao(3o  —  ^'o^o  =0, 

(h^o-\- Ci^^i  —  biUo  —  ^0^1=0, 
ft2i3o -]- ftijSi -- 6aao  —  ï^iai  =  O, 
û^2|3i_ — b^ai  =0, 
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Le  résultant  est  le  déterminant  de  ces  équations;  en  considérant  les  incon- 
nues dans  l'ordre  j3o,  /3i,  «o,  «i,  il  vient  : 


R  = 


o 


o 

bo 

1)2 


«1     ao     bi 
«2     ai     bi 
I  o      ft2      o 
b)  Trouver  le  résultant  des  équations 

ttf^x^  +  dix^  -\-  diX  -}-  as  =  o,     b^x"^  -\-  bix  -|-  62  =  o. 
L'identité  d'Euler 

(a^x^  +  chx^  +  ft2^  +  «5)  (f3oa?  H-  (3i) 
—  {boX^  -}-  &iir  -|-  ^4)  («0^'  -1-  «1^  -]-  «2)  =  o 
conduit  aux  équations  suivantes  : 

fto(3o  —  bo(Xo  =0. 

a,(3o  +  ftol3| — btOLo—boai  =0, 

«2l3o-}"^«(^'    ^^2^0    &!«!  ?'oa2  =   o, 

«sjSo -|- a2|3i — fti^i  —  &iaa  =0, 


«spi  — 

&2a2 

= 

On  en  déduit 

R  = 

fto 

0 

-&o 

0 

0 

ft| 

«0 

— />. 

-bo 

0 

«2 

«1 

—  ?>2 

-bt 

-^0 

«3 

as 

0 

—    &2 

—  &. 

0 

rtî 

0 

0 

-?>2 

c)  Résoudre  les  équations 

3^' +  4^^  +  3^' —  92/ —  15^  =  o» 
y*  —  2Xj/  -\-x^  -\-  2y  —  îox  =  o. 

Il  faut  commencer  par  les  ordonner  relativement  à  l'inconnue  û).  On  a 

3^?'  +  (47/  —  15)  ^  4-  32/'  —  92/  =  o, 
a?*  —  (lo-j-  2?/)  :c-]-2/*  +  22/  =  o. 

Ce  sont  des  équations  du  second  degré  par  rapport  h  x  dont  les  coefficients 
c^oj  0^1,  «2,  60,  èi,  bz  sont  respectivement 

3,     42/— 15,     sv'-^gp; 
I,     —(10 +  2?/),     2/* +  22/. 


i 
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Par  conséquent,  d'après  l'exemple  (a),  l'élimination  de  cette  inconnue 
conduit  à  l'équation 


3» 
42/  —  15' 


o. 


W 


-gy,    42/—  15, 
o,       32/'  •—  92/, 


=  0, 


I,  o 

-(IO-1-27/),  I 

Z/'  +  22/,     —(10  +  22/) 

o,  7/  -)-  22/ 

ou  bien,  en  développant^ 

42/  (2/^  +  22/^  —  gy—  18)  =  o. 
La  résolution  de  cette  équation  donne  pour  les  racines 

2/  =  o,     2/ =  3'     ?/  =  — 3^     2/  =  — 2. 
Afin  de  calculer  les  valeurs  de  x  qui  leur  correspondent,  il  suffît,  dans  cet 
exemple,  d'éliminer  x^  entre  les  équations  proposées;  ce  qui  donne  l'équation 
du  premier  degré  en  x 

(3  +  22/)  a?  — 32/  =  o. 

En  y  substituant  successivement  les  racines  précédentes,  on  trouve 

a7  =  o,    a7=i,     x  =  3,    x  =  6. 

Les  équations  données  admettent  donc  les  quatre  solutions  communes  : 

(0,0),     (3,1),     (—3,-1-3)^     (_2,  +  6). 

I03.  Méthode  deSylvester.  Soient  toujours  les  deux  équations 

f(x)  =  o,     F(i(7)  =  o 

des  degrés  m  et  n  à  une  inconnue.  Multiplions  la  première  successivement  par 

x\  a?',  07%  a?%  ...,  o;'»"', 
et  la  seconde  par 

//»0        nt\        /ni       /y»3  /ym—i 

On  obtient  ainsi  le  système  d'équations 

f(x)  =  o,     xf{x)  =  o,     x^f(x)  =  0,     .. 
F  (ic)  =  o,     xV{x)  =  o,     x^¥(x)  =  0,     .. 


0?-»-'  /"(a?)  =  0; 
ic"»-'F(:r)  =  o, 


dont  le  nombre  est  m  -)-  n.  S'il  existe  une  racine  commune,  elle  satisfera  à 
toutes  les  équations  de  ce  système.  Or,  en  prenant  pour  les  inconnues  les 
diverses  puissances  de  x 

Xy  X\  x\  ....  0;'»+''-', 
les  équations  précédentes  forment  un  système  de  w  4-  n  équations  linéaires 
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î,  ^yi  -i-n I  inconnues.  Il  y  a  donc  une  équation  de  trop,  et  comme  elles 

admettent  une  solution  commune,  le  déterminant  R  de  tous  les  coefficients 
des  premiers  membres  sera  égal  à  zéro,  ou  encore,  si  on  prend  les  valeur»  des 
inconnues  tirées  é(t%m-\-n — i  premières  équations  pour  les  substituer  dans 
la  dernière,  on  obtiendra  une  identité. 

Le  déterminant  R  est  donc  l'éliminant  des  équations  proposées.  Lorsqu'il 
s'annule,  il  y  a  une  solution  commune  et  une  seule,  si  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  dans  un  groupe  de  m  -\- n  —  i  équations  du 
système  est  différent  de  zéro. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  équations  données  possèdent  p  racines 
communes.  On  forme,  dans  ce  cas,  le  système  suivant  : 

/•(.z?)  =  o,     xf(x)  =  o,     x^f{x)  =  o,     ,..,     x''-Pf{x)  =  o\ 
F(.r)  =  o,     a?F(a?)=o,     d?''F(a7)  =  o,     ...,     x'''-pV{x)=  o. 

Toutes  ces  équations  dont  le  nombre  est  '^ 

m  —  p  -\-  1  -\-n  —  V  -\-  i  =  m  -\~  n  —  2p  -\-  2 
sont  vérifiées  par  les  racines  communes.  On  prendra,  par  exemple,  les 

m  -\-n  —  2jt9  -["  ï 
premières  équations  pour  les  résoudre  relativement  aux 

m-\-  n  —  2p  -\-  i 
quantités^ 

considérées  comme  inconnues;  en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  la 
dernière,  il  en  résultera  une  identité  renfermant  cc^'^,  xp~^,  ...,ic  et  un 
terme  indépendant;  pour  que  cette  relation  ait  lieu,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  ces  quantités,  leurs  coefficients  ainsi  que  le  terme  indépendant 
doivent  être  nuls.  On  les  égalera  donc  à  zéro,  et  l'on  obtiendra  ainsi  les/?  con* 
ditions  qui  doivent  être  remplies  dans  le  cas  de  p  racines  communes  entre  les 
équations  proposées.  Nous  indiquons  plus  loin  la  manière  commode  de  former 
ces  conditions  ainsi  que  l'équation  aux  racines  communes. 

iO-4.  Comme  application  de  cette  méthode,  nous  donnerons  les  exemples 
suivants  : 

d)  Trouver  le  résultant  de  deux  équations  de  même  degré.  Soient  d'abord, 

a-ox^  -\-  ciiX  -]-  ft2  =  o, 
booc^  -\-  bix  -j-  62  =  o. 
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II  faudra   multiplier  par  x^  =  i  et  œ;  les  équations  de  Sylvester  seront 
donc  : 

f(x)  =  o.x^  -\-  (luX^  -\-  a,x  -|-  a.  =  o, 
xf  x)  =  aoX-'  -j-  a,x'-  -}-  a^x  -}-  o  =  o, 

Y{x)  =  o.x'^  -\-  box^  -\-  hiX  -j-  bi  =  o, 
xY{x)  =  biX^  -J-  biX^  -j-  b2X  -|-  o  =  o. 

Nous  avons  donné  un  coefiîcicnt  o  aux  puissances  qui  manquent  dans 
chacune  d'elles.  Le  résultant  est  le  déterminant  de  ce  système;  par  suite, 

R  =       o       tto     (li  a, 

Œo     (i[     cf'2  o 

o      bo     bi  b2 

bo      bi      b2  o 

Pour  deux  équations  du  troisième  degré 

aox^  -\-  aix^  -j-  aiX  -\-  a^  =  o, 
bnx^  -|-  bix^  -\-  b^x  -|-  65  =  o, 

il  faudrait  multiplier  par  i,  â?,  a;';  la  plus  haute  puissance  de  Cô  sera  x^.  La 
première  équation  de  Sylvester  renfermera  deux  zéros  au  commencement  ;  la 
seconde  un  zéro  au  premier  terme  et  un  autre  au  dernier;  la  troisième  deux 
zéros  à  la  fin.  Par  conséquent,  le  résultant  sera  de  la  forme 

R  =        o       o     ao     (i\     (li     ci$ 


0 

ao 

at 

ai 

as 

0 

ao 

ai 

ai 

as 

0 

0 

0 

0 

K 

b, 

b2 

^3 

0 

bo 

b, 

b2 

bs 

0 

bo 

bi 

b2 

bs 

0 

0 

La  loi  de  formation  de  ces  déterminants  est  évidente,  et  on  peut  écrire 
immédiatement  le  résultant  de  deux  équations  quelconques  de  même  degré 
sans  former  les  égalités  de  Sylvester. 

e)  Trouver  le  résultant  des  équations 

aox*'  -]-  aix^  +  a^x-  -)-  asx  -|-  a»  =  o, 
boX^  -{-biX-\-bi  =  o, 
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Il  faudra  former  le  système  suivant  : 

X  f{x)  =  aox^  -j-  ŒiX^  -\-  a-iX^  -\-  a^x^  -\-  a,x  -|-  o  =  o, 
Y{x)  ==-.  o,x^  -\-  o.x*'  -\-  o,x^  -\-  h^x^  -\-  biX  4-  ^'2  =  o, 

x'F{x)  =  o.x''  -\-  o.x*  -\-  J)qX^  -["  ''i^^'  4"  '^'^  -|-  o  ^  o, 
a?2  F(iC)  =  o.x''  -\-  b^x^  -\-  h,x^  -j-  h2X-  -\-  o.x  -j-  o  =  o, 
x'^  F(j?)  =  hax^  -\-  bix*  -\-  b2X^  -\-  o.x-  -{-  o.x  -j-  o  =  o. 

Par  suite,  il  vient,  pour  le  résultant, 

Il  = 


o 

ao 

Ch 

a  2 

«3 

a; 

tto 

fti 

«2 

as 

a-, 

o 

O 

o 

O 

bo 

b, 

,b. 

O 

o 

bo 

b, 

b2 

o 

o 

bo 

&. 

b> 

o 

o 

^0 

h, 

b,- 

o 

o 

o 

Il  n'est  pas  difficile  d'en  tirer  une  règle  pour  former  le  résultant  de  deux 
équations  quelconques  sans  écrire  aucune  équation  intermédiaire. 
f)  Résoudre  les  équations  à  deux  inconnues 

x'^  —  gy  =  o.. 

Par  l'expression  du  résultant  de  l'exemple  (d)  pour  deux  équations  du 
second  degré,  l'élimination  de  x  donne  pour  résultat  : 

=  o 


0 

0 

y  — 

3 

b 

0 

2/  — 3 

a 

0 

0 

I 

0 

—  gy 

I 

0 

—  9 

.V 

0 

ou  bien, 

y^  —  6?/*  +  92/  —  4  =  o, 

qui  admet  une  racine  double  égale  à  i  et  une  racine  simple  égale  à  4.  En  les 
substituant  dans  la  première  équation,  on  en  déduit  :  x  =  ^^  x  ==  —  6.  Les 
équations  proposées  possèdent  donc  un  couple  de  racines  doubles  (3,  i)  et  un 
couple  de  racines  simples  ( —  6.  j). 


n 


"W  -4- 


^ 


1   -  ^^ 
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Ç>-0 


s.  0 


7    - 


'^  -l 


->r^. 


105.  Il  nous  reste  encore  à  considérer  le  cas  de  deux  équations  qui  ont 
un  certain  nombre  de  racines  communes.  Soient,  d'abord  les  équations 

aox^  -\-  a^x"^  -|-  (I2X  -\-  a-^=^o, 
haX'  -{-  hiX-  -\-  b2X  -±-hs  =  0. 
Cherchons  les  conditions  pour  qu'elles  admettent  deux  solutions  communes. 

On  a  : 

m  —  p  =  7t  —  jj  =  i  ; 

il  faut  donc  multiplier  par  i  et  x.  On  trouve  ainsi  les  équations 
o.â?*  -)-  (*u^^  -f-  (iiX^  -j-  a-jx  -}-  ^^3  ==  o 
ttoX^  -|-  ciiX^  -|-  ciiX^  -{-  a-.x  -|-  o  =  o, 
o.x^  -\'  l\x^  +  hyx-  -\-  hiX  -\-  })i  =  o, 
bf^x*  -\-  biX'  4"  ^2^"  +  bsoo  -[-0=0. 
Résolvons  les  trois  premières  par  rapport  à  a?*,  x^f  x^.  On  aura 


(^) 


X' 


x^ 


tto     ai     a2X  -\-  «3 

(tt       «2       CiiX  -\- O 

bo     bi      b-^x  -\-  bs 


o     .tti     a2X -\- as 
ao     a-2     «3^  +  0 

o      ^1      btX-{-b5 
—  T 


o      ao     a2X  -(-  «5  o      ao  ai 

ao     ai      a5X-{-o  ao     ai  ^2 

o      bo      b2X  -{-bs  o      bo  b 

En  substituant  dans  la  dernière  équation,  on  trouve 


«    I 


ao     ai     «2 

ai     «2     as 

bo     bi     62 
ao     tti     az 

ai     ai     o 
^0     ^1     bs 


bi 


—  bi 


o      ai     «2 
ao     «2     ^5 

o        ^1       62 

o      «(     az 
ao     «2     o 

o         61        ^5 


-]-b, 


+  bi 


o      ao     ai 
ao     ai     a-, 
o      bo      bz 
o      ao     as 

ao     ai     o 
o      bo      bs 


-b. 


o  ao  ai 
ao  «I  «2 
o       />o     ^'1 


«0     ^1 


ao     ai 
o      bo 


c'est-à-dire,  en  changeant  les  signes, 
X      o      ao     ai     a2     -\- 


o  fto  ai  «2 

ao  fta  «a  ^5 

o  &o  bi  6a 

bo  bi  b>  bs 


o 
ao 

o        60 
bo     bi 


ao     ai  as 

ai     «2  o 

bi  bs 

bi  o 


=  o. 
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Cette  dernière  relation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  a?;  par  conséquent,  en 
égalant  à  zéro  les  deux  déterminants  qu'elle  renferme,  on  obtiendra  les  con- 
ditions cherchées.  Si  on  compare  leurs  colonnes  avec  celles  des  équations  (5), 
on  trouve  qu'ils  sont  formés  avec  les  colonnes  des  coefficients  des  inconnues 
a?*,  x^f  x'^  auxquelles  on  ajoute  successivement  les  colonnes  des  coefficients 
de  X  et  de  x^. 

Quant  à  l'équation  aux  racines  communes,  elle  s*obtient,  dans  ce  cas,  par 
l'élimination  de  x^  entre  les  équations  proposées. 

De  même,  dans  le  cas  général  des  deux  équations 

f{x)  =  o,     F(a;)  =  o 
ayant  p  racines  communes,  après  avoir  formé  le  système 

(s')       A^^  =  ^'     ^A^)  =  ^>      x'f{x)  =  o,     ...,      x''-Pf{x)  =  o; 
V[x)==o,     x¥{x)==Oy     x^}J{x)  =  o,     ..  ,     x'^~pV{x)  =  o, 

on  résoud  les  m-\-  n  —  2p  -{-  i  premières  équations  par  rapport  à 

pour  substituer  leurs  valeurs  dans  la  dernière  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer, et  on  arrive  également  à  cette  conclusion  : 

Les  conditions  pour  que  les  équations 

des  degrés  m  et  n  admettent  p  racines  communes  s'obtiennent  en  égalant  à 
zéro  les  déterminants  formés  avec  les  colonnes  des  coefficients  de 

du  système  (5')  auxquelles  on  ajoute  tour  à  tour  les  colonnes  des  coefficients 
de 

xp~\     xp-\     x^-^,     ...,     a?%     X,     x^ 

Afin  d'arriver  à  l'équation  aux  racines  communes,  on  prend  le  système 
des  m  -\-n  —  2p  équations 

f{aj)  =  o,     crf{x)  =  o,     x-f(x)  =  Of     ...,      x^'-p-^fix)  =0; 
'P{x)  =  o,     x¥(x)  =  o,     x''¥{x)  =  Oy     ...,     a;'"-p-'F(a?)  =  0.^ 
et  on  élimine  les  m-\-oi  —  2p  —  i  quantités 

on  trouve  ainsi  une  équation  du  degré  p  qui  est  vérifiée  comme  les  précé- 
dentes par  les  racines  communes;  ce  sera  l'équation  demandée. 
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10<».  Méthode  de  Bezout-Cauchy .  La  méthode  de  Sylvester  donne,  pour 
deux  équations  du  degré  m,  un  résultant  représenté  par  un  déterminant  de 
l'ordre  2m..  La  méthode  de  Bezout  que  nous  allons  exposer  offre  cet  avantage 
de  fournir  pour  le  résultant  un  déterminant  de  Tordre  m.  Elle  a  été  reprise 
et  modifiée  par  Cauchy  dans  la  manière  d'opérer.  Considérons  d'abord  le  cas 
de  deux  équations  de  môme  degré 

f[x)  =  aoX'"  -|~  C^iX*""'  + 1-  Cl  m  =  O, 

F(x)  =  hox"^  +  bix"^-*  -f-  •   •  +  ^^m  =  o. 
Transportons  une  partie  des  termes  au  second  membre  comme  suit  : 

&oX"»  +  />,a;'"-'-l [-5ft_,x'"-^+*  =  —  {bkX'^-''-\-bk^.iX"'-''-'  -{ \-bm); 

le  nombre  k  peut  avoir  une  valeur  quelconque  depuis  1  jusqu'à  m.   Si  on 
divise  membre  à  membre,  on  trouve,  en  supprimant  le  facteur  x"*~''+', 

box'^-'  -l-&.x*-2  -\ (-6fc_i"~?)4X"*-*  +  bk^a'"-"-'  -1 h&m 

ou  bien,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(a)       ■  ((tobk  —  ftA&o)x»"-'  -\-  [{aobk+i  —  boak+\)  -\-  {ad)k  —  biak)]x*^-^ 

-\-  [{aobk+2  —  boft-k-^i)  -\-  {ctibk+t  —  b^Œk+i)  +  (a2bk  —  &2«ft)]x"'  '^  -j 

+  {ak-tbm  —  (fmbk-i)  =  o. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  par  \k,i  le  coefficient  de  x"*"',  et  l'on 
aura  ainsi  : 

(a')  A/,,,x"*-'  -f  kk,<iX"'-^  -4 1-  Afc,„._,x  +  kk,m  =  o. 

Posons  maintenant,  dans  l'équation  (a'),  A;  =  i,  2,  3,  •••  m;  il  en  résultera 
les  ni  équations 

A,,<x«-'  +  A,,2X^-*  H \-  kx,n.  =  O, 

As.lX'"-'  H-  A2,2X'»--  -| h  A2,m  =  O, 


Am,lX'«-'  +  Am,2X'"-'H !-  Am,m=  O. 

D'après  leur  origine,  elles  seront  vérifiées  par  une  racine  commune  aux 
équations  proposées.  Or,  en  regardant  x*"""*,  x"*~*,  ...,  x',  x  comme  les 
inconnues,  il  y  a  une  équation  de  trop;  par  suite,  le  déterminant  de  tous  les 
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coefficients  doit  être  nul,  et  ce  déterminant  est  le  résultant  des  deux  équations. 
On  aura  donc  : 


11  = 


»,« 


^«,1 


Al, 2 

A,., 


Am.  I         A 


m.  2 


A, 


On  conclut  encore  de  ce  qui  précède,  qu'en  prenant  les  m  —  i  premières 
équations  pour  déterminer  les  inconnues,  et  en  substituant  leurs  valeurs  dans 
la  dernière,  on  obtiendra  une  identité.  La  racine  commune  se  déduit  du 
système  précédent  en  cherchant  la  valeur  de  x.  Représentons  par  Rm_i  le 
déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans  les  7?i  —  i  premières  équations 
et,  par  Sm_i,  ce  qu'il  devient  en  remplaçant  les  coefficients  de  x  par  les 
termes  indépendants;  on  aura,  pour  déterminer  la  racine  commune,  la  relation 

XRm-l  -j-Sm-i  =  o. 

Examinons  encore  le  cas   où  les  équations  données  admettent  p  racines 
communes.  Si  on  pose,  successivement,  dans  (a'), 

k=  I,  2,  3,  ...,  m  — p-J-  I 

on  trouve  les  m  —  />  +  i  équations 

A,,,:5"»-'  +At,2X"'-''-\ [-A,,n.  =  o, 


(a-) 


qui  sont  vérifiées  par  les  racines  communes;  en  prenant  les  w  —  p  premières 
équations  pour  déterminer  les  m  —  p  inconnues 

en  fonction  des  autres  x^-*,  ...,  a;  et  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la 
dernière,  il  en  résultera  une  identité;  par  suite,  les  coefficients  de 

i»p~',    a?p-^     ...,     x\     x\     x" 
égalés  à  zéro  fourniront  les  relations  qui  doivent  exister  dans  l'hypothèse  de  p 
racines  communes  entre  les  équations  proposées.  Enfin,  si  on  élimine  dans  le 
système  de  ces  m  —  p  équations  les  quantités 

on  trouvera  une  équation  du  degré  p  propre  à  fournir  les  racines  communes, 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  méthode  de  Sylvester,  les  p  condi- 
tions se  déduisent  du  système  (a")  en  formant  des  déterminants  avec  les 
colonnes  des  coefficients  de 

auxquelles  on  ajoute  successivement  la  colonne  des  coefficients  de 

/y.p— I  yP — 2  rf  yd 

*A/  m  «A/  y  •  •  •  •  *A/  «  <A/      • 

Lorsque  les  équations  ne  sont  pas  du  môme  degré,  on  écrit  les  termes 
qui  manquent  avec  des  coefficients  nuls:  par  exemple, pour  7i  <^  m,  la  seconde 
équation  prendra  la  forme 

O.  X'"-|-0.  iC"»-'  -\ 1-0.  X"-!-'  +/>m_na:''+&m-n4.lX'»-'  -\ \-hm  =0. 

La  méthode  réussit  encore,  en  se  servant  de  l'équation  fondamentale  (a)  et 
en  tenant  compte  des  coefficients  nuls. 

t09.  Dans  les  applications,  il  faut  prendre,  comme  point  de  départ, 
l'équation  (a);  avec  la  notation  abrégée  pour  les  déterminants,  elle  est  de  la 
forme 

{aobk)  x"»-'  +  [{aoh^,)  +  (aA)]  x^-~  +  {(a^hk^i)  +  {a.hk^x) 

En  attribuant  à  k  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  il  arrivera  quelquefois  que  les 
indices  seront  les  mêmes  dans  un  déterminant,  et,  dans  ce  cas,  il  sera  égal  à 
zéro;  de  plus,  si,  pour  une  valeur  de  k,  l'indice  d'un  coefficient  surpasse  ceux 
des  équations  données,  on  regarde  le  terme  correspondant  comme  nul. 

Soit  à  chercher  le  résultant  des  équations 

ttoX^  -]-  aix^  -|-  flox'  -\-  a-.x  -\-  a;  =  o. 

60X*  -f-  lux-'  -{-  h2x'^  -\-  bsx  ~\-  h',  =  o. 

Les  équations  à  former  seront  du  troisième  degré;  on  les  obtient  en 
prenant  quatre  termes  dans  l'équation  londamentale  et  en  posant  k  =  i,  2, 
3,  4;  il  vient  ainsi 

(aobt)  x''  -f-  {(hbi)  x^  -{-  (aob;)  x  +  {aj);)  —  o, 
(ctoM  x'  -[-  [(aobi)  -{-  {aib2)]  x=  -\-  [{aj).',)  +  (aibs)]  x  -{-  [aib,)  =  o, 
(aobi)  x^  -{-  [(ao&4)  +  {aibs)]  x*  +  l{aj)i)  -\-  {a.b-,)]  x  +(«j^*)  =  ^» 

{aobi)  x^  +  («!&♦)  X-  -|^  (a^b^)  x  -\-  (asb^)  =  o. 
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Le  résultant  est  le  déterminant  de  ce  système  en  regardant  x',  x*,  x. 
comme  des  inconnues;  donc 

Il  =      (aobi)            {uobi)                    [aob^)  (fto^n) 

(^0^2)     {aQbs)'\-(aib2)     (a^b,) -{-{ttibs)  {aib^) 

(aob3)     (aobi)-{-{aibi)     ((hbi)  ~\-{a2b5)  {a^bi,) 

{aobi)             (aib^t)                    ia^bk)  {a^bt,) 

En  second  lieu,  cherchons  le  résultant  des  équations 

rt-ox^  -\-  aix~  -j-  a-2X  -\-  tts  =  Oy 
X  —  /  =  o. 

La  seconde  donne  :  x  =  /;  l'éliminant  est  le  résultat  de  la  substitution 
de  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  l'autre  équation,  c'est-à  dire, 

Il  =  ftoÀ^  +  ^i  ^'^  +  ^sA  4"  «3  ; 

car,  lorsqu'il  s'annule,  les  deux  équations  ont  pour  racine  commune  A. 
Pour  appliquer  la  méthode,  il  faut  écrire 

OoX^  -j-  o.x^  +  b2X  -|-  65  =  o  ; 
ce  qui  revient  à  poser  : 

&2  =  I,      bs  =  —  1. 

Les  équations  à  considérer  auront  trois  termes;  en  posant  A  ==  i,  2,  3  dans 
l'équation  fondamentale,  on  trouve 

a(,b.2X  -\-aubô  =  o, 
ciob^x^  -\-  (aobs  +  ^^162)  X  -}-  (^ibs  ==  o, 
ttobiX'^ -^  ciibiX -\- a-ibs — aib.^  =  o. 
D'où  on  tire,  pour  l'éliminant 


R 


aobs 


o  «.0^2 

fto&2     aobi-\-aib2 
aobi  «165 

ou,  en  développant, 

R  =  al  (—  ^0^^  4-  aj^lb^  —  aJ)J)l  -f  a^bl) 
Si  on  pose     &2  =  i,     65==^ — à,     il  vient  : 

R  =  ^J  (rtoÀ3  +  a,À2  +  a^A  +  «3). 
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Comme  on  suppose  ao  différent  de  zéro,  on  doit  laisser  ce  facteur,  et  on 
retrouve  l'expression  précédente  pour  le  résultant  des  équations  données.  On 
s'explique  la  présence  du  facteur  «.„  dans  R,  après  avoir  complété  la  seconde 
équation;  car  la  valeur  a^^  o  correspond  à  une  racine  commune  infmie  qui 
n'existe  pas  pour  les  équations  données. 

Soit  encore  à  résoudre  par  la  méthode  de  Cauchy  les  équations 

^'  —  (2^  +  5)  -^  +  y'  +  5//  +  6  =  o,     x2  —  47/x  -|-  4?/2  _  I  =  o. 
Les  équations  à  former  pour  deux  équations  du  second  degré 
«ûX^ -j- rtiX -[- ^2  =  o,     boX^ -\-biX -{-b2  =  o, 
sont  les  suivantes  : 

(«0^0 X  +  («0^2)  =  o,     {aobo)  X  -j-  (aib2)  =  o. 

En  substituant  aux  déterminants  leurs  valeurs  calculées  sur  les  équations 
données,  elles  deviennent 

(5  —  2y)x  +  {^tf  —  52/  —  7)  =  o, 

(32/'  —  Sy  —  l)^  +  {—  Vf  +  26?/  +  5)  =  o. 

Si  on  égale  à  zéro  leur  déterminant,  on  trouve 

(5  —  2^)  (—  42/'  +  267/  +  5)  —  (zy^  -  sy  —  7)'  =  o» 

ou  bien, 

y'  —  10?/' +  352/*  — 5077  +  24  =  0. 

On  en  déduit  pour  les  racines 

2/=l,      2/ =  2,      2/ =  3,      ^  =  4. 

Par  leur  substitution  dans  la  première  équation  de  Cauchy,  on  trouve, 
pour  les  valeurs  correspondantes  de  x, 

X  =  3-'     '^  ^^^^  5»     "^  ^"^  S  y     "^  ^^^  7* 

108.  Avant  de  terminer,  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  connaître  la  forme 
des  équations  auxiliaires  employées  d'abord  par  Bezout.  En  vertu  de  la 
relation  fondamentale,  on  a  les  égalités 

ttox*-'  +  a,x<=-2  -] 1-  ak.i  _  (ftox'^-'  -i-  a,x'^-2  -] aA-i)x">-*>+' 

boX^-'  +  b^x"-^-] h^ft-i  ^^  {ba'-^'  +bTx'''^^'+''^bZry)x^->'+' 

ft/iX^'-^  +  afc+iX"»-'^-'-! [-am 

~"  hx""-"  +  bk+iX"*-''-'  -1 h  bm 
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En  ajoutant   terme   à   terme  Jes  deux   dernières   fractions  on  trouve  le 

f{x)      ... 
rapport  ■-, —  qui  sera  égal  au  premier.  On  a  donc  la  relation 

h{x) 

f{x)  _  aox^'-'  -f-  a,x''-2  4 }-  ak.i 

ou  bien 

(aox^-'  +  ri,x'^-2  -1 \-  ak-i)  ^{x) 

—  (box''-'+h,x''-^-\ U />,_,) /(x)  =  o. 

Posons  successivement 

^■=1»     2,     3,      ...,     m; 
il  viendra  le  système 

aoF(ar)  —  b(,f[x)  =  o, 

(aox  -|-  «i)  F(x)  —  (?;oX  -f-  ?;,)  /"(x)  ==  o, 

(ftjx*  -f  a,x  -|-  fta)  F(x)  —  (?^ox2  -|-  6, a:  -\-  62)  /"(x)  =  o, 

(ftox"»-'  +  a,x"»-2  -I 1-  a^_,)  F(x) 

—  (M"»-»  +  &,x"-»  -1 1-  bm-i)  f{x)  =  o. 

Ce  sont  les  équations  de  Bezout;  elles  sont  les  mêmes  que  celles  de 
Cauchy,  mais  sous  une  autre  forme  ;  on  s'en  assure  facilement  en  rempla- 
çant f(x)  et  F  (a?)  par  leurs  valeurs,  et  en  faisant  les  réductions  de  termes. 

109.  Calcul  des  racines  imaginaires  d'une  équation.  La  détermination 
des  racines  imaginaires  est  un  problème  d'élimination.  Soit 

F  (2r)  =  o 

une  équation  du  degré  m.  Posons  : 


Z  =  X  +  7/  y/—  I  ; 

il  viendra 


F(;2r)  =  F  X  +  7/  [/.—  i)=  F(x)  +  y  [/—  i  F'(x)  —  -  -  F''(x)  +  ...  =  o. 


1 .2 


Si  on  représente  par  ©(x,  y)  l'ensemble  des  termes  réels  et  par  i|^(x,  y)' 
l'ensemble  des  termes  qui  renferment  en  facteur  |/ —  i,  on  aura 


9(^>  y)  +  [^—  l 'H^^  y)  =  o- 

La  résolution  de  l'équation  proposée  revient  à  celle  du  système 

(p(x,  7/)  =  o,     '];(x,  ?/)  =  o. 
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Par  l'une  des  méthodes  précédentes,   on  éliminera  l'inconnue  x;  il  en 
rcsultera  une  équation  en  y  telle  que 

7r(y)  =  o, 

dont  on  déterminera  les  racines  réelles.   Soit  h  une  de  ces  racines;  les  équa- 
tions 

9  (x,  b)  =  o,     i^  (x,  b)==o 

devront  admettre  des  racines  communes  ;  si  x  =  a  es\  l'une  d'elles,  la  quantité 
a-\-h\X —  I  sera  une  racine  imaginaire  de  l'équation  proposée. 
Par  exemple,  proposons-nous  de  résoudre  l'équation 

z'*  — Z  -\-  J  =  o. 
On  trouve  ici 

cp  (a?,  y)  =  X*  -\-  y^  —  6x^y^  —  x  -[-  i  =  o, 
^  (x,  ?/)  =  y  [4X  (x*  —y^)—  i]  =  o. 

La  seconde  équation  donne 

4X 
Or,  la  première  peut  s'écrire 

(y^  ' —  x'-y  —  ^x'^  {y^  —  x^)  —  (4X*  -\-  X  —  i)  ='  o. 

En  remplaçant  y^  —  x^  par  sa  valeur,  l'élimination  de  y  se  trouve  effectuée, 

et  l'on  a 

6j{x^  —  i6x'  —  1=0. 

Posons  : 

t 
x^  =   ~; 

4 
il  viendra 

Cette  équation  possède  une  racine  réelle  comprise  entre  2,1 1  et  2,12.  Par 
l'application  d'une  méthode  d'approximation,  on  arrive  à  la  valeur  approchée 

«  =  2,11490754. 
On  en  déduit  : 


X  ==  zh  -[/t  =  ûz  0,72713603. 


2 

15 
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En  substituant  successivement  ces  valeurs  dans  l'équation 

on  trouve 

y  =  ±  0,43001425,     y  =  ±:  0,93409929. 

L'équatioii  proposée  admet  donc  les  quatre  racines  imaginaires  suivantes  : 


x  =  4- 0,72713603  ...  ±  0,43001425  ...  |/—  I, 


X  =  —  0,72713603  ...  dr  0.9340992g  ..-,  |/ —  I. 

110.  Résolution  des  équations  siinultanées  à  deux  inconnues.  Il  est 
nécessaire  de  présenter  quelques  observations  pratiques  sur  la  détermination 
des  solutions  communes  à  deux  équations  en  x  et  y.  Nous  admettrons,  bien 
entendu,  qu'il  n'existe  entre  les  premiers  membres  aucun  diviseur  commun; 
dans  le  cas  contraire,  on  le  ferait  disparaître  par  la  division.  D'après  la 
théorie  générale,  deux  équations  complètes  et  non  homogènes  des  degrés 
m  et  n, 

(i)  f(cc,y)  =  o,     ^{x,y)=:0 

à  deux  inconnues  donnent  lieu  à  une  équation  finale 

(2)  R{i/)  =  o 

du  degré  7)i7i,  de  même  que,  si  on  élimine  y  au  lieu  de  x,  on  obtiendrait  une 
équation 

(3)  S(x)  =  o 

du  même  degré  par  rapport  à  x.  Soit  2/0  une  racine  simple  de  (2)  ;  à  cette 
valeur  correspondra  une  seule  valeur  Xo  pour  l'autre  inconnue,  c'est-à-dire 
que  les  équations 

A^o,  2/)  =  o,     F(a7o,?/)  =  o 

admettront  une  racine  commune  et  une  seule;  car,  la  valeur  Xo  doit  satis- 
faire à  S(x)  =  o;  s'il  existait  plusieurs  valeurs  de  x  correspondant  à  2/0, 
l'équation  S(a:)  =  o  admettrait  plus  de  mn  racines,  ce  qui  est  impossible. 
A  une  racine  double  2/1  de  R{y)  =  o  devront  correspondre  deux  racines 
Xif  X2  pour  l'autre  inconnue;  si  elles  sont  différentes  les  solutions  {xty  yt), 
(^2,  yi)  seront  distinctes;  dans  le  cas  où  Xi  --=  X2,  le  système  {xi,  y\)  consti- 
tuera une  solution  commune  double;  ainsi  de  suite. 

En  pratique,  pour  arriver  au  nombre  mn  de  solutions  communes,  il  faut 
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d'abord  prendre  pour  m  et  n  le  degré  le  plus  élevé  des  termes  par  rapport 
à  ^  et  2/.  Ainsi,  pour  les  équations, 

^3/"  —  3  =  o»     ^y  —  I  =  o, 
on  doit  prendre  m  =  3,  w  =  2  ;  on  peut  les  écrire  comme  suit  : 

o  .ï/'  +  a^^/^  +  o-y  — 3  =  0,     o.')f-\-xy—i=o\ 

ce  système  admettra  donc  six  solutions  communes.  Afin  d'établir  le  nombre 
exact  de  mn  solutions,  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  des  solutions  multi- 
ples et  des  solutions  infinies;  Tune  des  inconnues  peut  être  finie,  et  l'autre 
infinie,  ou  toutes  les  deux  infinies  à  la  fois.  IVous  donnerons  ici  quelques 
exemples  très  simples  pour  justifier  ces  observations. 
Premier  exemple.  Equations  : 

4?/-  —  ^xy  -1-9  =  0,      ^xy  —  427/  -f-  g  =  o. 

Au  lieu  de  suivre  la  méthode  générale,  il  est  préférable,  dans  certains  cas, 
d'employer  le  procédé  de  substitution  pour  arriver  à  l'équation  finale. 
Prenons,  par  exemple,  la  valeur  de  y  dans  la  seconde  équation  pour  la 
substituer  dans  la  première;  il  vient  ainsi 

4^2_25^_[_>75  =  o. 

Celte  équation  finale  n'est  que  du  second  degré  et  elle  donne  x  =  5, 

3 
a:  =  3  -  ;  les  termes  en  x^  et  x*  manquent  et  on  doit  admettre  l'existence  de 

deux  racines  infinies  dont  le  signe  est  indéterminé.  Si  on  substitue  les  valeurs 
de  X  dans  la  seconde  équation,  on  obtient  pour  les  valeurs  correspondantes 

9  3  ,  .  , 

de  ?/:?/=>  ^  =.  De  plus,  en  écrivant  les  valeurs  de  x  tirées  des  deux 

2  4 

équations,   on  trouve  y  ^^  o  pour  x  ==■-}- 00  et  x  =  —  00.  Les  deux  der- 
nières solutions  du  système  seront  donc  (-j-  co,  o),  ( —  co,  o). 

Second  exemple.  Equations  : 

2/^  —  2xy  -j-  3J?^  —1=0,     y^  —  x*  -\-  i  =0. 

Par  la  soustraction^  il  vient 

x?/  -\-  2X*  — ^1=0. 

Portons  la  valeur  de  y  tirée  de  cette  relation  dans  la  première  des  équations 
données;  il  en  résultera  une  équation  bicarrée  en  x.  11  y  a  donc  ici  quatre 
solutions  finies,  égales  deux  à  deux,  mais  de  signes  contraires. 


—  228  — 

Troisième  exemple.  Equations  : 

2/*  —  2xy  —  3^?'  -]-  6^  —  40  ==  o, 
2y'  +  4^?/  —  ^x^  —  5?/  +  37  =  o- 
On  voit  que  les  coeiTicients  des  termes  du  second  degré  sont  proportionnels. 
Multiplions  la  première  par  2  et  retranchons  ensuite  membre  à  membre;  on 
trouve 

\2X-\-  52/—  117  =  0. 

La  valeur  de  y  ou  de  x  déd  uite  de  cette  relation  et  substituée  dans  l'une 

des  équations  données  conduit  à  une  équation  finale  du  second  degré.  11  y 

aura  pour  x  ainsi  que  pour  y  deux  solutions  finies  et  deux  solutions  infinies. 

X    11 
En  remplaçant  x  Qi  y  par  —  »  -  »  les  équations  deviennent 

z    z 

y^  —  2xy  —  3^'"  -|-  6xz  —  40^^  =  o, 
2  (?/2  —  2xy  —  3^?'^)  —  52/^  +  37^'  =  o. 

solutions  infinies  correspondent  aux  relations 

z  ==  o,     y"^  —  2xy  —  3x'  =  o; 

elles  sont  réelles,  car  la  dernière  équation  donne 

X  2 

Quatrièm,e  exemple.  Equations  : 

^y"^  —  3  =  Oj    ^y — 1=0. 

La  seconde  donne  a;  =-;  en  substituant  dans  la  première  écrite  comme 

y 

suit  : 

^y^  —  3  -j-  o .  x^  =  G, 

on  trouve  pour  l'équation  finale 

Elle  possède  trois  racines  nulles,  une  racine  égale  à  3  et  deux  racinesj 

infinies,  car  elle  devrait  être  du  sixième  degré.  Pour  2/==  3>  x  =  -•  D*unj 
autre  côté  les  équations  proposées  donnent 

I  3 

x  =-  >     ac  =  —  ; 

y  2/' 


I 
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l'inconnue  x  est  égale  à  zéro  pour  7/=-[-oo  et  y  =  —  oo,  tandis  que, 
pour  7/ =  o,  on  trouve  la  valeur  unique  x  =  co.  Les  solutions  communes 
seront  donc  : 

et  cette  dernière  compte  pour  trois. 
Cinquième  exemple.  Equations  : 

(7/  --  I  )  x^  +  yx  4-  .V^  —  22/  =  o, 
{y —  i)x  +  7/  =0. 

Si  on  prend  la  valeur  de  x  de  la  seconde  pour  la  placer  dans  la  première, 
il  vient 

(y^  —  2y){y  ^  i)' ==  o. 

A  la  racine  double  y  =  i  correspondent,  d'après  les  équations,  x  =  -|-  00 
et  x  =  — 00.  Pour  y  =  o,  la  première  équation  se  réduit  à  x^  =  o  qui 
donne  deux  racines  nulles.   Il  y  a   aussi   la  racine   ?/  ==  2   pour   laquelle 

X 

X  =  —  2.  Enfin  la  seconde  équation  donne  y  = — j —  et  pour  x  =  —  i, 

X  -f-  I 

y  ==  —  00;  comme  la  première  possède  une   racine  infinie  par  rapport  à  7/ 

quel  que  soit  x  à  cause  de  l'absence  de  y^,  on  doit  encore  considérer  le 

système  ( —  i,  —  00)  comme  une  solution  commune. 

Sixième  exemple.  Equations  : 

y^  -|"  2^^^  -]-  (2x^  —  4x)  y  -\-  X-  —  4  =  0, 
y-  -\-  2xy  -{-  2X-  —  5x  -[-  2  =0. 

On  peut  écrire  ces  équations  comme  suit  : 

y  (il'  +  2xy  -f-  2x^)  —  4X?/  +  x^  —  4  =  0, 
(7/^  4"  2xy  -\-  2x')  —  5x  -f-  2  =  o. 

Si  on  prend  la  valeur  du  trinôme  entre  parenthèses  dans  la  dernière 
équation  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  trouve 

(x  —  2)  (//  -j-  ^  +  2)  =  o. 

Cette  relation  doit  être  satisfaite  par  les  racines  communes;  celles-ci 
s'obtiendront  en  résolvant  les  systèmes  suivants  : 

y"*  -\-  2xy  -\-  2x*  —  5x  4"  2  =  o,         y'-\-  2xy  -j-  2x'  —  ^x  -\-  2  =  0, 
X  —  2  =  0;  y  -\-  X  -\-  2  =  o» 
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On  trouve 

//  =  o  ;  V  =  —  4  ;  //  =  —  4  ;  ,/  =  —  5 , 

Il  reste  ensuite  deux  solutions  infinies  mais  qui  sont  imaginaires.  Rempla- 

çons  x  et  y  par  -  >  -  ;  les  équations  proposées  deviendront  : 


^^         .^ 


.v'  4"  --^'V  -}-  2.1'*  —  5.r^  -|-  2r.'-  =  0. 
On  y  satisfait  en  posant  : 

^  =  Of  l/^  -{-  2X1/  -\-  2X'  =  O. 

Ce  qui  donne  deux  solutions  communes  infinies;  la  dernière  relation  donne 


// 

-=-  i  ±\  '-  i; 

ces  solutions  sont  donc  imaginaires. 

Septfèmc  c.icffiplc.  Equations  : 

.r^  —  3//.r-  +  3.r-  +  j.v'.r  —  6//.r  -  .r  —  ?/'  +  3//'  -f  //  —  3  =  o, 

x^  +  j!/'^^  —  3-ï"*  +  3. '/'•'■  —  6//X  —  .r  +  ir  —  3!r  —  //  +  3  =  o- 

En  retranchant  et  en  additionnant  ces  équations,  on  trouve 

6.r-(i  —  //)  —  2//'  -[-  6//'  "1-2^  —6  =  0, 
x(2X^  +  ôy^  —  1 2y  —  2)  =  o. 

Si  on  écrit  pour  cette  dernière 

x^{x'-  -\-  3//-  —  6//  —  lY  =  0, 
il  sera  possible  d'éliminer  x-,  et  on  arrive  ainsi  à  l'équation  finale 

C'/  —  3)  (^  —  .'/^)  ( I  —  //)'  (//  —  2)'  //"  =  o. 
Elle   possède   une  racine   triple  :  //  =  i ,  deux  racines  doubles  :   y  =  o, 
y  =  2,  et  deux  racines  simples  ■  y  =  —  i,  //  =  3.  Les  équations  proposées 
donnent  pour  les  valeurs  correspondantes  de  .r  : 


.'/  =  I, 

x  =  o, 

x==  2, 

X  = 

.'/  =  2, 

.r  =  i, 

X  —  ~  I  ; 

y  =  0, 

a-=  I, 

x  =  ^  i; 

!/  ^  — 

I, 

,r  =  o; 

!J  =  0^ 

X  —  0. 
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lit.    Équations  simultanées  à    un  nombre  quelconque  d'inconnues» 
Soit  d'abord  un  système  de  trois  équations  générales  à  trois  inconnues 

des  degrés  respectifs  w,  n,  p  ;  nous  supposerons  m  ^  n  ^  p  ou  w  =  71^  p. 
Éliminons  l'inconnue  z  entre  la  première  et  la  seconde  ainsi  qu'entre  la 
première  et  la  troisième  ;  on  arrivera  à  deux  équations  en  x  et  y 

(pi(x,  v/)  =  o,  (p2(x,  2/)  =  o, 

dont  les  degrés  seront  mîi  et  mp.  Si  on  élimine  encore  y  entre  ces  dernières, 

il  en  résultera  une  équation  finale  R(x)  =  o  du  degré  mn  X  ^P  =  »**w/?  ; 

or,  nous  savons  qu'elle  doit  être  seulement  du  degré  mnp.    Le    procédé 

d'élimination  successive  introduit  donc  des  solutions  étrangères  et  n'est  pas 

recommandable.  Nous  allons  exposer  une  méthode  pour  éliminer  à  la  fois 

deux  inconnues  et  qui  ne  présente  pas  cet  inconvénient. 

Nous  supposerons  les  équations  ordonnées  suivant  les  inconnues  y  et  z  de 

telle  sorte  que  les  coefficients  des  termes  du  degré  m  dans  la  première  sont  des 

constantes,  ceux  des  termes  du  degré  m  —  i,  des  fonctions  du  premier  degré 

en  X,  ceux  des  termes  du  degré  m  —  2,  des  fonctions  du  second  degré  en  x, 

etc.;  même  composition  pour  les  autres.   La  troisième  équation  donne  ;rP  en 

- 
fonction  de  termes  de  degré  moins  élevé  par  rapport  à  cette  inconnue;  en 

multipliant  une  fois  par  z,  deux  fois  par  z,  etc.,  on  pourra  exprimer  les  puis- 
sances plus  élevées  de  z  au  moyen  de  termes  analogues.  Substituons  ces  puis- 
sances dans  les  autres  équations;  celles-ci  ne  renfermeront  plus  que  des  termes 
de  degré  inférieur  à  p  par  rapport  à  z.  Prenons  maintenant  la  valeur  de  y"* 
dans  la  seconde  équation  en  fonction  de  y"~',  y"*"',  ....;  en  opérant  sur  y 
comme  sur  z,  on  pourra  aussi  remplacer  dans  la  première  équation  les 
diverses  puissances  ?/",  ^"'''',  ...  par  leurs  valeurs  de  telle  sorte  qu'elle  ne 
renfermera  plus  que  des  termes  de  degré  inférieur  à  n  et  p  relativement  à 
chaque  inconnue  y  et  z.  Soit 

Fi  (x,  y,  z)  =  o 

cette  équation  ainsi  transformée.  Multiplions  le  premier  membre  par  un 
polynôme  P  renfermant  tous  les  termes  du  prodruit 

{i+y-^-y'  +  '-'  +  y"-')    (i+-  +  -'4 1--""') 

accompagnés  d'une  constante  arbitraire  excepté  pour  le  terme  de  degré  le  plus 
élevé  où  nous  laisserons  pour  coefficient  l'unité*  Le  polynôme  P  renfermera  np 
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termes  et  np  —  i  coelTicients  indéterminés.  Après  avoir  effectué  le  produit, 
le  premier  membre  renfermera  encore  certaines  puissances  i?/",  ?/'»+',....,  z^, 
;:rP+',....  que  l'on  fera  disparaître  comme  précédemment.  11  restera  ensuite 
autant  d'espèces  de  termes  qu'il  y  en  a  dans  le  polynôme  P  et  les  constantes 
indéterminées  entrent  au  premier  degré  dans  les  coefficients  de  ces  termes.  Si 
on  égale  à  zéio  tous  ces  coefficients,  on  obtiendra  un  système  de  np  équations 
linéaires  par  rapport  aux  np  —  i  constantes  indéterminées.  Le  déterminant 
de  ce  système  égalé  à  zéro  sera  une  équation  ne  renfermant  plus  que  l'incon- 
nue X,  c'est-à-dire,  l'équation  finale  du  système  proposé. 

Le  degré  de  cette  équation  ne  peut  dépasser  mnp.  En  effet,  remarquons  que 
z^  est  du  degré/?  en  x,  et  un  terme  »,„—;,-''  de  /"i,  du  degré  m  —  p.  En  rem- 
plaçant z^  par  sa  valeur,  on  obtiendra  une  expression  dont  le  degré  par 
rapporta  X  ne  peut  dépasser  m;  il  en  sera  de  môme  des  autres  substitutions; 
par  suite,  Fi  (x,  y^  z)  =  o  est  encore  du  degré  m  en  x.  Or,  le  déterminant  de 
l'équation  finale  est  de  l'ordre  np  et  ses  éléments  sont  au  plus  du  degré  m  en 
x;  donc  le  degré  de  cette  équation  n'est  pas  supérieur  à  m/îjo.  Si  les  équa- 
tions sont  générales,  comme  nous  le  supposons,  ce  degré  sera  exactement 
mnp.  On  le  vérifie  pour  le  système  particulier 

X  =  7/"*,  y  =  z'\  z  =  x^ 

dont  l'équation  finale  est  x  =  x'""^. 

Il  reste  à  déterminer  une  relation  entre  chaque  inconnue  y  et  z  avec  x  qui 
permette  de  trouver  leurs  valeurs  après  la  résolution  de  l'équation  finale.  Dans 
ce  but,  on  multiplie  l'équation  F|  =  o  par  un  polynôme  P'  analogue  à  P  mais 
avec  un  terme  en  moins;  on  fera  ensuite  disparaître  tous  les  termes  en  y  et  z 
excepté  celui  qui  renferme  ;^  à  la  première  puissance.  Les  équations  de  condi- 
tion permettront  de  calculer  les  indéterminées  et  il  en  résultera  une  relation 
entre  ;^  et  x.  Pour  l'obtenir,  on  a  dû  égaler  le  coefficient  de  y  k  zéro;  si  on 
conserve  ce  coefficient  pour  égaler  à  zéro  celui  de  z,  on  arrivera  de  même  à 
une  relation  entre  y  et  x. 

Cette  méthode  s'étend  d'elle-même  à  un  système  de  k  équations  non  homo- 
gènes à  k  inconnues,  et,  comme  nous  venons  de  le  voir,  elle  conduit  au  théo- 
rème de  Bezout  qui  consiste  à  dire  que  le  nombre  de  solutions  communes  du 
systèmeest  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations.  Appliquons  la  méthode 
à  la  résolution  des  équations 

x'-{-zy  —  a-=o,     y''-\-xz  —  b''  =  o,     z^  -\- xy  —  c^-  =  o. 
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La  prcmi('TC  ne  renfermant  pas  les  puissances  y',  z"^,  on  multiplie  immé- 
diatement par  le  polynôme  V  et  Ton  a 

(?/^  +  a,2r-l-fE,7/-|--/,)  (x'  +  .v:r  —  a^)==o; 

en  développant,  on  trouve 

ifz-  4"  ^iV^^  +  H»?/"-  +  {-^^  —  (('^  +  71)  yz  +  «i  ^^* 

Mais  les  équations  proposées  donnent  successivement 

7/2  =  1)2  —  xz,     z"^  =  c~  —  xy  ; 

y^z  =  b'-z  —  xz'^  =  b'-z  —  x  (c*  —  xy)  =  b'^z  —  c-x  -\-  x'y  ; 

yz^  ■=■  c^//  —  xy^  =  c-y  —  x  [b^  —  xz)  =  c^y  —  b'^x  -\-  x-z ; 

y^z"^  =  b^c^  —  b-xy  —  c^xz  -\-  x^yz. 

En  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

(2x2  —  ^^2  _|_^|)^^_|_^|-_  cî^-j-  ai(2x-  —  ft-)  + j3,6^] 
_}-y[_&2j._|_a,c--}-(3,(2x2  -  a^)]  +  &-c2  — ai&2_^-P,c'x4-7,(x^-ft")  =  o. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différents  termes,  on  a 

.     2X-  —  a~  -\-y{  =  o^ 

—  c"x  -j-  a,  (2X^  —  a^)  +  |3i6^  =  o, 

—  &2x  -1-  a^^c''  +  (3,  (2X2  __  ^2)  ^  o^ 

6^c-  —  a\b^x  —  (Sic'x  -1-  /i(x*  —  a"^)  =  o. 

Par  rélimination  des  constantes  indéterminées,  on  trouve  pour  l'équation 
finale, 


2X' 


a' 


o 


—  c^x 

—  6-x 
b'c"- 


,1 


rî 


2x'  —  a 

C-  2X*  ft 

—  /;'x  C^X         X 


o 

^2  «i 


I 

o 
o 

2 «2 


a^ 


Elle  est  du  8«  degré  conformément  à  la  théorie  générale.  Pour  déterminer 
y  et  z,  il  faut  poser 

{z  -f  «0//  4-  |3o  )  (x-  +  yz  —  a^)  =  o, 
ou  bien 

x'^z  -)-  Z/^^  —  a^z  -\-  c/.oyx"^  -["  ^or-  —  a^a,,//  -f-  (3oX^  +  jSo?/w  —  ri^(3o  =  o. 

En  remplaçant  yz^  et  y^z  par  leurs  valeurs,  on  a,  en  posant  j3o  =  o  pour 
faire  disparaître  le  terme  en  yz, 

y[a.o  (2X^   —   0,2  )  _|_  ^2]  _j^  ^[2^2   __  ^2  _j_  ^.^^,2]   _   ^[^^c=  +  6']  =  O. 
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Afin  de  déterminer  «o,  on  égale  à  zéro  successivement  les  coefficients 
de  y  et  de  z;  on  arrive  ainsi  aux  relations 

2r[6'c-  —  (2X»  -  a^Y]  =  x[c*  —  b^\2x''  —  a^)\. 
Elles  donneront  les  valeurs  des  inconnues  y  ti  z  connaissant  celles  de  x, 

%  4. 

DISCRIMINANT. 

11®.  Étant  donnée  l'équation  du  degré  m 

f(x)  =  ttoX""  +  rtiX"*-'  -] 1-  ft^  =  o, 

en  la  rendant  homogène,  il  vient  : 

f{x,  y)  =  aox"'  -{-  aiX'''-Uj  -\ j-  amy"^  =  o. 

On  appelle  discriminant  du  premier  membre,  l'éliminant  des  équations 
dérivées 

/"x  (^,  y)  ==  o,     f'y  (x,  y)  =  o\ 

elles  sont  du  degré  m —  i  et  renferment  toutes  deux  les  coefficients  de  la 
fonction;  le  degré  du  discriminant  par  rapport  à  ces  coefficients  sera  donc 

m  —  I  -\-  m  —  I  =  2  (m  —  i  ) . 

Nous  désignerons  par  o  le  discriminant,  et  nous  nous  proposons  de  chercher 
sa  valeur  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés.  Soit,  d'abord,  l'équa- 
tion du  second  degré 

aox^  4"  '2.(i[Xy  -\-  Xiy^  =  o. 
Les  équations  dérivées  étant 

œqX -\- a\y  ==:  o^     a[X  -\-  a2y  =  o, 
il  vient,  pour  le  discriminant, 


a  = 


2 

^  —   Ci  Ç.0/  2    """    Ch  t* 


aa     ai 
«1     a2 
Pour  l'équation  du  troisième  degré 

aox'^  +  ^aiX^y  -[-  ^CLzxy^  +  a^y^  =  o, 
on  trouve,  en  égalant  les  deux  dérivées  à  zéro 

UoX-  -i-  2aixy  -\-  aoy'^  =  o,     atX^  -j~  2a2X?/  +  a^y'^  =  o. 


i 


4 
% 


2-r  M 
00    — 


Par  la  méthode  d'élimination  de  Cauchy,  et  en  posant  2/  =  i,  on  arrive  aux 
équations 

par  suite,  le  discriminant  a  pour  expression 


a^a.  —  a^a.^  2{a^a.^  —al) 


=  6a^a^a.^a.  +  3a;«^  —  ftjf*'.  —  4»/*^  —  4r^36 

C'est  donc  une  fonction  du  quatrième  degré  relativement  aux  coefficients  et 
de  poids  6.  On  peut  vérifier  que  l'on  a  aussi  les  relations 

^ald  =  {2a\  —  3a,a^a^  +  a.alf  —  4  (aj  —  a,a.:,)% 
—  al  d  =  {2al  —  3a^a^a.  +  a.a:)''  —  4  («|  —  a,a.)\ 
Enfin,  prenons  encore  l'équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 

On  en  déduit  pour  les  équations  dérivées 

aox'^  -p  ^a^x^y  -\-  yhxy^  +  «3?/^  =  o, 
ciix^  +  3(f'2X^y  -\-  ^a^xy^  -)-  ai,y^  =  o, 

et,  en  posant  y  =  i, 

ciox'^  -\-  3«iX^  +  3ft2X  -f-  0^3  =  o, 
«ix'  -["  3^2x'  -j"  3^5^  -[-(^4  =  0. 
En  éliminant  x  par  la  méthode  de  Cauchy,  on  trouve  les  équations 

(a,a,  —  a^a.Jx^  +  3  (ft/^^  —  a^a.)x  +  3  (ft//^  —  al)  =  o. 
Par  conséquent,  le  discriminant  aura  pour  expression 

^of^4  -  ^1^3  3  K»4  —  ^#3)  3  (V4  -  ^3) 

Désignons  par  i  etj  les  deux  expressions  suivantes  : 

j  =  a,ft|  +  a^a]  +  ^.J  —  a,ft3«4  —  2a,a.^a^  ; 
ces  deux  fonctions  se  nomment  invariants  du  premier  membre  de  l'équation. 
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Cela  étant,  si  on  développe  le  déterminant  qui  précode,  on  trouve  que  l'on 
peut  mettre  le  discriminant  sous  la  forme 

0  =  1^  —  277"*. 

ti3.   Considérons  maintenant  une  équation  homogène  du  degré  m  sous  la 
forme 

f{x,j/)  =  aox'»  +  waix"'-'//  -\ ^ ■  aiX'^-hf  -] \~  a^y^  ==  o, 

pour  démontrer  quelques  propriétés  générales  du  discriminant.  On  a  : 

fx  (Xr  y)  =  ^0^'"-'  +  {m  —  i)  a,x'"-2y/  +  •.   +  am-^y"*-'  =  o, 
fy  {JOi  y)  =  aix*"-'  -f-  {ni  —  I  )  a2X"'-^ii  -\- h  amy"^-^  =  o. 

Désignons  par  (xi^/i)  {x2y>),..  {xmy,n)  les  racines  de  l'équation.  On  sait  que 

f{x,  y)  ==  (x//i  —  7/x,)  (xy2  —  yx2)  •••  {xy,n  —  yXm), 

avec  les  relations 

»0  =  Z/12/2//5    •••  ?/m,        a,n  =  ±  X,X2X3    •••  Xm. 

Représentons  par  R  l'éliminant  du  système 

/•(x,  2/)  =  o,     /"^Cx,  7/)  =  o; 
je  dis  que  l'on  aura  la  relation 

R  =  aod. 
En  effet,  d'après  une  propriété  des  fonctions  homogènes,  on  peut  écrire 

(^-)  mf{x,y)=xf[{x,y)-\-yfy[x,y). 

Désignons,  pour  un  moment,  par  (ai|3i),  (aojSj)  ...(a„,_,|3m_0  les  racines  de 

f'x{x,y)  =  o. 

En  les  substituant  dans  l'autre  dérivée  et  en  multipliant  les  résultats,  nous 
aurons  à\  il  vient  ainsi  : 

D'un  autre  côté,    afin  de  former  l'éliminant  R,  substituons  les  mêmes 
racines  dans  mf{x,  y)  et  multiplions  les  résultats;  en  vertu  de  (a),  on  aura  : 

c'est-à-dire, 

R  =r  aod, 

puisque  le  produit  (3i|32  ...  |3m_i   est  égal  à  «o,  coefficient  du  premier  terme 
de  la  dérivée. 


f 
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Cette  propriété  va  nous  permettre  d'exprimer  le  discriminant  au  moyen 
des  racines.  Prenons  la  dérivée  sur  le  premier  membre  de  l'équation  décom- 
posé en  ses  facteurs  linéaires.  On  aura 

f'^=yi{xy2  —  yx.2),,,{xym  —  yxm)-{-y2{xij^—yxy)..,{xy,n — yXm)-\-  ••• 
En  y  substituant  les  racines  (a?i?/i),  (5722/2)  ...,  on  trouve 
y\(x\y2  —  ViXi)  ...  {x\ym  —  y\Xm), 

2/2(a?i2/i   —  2/2^0  ••  •   (^^Vm  —  y2Xm). 


On  voit  que  chaque  déterminant  du  second  ordre  se  présente  deux  fois  et 
en  signes  contraires;  le  produit  des  résultats,  qui  sera  l'éliminant  R,  se 
ramène  à  la  forme 

±  y\yi ...  ym(:ic\y2  —  2/1^2)^  (a?i 2/3  —  y^x^y  ...  {xm-\ym  —  ym-iXmY. 
En  vertu  de  la  propriété  démontrée,  si  on  divise  par 

2/12/2   ...  2/m  =fto 

on  obtient  ô;  par  suite,  il  vient 

(5  =  Zt  (a?, 2/2  2/1^2)^  (^l2/3    —  2/1^5)'  . . .  (Xm-iym  ym_l^m)% 

et,  en  remplaçant  les  y  par  l'unité, 

^  =   rfc  (Xi   ^2)^  (Xi  X'^f  ...  {X,n-.i  XmY. 

Donc,  le  discriminant  d'une  équation  est  égal  au  produit  des  carrés  des 
différences  des  racines.  Il  en  résulte  que  cette  fonction  des  coefficients 
s'annule  toujours  dès  que  deux  racines  quelconques  sont  égales.  Si  Ton  veut 
établir  la  condition  pour  qu'une  équation  admette  une  racine  double,  on 
cherchera  le  discriminant  du  premier  membre  et  on  l'égalera  à  zéro.  Pour 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  cette  condition  serait  : 

4  (a^a^  —  a])  {a^a^  —  a\)  —  {a^a^  —  a^a^'^  =  o, 
Ka,  —  \a^a^-\-  ia\y>  —  '2.']{ay^  +  a^a\  +  a\  —  a.a^^a—  2a,a^a^''=-o. 

Il  est  possible  d'exprimer  aussi  le  discriminant  au  moyen  des  puissances 
semblables  des  racines.  Nous  avons  vu  dans  la  théorie  des  déterminants  qu'en 
posant  : 

Si  =  X\  -\-  ^i -J-  "  '  'jr  *^m 
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le  déterminant 


A„.  = 


5o 

Si 

.  .        Sm—\ 

Si 

S2 

•  •         S  ni. 

Si 

•             • 

Ss         . 

•                • 

Sm^l 

*                  •                  • 

5  ,1  —  1        5,,t        .  . .        S2m — % 

représente  le  produit  des  carres  des  différences  que  Ton  ohtienl  en  groupant 
deux  à  deux  les  quantités  a:i,  ^2,  ...  Xm\  par  conséquent,  si  on  suppose  que  ces 
grandeurs  soient  les  racines  de  l'équation  f{x)=  o  où  le  coeiïicient  du  premier 
terme  est  l'unité,  on  aura  ^  =  Am.  Désignons  par  A,„_i,  Am-2,  ...  A2,  A, 
les  mineurs  principaux  de  A^  résultant  de  la  suppression  successive  des 
dernières  lignes  horizontales  et  verticales.  Nous  savons  que 

A2   = 


A3   = 


s , 

Si 

So 


=  i[xi—x-iy , 

=  l(xi  —  X2y  {xi  —  XiY  {xt  —  XiY  ; 


Si 


S\ 

S2 

Si 
Si        S2       Ss 
Si         S s         S; 

et    ainsi   de    suite.   Cela   étant,    si    toutes   les   racines  sont  différentes,  on 

aura  A^  -^  o  ;  si  deux  racines  sont  égales,  A^  =  o  et  Am_i  "^  o;  car  Am—i 

représente  une  somme  de  termes  que  l'on  obtient  en  laissant  une  racine  et 
en  faisant  le  produit  des  carrés  des  différences  de  toutes  les  autres;  comme 
il  y  a  dans  ce  cas  m  —  i  racines  distinctes,  il  est  certain  qu'un  terme  de 
cette  somme  ne  sera  pas   nul  ;    mais   dans   l'hypothèse  de   m  —  2   racines 

distinctes  seulement,  on  aurait  A»,— 1  =  o  ainsi  que  Am— 2"^o.  En  conti- 
nuant ainsi,  on  arrive  à  cette  proposition  importante  :  Les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation  f{x)  =  o  possède  p  racines 
distinctes  sont  : 


A^_i 


Am  =  o,     A, 


> 


o. 


114.   Désignons  par  à  et  d'   les   discriminants  des  deux  équations  du 
degré  m  m 

/•(a?,2/)=«o^"»-f-ma,a?"'-'y-| =0,  F(^,?/)=M"*+^?^?>i^"'~'2/-l =  <^' 
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et  par  R  leur  résultant;  nous  allons  voir  que  le  discriminant  A  de  l'équation 

(|3)  f{x,  y)  .  F(a?,  y)  =  o, 

a  pour  expression 

A  =  R»(îry. 

En  effets  pour  former  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  ((3),  on  doit  d'abord  considérer  les  carrés  des  différences  des 
racines  de  f{x,  y)  =  o,  ainsi  que  les  carrés  des  différences  des  racines 
de  Y(x,  y)  =  o,  et  leur  produit  sera  do'  ;  mais  on  doit  encore  combiner  les 
racines  de  /"avec  celles  de  F,  et  l'on  sait  que  le  produit  des  carrés  de  leurs 
différences  est  égal  à  R^. 

Soit  encore  l'équation  composée 

f{x,  y)-{-kV(x,y)  =  o, 

k  étant  une  constante  quelconque.  Afin  d'obtenir  son  discriminant,  remar- 
quons que  ses  coefficients  sont  respectivement  ao-\-kbo.  ai-\-kbi,  ...; 
il  suffit  donc  de  prendre  le  discriminant  d,  et  de  remplacer  ao,  «i,  ...  par 
ces  valeurs.  Or,  d  est  du  degré  2im —  i);  par  suite,  le  discriminant  de 
l'équation  composée  sera  une  fonction  rationnelle  du  degré  2  (m —  i)  par 
rapport  à  k.  Il  existera  donc,  en  général,  2(m  —  i)  valeurs  de  A"  qui  annu- 
leront cette  fonction  et  pour  lesquelles  l'équation  composée  admettra  une 
racine  double. 

Appelons  Ai  le  discriminant  de  l'équation  précédente,  et  supposons  que 
les  fonctions  /^  et  F  aient  une  racine  commune  a.  Dans  cette  hypothèse,  en 
posant  y  =■  T,  on  peut  écrire 

f^x)  +  k¥(x)  =  {x  ^  a)  [(p(,jc)  +  A-?,  (x)]. 

Le  second  membre  est  un  produit  dont  le  discriminant  devra  renfermer  le 
carré  du  résultant  de 

X  —  <x     et     (i)(x)-\- kvi{x). 

lequel  s'obtient  en  remplaçante?  par  a  dans  le  second  facteur.  Ainsi  A| 
devra  contenir  le  carré 

Donc,  si  on  forme  le  discriminant  D  du  discriminant  Ai  considéré  comme 
une  fonction  de  k,  dans  le  cas  d'une  racine  commune,  on  aura  D  =  o, 
puisque  A|  renferme  le  carré  d'un  facteur  du  premier  degré  en  k;  mais  on  a 
aussi  R  ==  o;  il  en  résulte  que  D  doit  renfermer  R  en  facteur. 
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Par  exemple,  nous  avons  vu  que  les  équations 

ttoiP*  -|-  2aiœ  -{-«0  =  0,         b(,Jc^  +  2btX  -\-b2  =  o 
ont  pour  résultant 

R  =  4(0061  —  rti^o)  («162  —  ttihi)  —  {a^,b2  —  Œibo)*. 
L'équation  composée  étant 

(rto  +  kbo)x*  -j-  2(ai  -|-  ^''i)j"  +  «2  +  fd)i  =  o, 
elle  aura  pour  discriminant 

A ,  =  (ff ,  4-  A7>o)  (a,  +  kbi)  —  (fl.  +  kb,y 
=  (a^a^  —  «!)  +  ^(«0^  +  «A  ~  20,/>,)  +  (Va  —  bl)k*. 
On  en  déduit 

D  =  4Ka,  —  «*)  (6o^  —  b])  —  Ma  +  «2^0  —  2fl,ft,)«. 
En  développant,  on  trouve  D  =  R. 


CHAPITRE  V. 
TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS. 


115.  Nous  avons  déjà  exposé  (N"  45)  les  premiers  principes  de  la  trans- 
formation des  équations;  ils  se  rapportent  aux  cas  où  l'inconnue  primitive  x 
est  liée  à  la  nouvelle  inconnue  y  par  la  relation  homographique 

Ixy  -\-  mx  -\- ny  -\- 'p  =  o . 
Les  formules 

x  =  y  —  h,     x  =  y  -]^h, 

y  i 

x  =  -9         X  =  ky, 
k 

qui  servent  à  l'augmentation  ou  à  la  diminution,  à  la  multiplication  ou  à  la 
division  des  racines,  rentrent  dans  l'équation  précédente  en  attribuant  aux 
constantes  certaines  valeurs. 

Après  ces  transformations  élémentaires,  il  est  nécessaire  d'étudier  celles 

i 

i  où  la  nouvelle  inconnue  y  est  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  racines  de 
\ 
'équation  proposée.  Soit 

F  (x)  =  o 
une  équation  de  degré  m  ayant  pour  racines 

X^^   3C2)  Xs   ...  Xtn» 

Posons  : 

y  =  (p(Xty  X2,  ...  Xp). 

La  fonction  9  est  susceptible  de  prendre  différentes  valeurs  suivant  le  choix 
les ^  racines  qu'elle  renferme;  désignons,  pour  un  moment,  par  cpi,  92,  •••  9/x 
es  valeurs  de  9  correspondant  à  tous  les  groupes  de  p  racines  que  l'on  peut 
ormer  avec  les  m  racines  de  F(x).  L'équation  transformée  sera 

(2/  — Çi)  (2/  — 92)  (2/  — 93)  ...  (2/  — 9/.)==o. 

16 
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Le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique  par  rapport  à  q^o  (p2  ...  9/a 
et  aussi  par  rapport  aux  racines  de  l'équation;  les  coefficients  de  la  trans- 
formée seront  donc  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  la  proposée 
que  l'on  devra  déterminer,  dans  chaque  cas,  par  les  formules  connues.  Nous 
allons  étudier  quelques  transformations  de  cette  espèce  sans  nous  astreindre  à 
suivre  toujours  la  méthode  générale,  mais  en  indiquant  souvent  d'autres 
procédés  pour  arriver  plus  facilement  au  but.  Le  principe  d'élimination  est 
souvent  très  utile  dans  ces  problèmes.  Nous  exposerons  ensuite  une  méthode 
pour  faire  disparaître  un  certain  nombre  de  termes  d'une  équation  ainsi 
qu'une  transformation  spéciale  pour  les  équations  de  degré  pair. 

SI. 

^  ÉQUATIONS    AUX    SOMMES    DES   RACINES    DEUX    A    DEUX. 

116.  Considérons  d'abord  le  cas  particulier  de  l'équation  du  troisième 
degré 

x^  -["  ^^^  -\-bx  -{-  c  =o 

ayant  pour  racines  Xi,  X2,  Xs  que  nous  supposerons  différentes.  Si,  à  chaque 
racine,  on  ajoute  successivement  les  deux  autres,  on  obtient  les  sommes 

Xt-\-X2,       Xx-\-X5f       X2-\-Xi, 

X2-\-X5,         X5-(-Xi,         X5-\-X2, 

qui  sont  égales  deux  à  deux.  Il  en  résulte  que  l'équation  aux  sommes  deux  à 
deux  des  racines  sera  de  la  forme 

[y  —  (^.  +  ^2)]^  [y  —  (Xi  +  ^3)]''  [y  —  (^2  +  xs)Y  =  o. 

En  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre,  il  vient  l'équation 

[y  —  {xi  +  X2)]  [y  —  [xi  -\-  xs)]  [y  —  {X2  +  Xj)]  =  o 
qui  correspond  aux  trois  valeurs  différentes  de  y 

yi=Xi-\-x2,     2/2  =  Xi-|-X5,     y5  =  X2-\-X5, 

et  qui  est  celle  que  l'on  doit  prendre  pour  résoudre  le  problème. 
En  développant,  il  vient 

2/^  —  2  (x,  +  ^2  -f-  x.)y'  +  [x]  +  xl .+-  xl  +  3  (x.or,  +  x^x,^  +  x,x^)]y 
—  X1X2  (xi  ~\-  X2)  —  X1X3  (xi  +  X3)  —  xjXs  (x2  +  X3)  —  2X1X2X5  =  o. 


I 
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Or,  on  a  les  relations 

Xi-{-Xi-{-  Xi^  —  a, 

X1X2  -\-  XiXî  -["  ^2X3  =  b, 

0:1X2X3  =  —  c. 

On  en  déduit  facilement 

^!  +  ^2  +  ^î  +  3  (^.^2  +  ^,^5  +  ^,^3)  =  a'  +  6, 
x,X2  (xi  +  a[:2)  +  ^'^3  (^'  +  ^»)  +  ^«^5  (X2  +  ^«)  +  2x«xaXs  =  c  —  ab; 
par  suite,  l'équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à  deux  sera  : 
y^  -{-  2ay^  -{-  {a^  -{- b)  y  -\-  ab  —  c  =  o . 
Elle  s'obtient  plus  rapidement  en  observant  que 

Xi  -|-  Xa  =  —  a  —  X5, 
et  comme  F(x6)  =  o,  les  équations 

y  =  —  a  —  X,     F(x)  =  o 

ont  une  racine  commune;  leur  éliminant  doit  donc  être  égal  à  zéro.  La  trans- 
formée en  y  s'obtient  ainsi  en  posant  : 

X  =  —  a  —  y 
dans  l'équation  proposée. 

m.  Considérons  encore  l'équation  du  quatrième  degré  privée  de  son 
second  terme 

X*  -\-  px^  -^  qx  -\-  r  =  o. 

Les  racines  Xi,  X2,  X3,  X4  prises  deux  à  deux  donnent  lieu  à  six  sommes  diffé- 
rentes, et  l'équation  cherchée  devra  être  du  sixième  degré;  mais  d'après  la 
relation 

a:i  +  X2  +  X5  -|-  X4  =  o 
ou  bien, 

Xi  -|-  X2  =  — -  (X3  +  X4), 

ces  sommes  jouissent  de  la  propriété  d'être  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires;  par  conséquent,  la  transformée  en  y  ne  renfermera  que  les  puis- 
sances paires  de  l'inconnue.  Afin  de  la  déterminer,  écrivons  les  autres  relations 
entre  les  racines  et  les  coefficients  comme  suit  • 

X,X2  +  X»X4  +  (x, -1"  X2)  (Xs  + -^4  = />. 

X|X2(X6  +  X4)  +  X5X4(Xi  -(-  X2)  =  —  q, 

XiX2.X3X«  =  r. 
En  posant  : 

^  =:  X|  -f-  ^2  == (^6  +  Xi), 
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la  première  et  la  deuxième  relation  donneront  : 

q 
(a)  X\X2-\-XsXi  =  p-+-y^f     aciXj  —  XsXi  =  -* 

y 

Or,  on  a  identiquement 

(a;iX2  4"  X5X',y  —  (a;ia;2  —  x^x^Y  =  ^XiXiXsx^  ; 
par  suite,  il  vient 

y^ 

c'est-à-dire, 

yd  _|..  2joi/*  -|-  (jo'  —  4r)  y*  ^q^  =  o. 

C'est  i'équation  cherchée.  Ampère  a  fait  dépendre  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  de  celle  qui  précède;  cette  dernière  n'est  que  du 
troisième  degré  par  rapport  à  y'^  et  elle  est  plus  facile  à  résoudre.  En  ajoutant 
et  en  retranchant  les  égalités  (a),  on  trouve 

2x,X2  =  2Xi  [y  —  xi)  =  2/^  +  jo  +  ~* 

q 

2x5X4  =  —  2x3  {y  -\-  X5)  =  y^  4-  p • 

y 


On  en  déduit  les  deux  équations  du  second  degré 

x'^  ^yxr  ==  —  Uy'  +  p  +^\ 

xl  +  yxs  =  —  Uy'  +  p—^y 


La  première  donne  les  racines  Xi,  Xa,  et  la  seconde  les  racines  Xj,  x«  en 
fonction  de  y. 

Résolvons  aussi  la  même  question  pour  l'équation  complète  du  quatrième 
degré 

X*  -|-  ax^  -\-  6x*  ~\-cx  -\-  d  =  o. 

On  a,  pour  celle-ci,  les  relations 

{Xi-\-X2)-{-{x5-{-Xi)=  —  a, 

X1X2    -\-   X3X4    +    (Xl     -|-    X2)    (X3    -|-    Xi)    =    h  y 

X1X2  (Xs  +  X4)  -{-  X5X4  (Xi  -f-  Xj)  =  —  c, 

X1X2X5X4  •=  d. 
Posons  : 

y  ==Xi-\-X2y     z  =  XiXi, 
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et,  par  suite, 

Xs  -\-  oor,^  —  a  —  y.     x^x^ 


■  —  • 

z 


En  vertu  de  ces  valeurs,  la  seconde  et  la  troisième  relation  deviennent 

z  z 

L'équation  en  y  résultera  de  l'élimination  de  z  entre  ces  deux  égalités. 
Multiplions  la  première  par  —  y  et  ajoutons  ensuite  membre  à  membre; 
on  trouve 

—  Q.yz  —  az-\-  ay"^  -\-  y''  =  —  &y  _  c. 
On  en  tire 

y^  -\-  ay^  -\-hy-\-c 

z  = . 

22/  + a 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  ((5),  il  vient 

— \ — — n — TiT — r~  —  2/  0^  +  2/)  —  ^  =  o, 

2y-\-a  '  y^-\-ay''-\-hy-YG 

ou  bien,  en  faisant  les  réductions, 

y^  +  2>^y^  +  (3^^  "h  26)?/*  +  (a^  -\-  \ah)y^  -f-  {ac  -\-  2a^b  -{-b^  —  4^)2/^ 
+  {a^c  -\-  db^  —  ^ad)  y  —  [ci^d  —  abc  -(-  c')  ;=  o. 

On  vérifie  que  l'hypothèse  a  =  o  fait  disparaître  les  puissances  impaires 
de  y. 

118.  Supposons  maintenant  que  l'équation  donnée 

"Six)  =  o 

soit  du  degré  m  et  désignons  par  Xi,  X2,  ...  ocm  ses  racines;  si  on  ajoute 
successivement  à  chacune  d'elles  toutes  les  autres,  on  trouve  m{m —  i) 
sommes  égales  deux  à  deux,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  au  commen- 
cement, à  propos  de  l'équation  du  troisième  degré.  Si  on  ne  considère  que 
les  sommes  différentes  de  deux  racines,  on  voit  que  l'équation  aux  sommes 

fïhÇfïh  — —    T  \ 

sera  du  degré  — ^ •  Afin  de  l'obtenir,  on  emploie  de  préférence  le 

2 

•    procédé  d'élimination.  Posons 

y  =  Xi  -\-X2. 
On  en  tire 

Xi  =y  —  Xi 
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et  l'on  aura  simultanément 

F(x,)  =  o,     F(X2)  =  o,     F(?/  — X2)=o. 
Il  s'ensuit  que  les  équations 

(y)  F(a:)  =  0,      V{y—x)  =  0 

admettent  une  racine  commune  et  leur  éliminant  doit  être  égal  à  zéro. 
L'équation  aux  sommes  deux  à  deux  est  donc  celle  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation de  X  entre  les  équations  du  degré  m 

F(x)  =  o,     F(2/)  — xF'(î/)+...  ±  -F'»>(t/)  =  o. 

I  .  2  ...  m 

D'après  la  théorie  de  l'élimination,  leur  résultant  doit  être  du  degré  m^ 

par  rapport  à  7/,  tandis  que   l'équation  cherchée  est  seulement  du  degré 

mhn  —  i)      ,, 

•  L  équation  finale  renfermera  donc  des  solutions  étrangères  qu'il 

2 

faut  écarter.  Cette  particularité  tient  à  ce  que,  dans  le  problème  proposé,  on 
suppose  les  racines  distinctes;  dans  ce  cas,  il  y  a  une  racine  commune  entre 
les  équations  (y)  ;  mais,  il  en  est  encore  ainsi,  dans  l'hypothèse  où  les  racines 
Xi  et  Xi  deviennent  égales,  ce  qui  est  en  dehors  de  la  question. 

Pour  arriver  à  une  équation  débarrassée  de  solutions  étrangères,  remar- 
quons que  la  méthode  précédente  revient  à  éliminer  Xi  et  Xz  entre  les 
équations 

7/  =  X4-|-X2,      F(xi)  =  o,      F(X2)  =  0. 

On  peut  remplacer  ce  système  par  le  suivant  : 

(à)  y  =  Xt-{-X2,     F(x,)  =  o,     F(xi)  —  F(x2)  =  o, 

et  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est  alors  divisible  par  Xi  —  X2. 
Posons  identiquement  : 

F(x,)  — F(x2)  =  — ~^^ î^— ^(x,  —  X2). 

Xi  —  X2 

Le  système  des  équations  (d)  se  partage  ainsi  en  deux  autres,  savoir  : 

2/  =  Xi-f-X2,     F(xi)  =  o,     Xi~X2  =  o; 

F(x,)  —  F(X2) 
2/=X|+X2,     F(x,)  =  o,     -^ ^—^  =  0. 

Xi  —  Xi 

Le  premier  correspond  aux  cas  où  les  racines  sont  égales  ;  il  donnera  les 
solutions  qui  ne  conviennent  pas;  le  second,  par  l'élimination  de  Xi  et  de  xa, 
fournira  l'équation  demandée. 
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On  donne  le  nom  de  geminanl  au  terme  indépendant  de  l'inconnue  dans 
l'équation  aux  sommes,  pris  en  valeur  absolue;  il  est  égal  à  plus  ou  moins  le 
produit  de  toutes  les  sommes  deux  à  deux  des  racines.  En  le  désignant  par  G, 
on  aura,  par  définition, 

G  =  (X,  -|-  ^2)  (Xi   +  ^3)  {^\  +  ^0  ...   (X,  +  Xm) 
{Xi  -f-  X^)  (Xa  +  X4)   .  .  .  (X2  +  Xm) 

(xs +  X4)  ...  (xs -j-^»»») 


\Xrn—\  ~p  Xfnj» 

Cette  expression  est  une  fonction  symétrique  des  racines,  et  elle  doit  être 
équivalente  à  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l'équation.  Elle  jouit 
de  la  propriété  de  s'annuler,  lorsqu'il  y  a  deux  racines  égales  et  de  signes 
contraires.  Dans  cette  hypothèse,  on  doit  regarder  les  équations 

F  (x)  =  0,     F  ( —  x)  =  o 

comme  étant  satisfaites  en  même  temps  et  leur  éliminant  sera  égal  à  zéro. 
L'expression  de  G  en  fonction  des  coefficients  résultera  donc  de  l'élimination 
de  X  entre  ces  équations;  mais  il  est  possible  d'en  simplifier  le  calcul.  Soit 

F  (x)  =  X'"  -\-  ax'^-  '  -f-  ftx'"-^  -j- \-l==Q 

l'équation  donnée.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  m  pair  ;  alors,  par  le 
changement  de  x  en  —  x,  on  aura 

F  ( —  x)  =  x"^  —  ax»"-*  4-  ^x'^-^  — ^  /  =  o. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  ces  deux  équations,  on  trouve 

x'^ -\- hx'^-'^ -\- " '  =  o ^ 
ax"*-^  +  ex"'—''  -]-..•  =  0. 

On  arriverait  à  deux  équations  analogues,  lorsque  7)i  est  impair;  l'élimina- 
tion de  X  devra  se  faire  entre  ces  dernières  qui  sont  plus  simples. 
Par  exemple,  pour  l'équation  du  troisième  degré 

F  (x)  =  x^  -j-  ax^  -\- bx  -\-  c  ==  o , 
on  a 

F  (  —  x)  =î  —  x^  +  ax^  —  bx  -\-  c  =  o; 

par  la  soustraction  et  l'addition  de  ces  équations,  il  vient 

X*  -)- fe  =  o,     «x'  +  c  =  o. 


—   Î248  — 
On  en  déduit  pour  le  geminant 

G  c=       I     i)       =c  —  ab. 
a     G 
De  même,  pour  l'équation  du  quatrième  degré 

F  (x)  ^  x*  -|-  ^ic^  -{-hx"^  -\-cx-\'d  =  o, 
les  équations  à  former  seraient  : 

ic*  -j-  hx^-  -j-  d  =  o,     ax^  -|-  c  ==  o  ; 
l'élimination  de  ac^  conduit  à  l'expression 

G  =  c^  —  abc  -\-  a^d 
pour  le  geminant  de  cette  équation. 

S  2. 

ÉQUATION    AUX    DIFFÉRENCES    ET    AUX    CARRÉS    DES    DIFFÉRENCES    DES   RACINES 

PRISES    DEUX    A    DEUX. 

119.  Si,  de  chaque  racine  d'une  équation  du  degré  m 

F  {oc)  =  o, 
on  retranche  toutes  les  autres,  on  obtient  m  (m  —  i)  différences  de  deux 
racines.  La  transformée  aux  différences  sera  donc  du  degré  m  {m  —  i)  et  ne 
renfermera  que  les  puissances  paires  de  l'inconnue;  car,  à  une  différence 
telle  que  Xi  —  Xt,  en  correspond  une  autre  x^  —  Xi  égale  et  de  signe  con- 
traire. Posons 

2/  =  Xi  — X2; 

on  aura  :  o^i  =  y-j"  ^2,  et,  d'après  les  relations 

F  {X2)  ==  o,     F  (xi)  =  F  (y  -f  X2)  =  o, 
les  équations 

F  (x)  =  o,     F  {y  +  x)  =  o 

sont  satisfaites  en  même  temps;  l'inconnue  y  doit  donc  annuler  l'éliminant  de 
ce  système.  Il  en  résulte  que  la  transformée  en  y  s'obtiendra  par  l'élimination 
de  X  entre  les  équations 

F  (x)  =  o,      F  {x)  +  yr(x)  -f  JL  F''  (x)  +  ...  =  o. 


--   249  — 
En  vertu  de  la  première,  la  seconde  se  réduit  à 

2  1.2.3 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  complète  du  troisième  degré 

F(x)  =  x^  -\-  rtx*  -\-  hx  -\-c  =  o. 
La  seconde  équation  à  former  est  : 

y 

(3x2  -J-  2ax  -\-b)-\--{6x-{-  2a)  -\-y^  =  o, 

ou  bien 

(a)  3x«4-(32/-|-2a)x  +  />  +  (i//+ ?/  =  o. 

Avant  d'opérer  l'élimination,  on  peut  rabaisser  l'équation  proposée  au 
second  degré  comme  nous  allons  l'indiquer.  Multiplions  la  dernière  égalité 
par  X  et  F(x)  par  3;  il  viendra 

3x'  -f-  (32/  +  2a}  x^  +  (^  +  «2/  +  y^)x  =  o» 
3x^ -f- 3ax^ -)- 36X  4- 3c  =  o. 

En  retranchant  membre  à  membre,  on  trouve 

((3)  (32/  — ft)x2-[-(2/2-|-ft?/— 26)x  — 3C  =  o. 

Si  on  forme  le  déterminant  de  Cauchy  pour  les  équations  (a)  et  (|S),  on 
arrive  à  la  transformée  suivante  : 

y'  —  2ia'  -  zh)y'  +  {a^  —  3&)V 

-{.-{ah^  gcy  —  1(^2  __  3^)  (?,2  _  ^ac)  =  o. 
3  3 

Pour  l'équation  incomplète 

x^  -\-  px  -\-  q  =  Of 
elle  se  réduit  à 

3/6  +  ôpy'  +  gphf  +  47?'  -f  2yq*  =  o. 

Dans  le  cas  de  l'équation  du  quatrième  degré 

F (x)  =  X*  +  ax^  -\-  6x*  -\-cx  -{-d  =  0, 
l'équation 

F'  (x)  +  ^  F''  (x)  -\ ^ F'"  (x)  -1 ^ F'"(x)  =  o 

'2       '''1.2.3        '''1.2.3.4 

est  de  la  forme 

(a')  4x^  +  (3a  +  6y)x^  +  (26  +  ^ay  +  ^y^)x-\-c+by+aif  +  7/»  =  o 


—  250  — 

Multiplions  cette  égalité  par  x  et  la  proposée  par  4;  il  viendra 

4x*  4-  {3a  +  6i/)x'  +  {2b  +  yiy  +  4?y')d?'  -]-  (c  +  67/  +  a?/«  +  ^/'jx  =  o, 
4X*  -\-  4ax'  -1-  46X*  -j-  4CX  -|-  4^  =  o. 

Par  la  soustraction,  on  trouve 

((3')  (6y—a)x^  +  {^y^-\-3aij-'2b)x*'\-iy^-^ai/+by—3c)x—^d=o. 

Si  on  égale  à  zéro  le  déterminant  de  Cauchy  pour  les  deux  équations  du 
troisième  degré  (a')  et  (j3'),  on  arrive  à  une  équation  du  i2«  degré  en  y;  ce 
sera  l'équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

En  posant 

y*  ^u 

dans  les  équations  que  l'on  obtient  par  cette  méthode,  les  transformées 
en  u  seront  les  équations  aux  carrés  des  différences  des  racines;  leur  degré 

est  représenté  par 

m{7n  —  i) 
f 

2 
car  les  différences  égales  et  de  signes  contraires  telles  que  Xi  —  xa,  Xj  —  Xr 
ne  donnent  lieu  qu'à  un  seul  carré  (xi  —  x^Y, 

ttSO.  Il  existe  une  autre  méthode  indiquée  par  Lagrange  pour  former 
réquation  aux  carrés  des  différences.  Soit 

X"*  +  ax"*-'  -|-  6x"'-^  +  . . .  -j-  r  =  o 

l'équation  donnée  ayant  pour  racines  Xi,  Xa,  ...  Xm,  et 

2^/* -|- A3//*-' +  By/*-3 -f- |-R  =  o 

l'équation  cherchée.  On  sait  que 

m(m  —  i) 

il  faut  calculer  les  coefficients  A,  B,  C...  Posons 

Sp  =  x^+xP,  +  ...+x^ 

Sp  =  (Xi  Xj)'"  +  (xi  —  Xs)*^  H , 

c'est-à-dire  que  les  quantités  S  et  5  représenteront  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  des  deux  équations.  Afin  d'arriver  à  une  relation  entre 
elles,  considérons  l'identité 

(x  —  x^yp  +  (x  —  XzY^  H (x  —  Xm)'^  =  mx^P  —  2/)SiX^^-' 

1.2 
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Remplaçons  x  successivement  par  chaque  racine  Xt.  x^  ...  x,„,  et  faisons  la 
somme  des  résultats  correspondants.  Si  on  remarque  que,  dans  les  premiers 
membres,  une  même  différence  va  se  répéter,  on  aura 

C  o    G  C  I     2^(2/)—  l) 

2Sp  =  mb-jp  —  2pb^b2p—i  -[ 5aS2p_2  +  •  •  • 

1.2 

Il  est  visible  que  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  au  second  mem- 
bre sont  égaux;  en  les  réunissant  et  en  divisant  par  2,  il  vient 

5p  =  m02p 2pbib2p-l  -1 t52Î52p_2-h    ••3= 5p. 

1.2  2  1  .  2  ...  p 

Posons  successivement  :  />  =  i,  2,  3,  ...  ;  on  aura 

s^  =  mS^  —  S^^ 

6^2  =  wS,  —  4S^S.  +  3S|, 

«3  =  ff^^e  —  6S,S,  +  15S2S,  —  loS^, 


Ces  relations  permettent  de  calculerai,  st,  55,  ...,  puisque  Si,  S2,  Ss,  .-., 
se  déterminent  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  proposée  (N°  48). 
Enfin,  connaissant  5i,  s^y  ss,  ....  on  en  déduit,  par  les  formules  connues,  les 
coefficients  A,  B,  C,  .,.  de  l'équation. 

Dans  le  cas  de  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -]-  ax^  -|-  6x  4"  c  =  o, 
on  a  : 

Si  =-  —  », 

S2  =  a*  -   2&, 

85  =  — a^  +  3a6  — 3c, 

S4  =  a*  —  ^a^h  -{-  ^ac  -{-  26', 

85  =  —  (i^  -\-  sa^b  —  5a'c  —  $ah^  -\-  56c, 

Se  =  fts  —  6ct*6  -1-  6(fi'c  -f-  ga^b^  —  i2abc  —  26'  -\-  3c*; 

ensuite,  < 

Si  =  2a^  —  6b, 

Si  =  2a*  —  i2a^b  -(-  iSb^f 

Ss  =  2^6  —  iSa^b  —  i2a^c  -\-  sya^b*  +  ^^abc  —  66/)'  —  Sic'; 

enfin, 

A  =  —  2  (ft2  —  ^l)^ 

B  =  ri*  —  6a'b-{-gb\ 

C  =:  ^a^c  —  a^b'^  —  i8a6c  +  4^^'  +  27c'. 


—  "1^^  — 

Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  représente  le 
produit  des  carrés  de  toutes  les  différences  des  racines;  d'après  une  propriété 
démontrée,  c'est  le  discriminant  de  IVquation.  Lorsque  celle-ci  admet  une 
racine  double  Xi  =  X2,  ce  dernier  terme  sera  nul;  dans  le  cas  de  deux  racines 
doubles  Xi  =  X2,  Xs  •■=  Xi,  les  différences  x,  —  xa,  Xs  —  X4  ont  pour  valeur 
zéro;  il  en  résulte  que  les  coefiicients  des  deux  derniers  termes  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  seront  nuls,  car  elle  doit  avoir  deux  racines  égales  à 
zéro;  enfin,  pour  une  racine  triple  Xi  =  X2  =  X3,  les  différences  Xi  —  x^, 
Xi  —  x-o,  Xi  —  Xs  étant  nulles,  les  coefiicients  des  trois  derniers  termes  de  la 
même  équation  seront  égaux  à  zéro.  On  voit  donc  l'importance  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  pour  résoudre  diverses  questions  relativement  aux 
racines;  malheureusement  sa  formation  est  très  pénible;  aussi  est-elle  peu 
employée;  on  préfère  se  servir  d'autres  méthodes  plus  simples  pour  résoudre 
les  mêmes  questions. 

ÉQUATIONS  AUX  PRODUITS  ET  AUX  QUOTIENTS  DEUX  A  DEUX  DES  RACINES. 

I!8t.  Considérons  d'abord  l'équation  du  troisième  degré 

x'  -\-  ax^  -\-  bx  -\-  c  =  o. 

Avec  les  racines  Xi,X2,  X3  on  peut  former  les  trois  produits  XiX»,  XtXs, 
X2X3.  Cherchons  l'équation  qui  doit  avoir  ces  produits  pour  racines.  Posons  : 

y  =  X1X2. 

A  cause  de  la  relation 

on  aura 

oc^y  =  —  c; 

par  conséquent,  en  remplaçant  Xs  par  x,  la  formule  de  transformation  sera 

c 

y 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  la  proposée  donne  pour  l'équation  aux 

produits 

y^  —  by^  -\-  acy  —  c*  ==  o. 

Soit,  encore,  l'équation  du  quatrième  degré 

X*  -]-  ax^  -^  bx*  -^  ex  -]- d  =  o. 


—  2o3   — 

11  y  aura  six  produits  deux  à  deux  et  la  transformée  sera  du  sixième 
degré.  Posons 

qjz=XiX2,       Z  =  Xi  -\~  X2. 

On  aura 

XsXi  =-  y     Xs  -(-  x,  =  —  [a  -j-  z). 

y 

Avec  ces  valeurs,  les  relations  suivantes  entre  les  coefficients  et  les  racines 

X\X2  -\-  X3X4  -\-  (xi  -\-  x-i)  (xs  -\-  X4)  =  h 

X1X2  {Xi  -\-  X4)  +  X3X4  (Xi  -)-  X-j)  =  —  c 

deviennent 

y-\ z{a-\-z)  =  h, 

—  y[a-\-z)-\ — z  =  —  c. 

L'élimination   de  z   entre   ces   égalités   fournira    la    transformée    en  y. 
La  dernière  donne 

ay  —  c 

y-' 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,   il   vient  pour  l'équation   aux 
produits 

y6 — \)y^  j^{^(ic  —d)y*'  —{a'''d'-2bd-\-c')y^-{'{ac — d)dy^—  bd^y-\-d^'=  o. 
Elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

—  (  aH  —  ^bd  -|-  cM  =  o. 

Enfin,  supposons  que  l'équation  donnée 

F(x)  =  o 

soit  du  degré  m.  On  peut  former  — ^^ ^produits  deux  à  deux  et  ce 

2 

nombre  indique  le  degré  de  la  transformée.  Afin  de  la  déterminer,  consi- 
dérons l'identité 

(XXO*  +  (XX2Y  -\ \-  {xXm)"  =  X^S*. 


—  254  — 

Désignons  par  Sk  la  somme  des  k'^*""  puissances  des  racines  de  l'équation 
cherchée;  en  remplaçant  x  successivement  par  Xi,  X2,  Xt  ..,  Xm  et  en 
additionnant  tous  les  résultats,  on  aura 

Sjjt-j-  2Sk  =  Sfc; 
d'où 

Sfc  —  Szk 

Sk  = 

2 

Si  on  pose  :  A  =  i,  2,  3,  ...,  on  trouve 

5,  =-î '-y     Si=-^ *-t     ss  =  - -i     etc. 


Connaissant  les  sommes  s,  on  en  déduit  (N®  48)  pour  les  coefficients  de  la 
transformée 

A==  — 5„     B  =  -f5;  — ^^V     C  =  -f  —  5^-|-35^^,— 25,V     etc. 

±91S.  Equation  aux  quotietits.  —  Soit,  d'abord,  l'équation  du  troisième 
degré 

x^  -\-  px  -^  q  =  o. 

Si  on  divise  chaque  racine  par  les  deux  autres,  on  obtient  six  quotients. 

X I  Xf 

Il  faut  remarquer  qu'à  un  quotient  tel  que  —  >  en  correspond  un  autre  — 

Xj  Xi 

inverse  du  premier.  En  posant 


il  viendra, 


Xi  ,     I 

ooi  y 


X[     ,    Xi         X.  —j—  X, 
Z=: 1 z=-L-l 1 


Xi         Xi  X1X2 

A  cause  des  relations 

Xs  =  (Xi4-X2),       X,X2^ , 

Xs 
on  trouve 

xl  -\-2q  _^pxs  —  q 

Si  on  remplace  Xj  par  x,  on  arrive  à  la  formule  suivante  : 

px  —  q 


—  2b5  - 
d'oii  on  lire 

V 
La  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  proposée  donne 

Enfin,  en  posant  : 

I    I 

y 

on  trouve,  pour  l'équation  aux  quotients, 

Considérons  le  cas  général  d'une  équation  du  degré  m 

F(x)  =  o. 

En  divisant  chaque  racine  par  toutes  les  autres,  on  forme  m{in —  i) 
quotients  deux  à  deux;  ce  nombre  sera  le  degré  de  la  transformée.  Pour  la 
déterminer,  écrivons  l'identité 

Si  on  remplace  x  successivement  par  Xi,  X2,  ...,  Xm  et  si  on  fait  la  somme 
des  résultats,  on  trouve 

m  -|-  5i  =  Sfc  .  S_k, 

Sk  désigne  la  somme  des  A'*"""  puissances  des  racines  de  la  transformée. 
On  en  tire 

Sk  =  Sft  .  S_fe  —  m . 

En  posant  k=  i,  2,  3,  etc.  on  aura  les  valeurs  5j,  s^,  55,  etc.  qui  permet- 
tront de  calculer  les  coefficients  A,  B,  C,  ...,  de  la  transformée  aux  quotients. 

1*3.  Equations  aux  sommes  et  aux  diff'érences  des  produits  deux  à 
deux  des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré.  Soit  l'équation 

X*  -\-  px^  -\-  qx  -\-r  =  o 

ayant  pour  racines  Xi,  Xa,  Xs,  X4.  En  faisant  la  somme  des  produits  deux  à 
deux,  on  trouve  seulement  les  trois  valeurs  différentes 

X1X2 -j-^J^Ci,       X,X3  +  XiX4.       XiX^  -\-  XiXi, 
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et  la  transformée  sera  du  troisième  degré.  Posons 

Nous  avons  trouvé  précédemment  (N°  117) 

z  =  XiXi-\- XtXt  =p-\-y^     où     y  =  xi  -]^X2. 
On  en  tire 

7f==Z—p. 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  aux  sommes 

y^  -\-  2py'  +  (p^  —  4r)i/»  —  ^^  ==  o, 
on  trouve,  pour  la  transformée  en  z, 

z^  —  pz'^  —  ^rz  -j-  4jor  —  q^  =^  o. 
Dans  le  cas  de  l'équation  complète 

x*  -[-  ax'^  -j-  bx^  -)-  ex  +  d  =  o, 

il  faut  prendre  l'équation  aux  produits  (N**  121)  dans  laquelle  y  =:  X1X2. 
On  aura 

z  =  iCia;2  4~^5^4  =  XiXi  -] =  y  -A — • 

xiX2  y 

Par  la  substitution  de  cette  valeur,  on  trouve 

z^  —  bz^  -j-  {ac  —  ^d)z  —  {aH  —  4M  +  c^)  ==  o. 

En  second  lieu,  cherchons  la  transformée  ayant  pour  racines  les  différences 
des  produits  deux  à  deux.  Il  y  a  six  valeurs  à  considérer,  savoir  : 

X^X2  —  0:5X4,      X1X3  —  X2X4,      X1X4  —  X2X3, 

X8X4  —  X1X2,   XjX4 XiXs,   X3X5  X1X4; 

elles  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux  ;  par  conséquent,  la 
transformée  sera  du  sixième  degré  et  ne  renfermera  que  les  puissances  paires 
de  l'inconnue.  Posons 

U  =  X1X2  —  X3X4. 

Nous  avons  vu  (N"  117),  qu'avec  la  valeur  y  =  xi  -\-  X2,  on  a  la  relation 


on  en  tire 


y 


.=1 

u 
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En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  aux  sommes  deux  à  deux  des 
racines,  il  vient  la  transformée  en  u 

y,<i  —  (p2  —  ^r)  u*  —  2pq'^u^  —  q*  7=  o. 

Il  faut  résoudre  la  même  question  pour  l'équation  complète 

X*  -|-  ax^  -\-  bx^  -{- ex  -\-  d  =  o . 

D'après  le  numéro  121,  si  on  pose  y  =  XiXo,  on  a 

d 

u  =  0:1X2  —  XsXt,  =  y ; 

y 

on  en  tire, 

y^  —  uy  —  d  =  o. 

On  arrivera  donc  à  l'équation  en  u  en  éliminant  y  entre  cette  relation  et 
l'équation  aux  produits  (N"  121);  mais  il  est  préférable  de  suivre  la  méthode 
suivante.  En  posant  z  =^Xi  +X2,  nous  avons  trouvé  les  équations  (N«  121) 

2/+-— ^(a  +  2r)  =  6, 
—  y  \a  '\-  z)  -^  -z  ^=  —  G . 

y 

D'après  la  défmition  de  w,  on  a 

d 

-=^y  —  u. 

y 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes,  on  obtient 

2y  —  II,  —  z(a-\-z)==hf     ay -\- zu  =  c. 

Cette  dernière  donne 

c  —  ay 

z=== ; 

u 

par  suite,  l'autre  devient 

/c  —  mj\       {c  —  ayy 

2y  —  u  —  al  • ) —  =  6, 

\      u     /  u^ 

c'est-à-dire, 

ft^y^  —  y  {2CIC  4-  a^u  -{-  2u*)  -|-  (c'^  -|-  acu  +  bu-  -j-  u^)  =  o. 

Le  problème  revient  ainsi  à  éliminer  y  entre  cette  équation  et  la  suivante  : 

2/^  —  uy  —  d  =  o. 

On  trouve,  par  l'éliminant  de  Cauchy, 

u^-{-{2ac  ^b^-{-^d)u'-\-{a'c''  —  2a''bd  +  8acd  ^2bc^)u^  -^{aH—c^f  =  o. 

17 


194.  Eqicatioîi  aux  carrés  des  racines.  Etant  donnée  l'équation 

a?"'  +  «•^"*~'  +  ft^*""'  +  cic"»-^  -| (-  r  =  o 

ayant  pour  racines  r,,  x-i,  ...,  a;»,  proposons-nous  d'en  former  une  autre  qui 
ait  pour  racines 

2  2  9 

•^l  î       "^2^        •  •  •  »        «*'m» 

On  a 

(a)         ^'"4"^*^'""*  -\ [-r  =  (ip  —  J7i)(^  —«2)  •••  (iP  —  a?m). 

Par  le  changement  de  a?  en  —  x^  l'équation 

F  ( —  x)  =  x'^  —  aj?'"-*  4-  6x''»-2  --  ca?"'-2  -|~  ' . .  =  o 
admettra  pour  racines  —  X\^  —  iPa,  ...,  —  a?m,  et  nous  aurons  aussi 
(a')  a:'"  —  ax"*~'-|-^-^'"~^  —  cx'"~^+'"=(a;4-^i)(^+^2)ic+X3)«*'(a;+a;m)- 
Si  on  multiplie  les  égalités  (a)  et  (a'),  il  vient 

(x"» -|- 6a;"'-2  _|_cij?m-4  _|-...)2  — (ax»"-'  -[- ex"*"' +  ^^'""  ^  M Y 

=  {x^  -  xl){x^  — x])  (x^  —  Xg)  ...  {x^  — xl^). 
Par  conséquent,  en  développant  et  en  posant 

x^  =  y 
il  viendra  pour  l'équation  aux  carrés  des  racines 

ym  (c^2  26)  2/"*-' 

+  [b*  —  2ac  +  2d)y'^-^  —  (c^  —  26^  +  2ae  —  2f)y'^-'  -) =  0. 

La  composition  de  cette  équation  est  facile  à  retenir.  Le  coefficient  du 
second  terme  est  égal  au  carré  du  coefficient  du  second  terme  de  l'équation 
moins  le  double  produit  des  coefficients  des  termes  adjacents  ;  le  coefficient 
du  troisième  terme  renferme  le  carré  du  coefficient  du  troisième  terme  de 
l'équation  moins  le  double  produit  des  coefficients  des  termes  adjacents,  plus 
le  double  produit  des  deux  autres  coefficients  à  égale  distance  du  troisième  ; 
ainsi  de  suite;  de  plus,  les  signes  -\-  et  —  alternent.  Ainsi,  pour  les  équations 

x^  -\-ax-\-h  =  o, 

x^  -|~  ax'^  -\-hx-\-c  =  o, 

a?*  -j-  ax^  -\-hx'^  -\-cx^d==Oi 

les  transformées  aux  carrés  des  racines  seront  : 

2/«  —  (a*  —  2h)y  -j-  62  =  o, 

yz  --(«2  —  2h)y^-\-  {b^  —  2ac)y  —  c'  =  o, 

y'  —  (a'  —  26)'/  +  [h^  —  2ac  +  2d) y'  -—  (c^  —  2bd) y  -{-  cJ*  =  o. 
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8  4- 

DISPARITION    DE    PLUSIEURS    TERMES    D'UNE    ÉQUATION. 

1*5.  Considérons  l'équation  du  degré  m 

F  (a?)  =  kox^  +  A.a;"»-'  +  .  .  -j-  A^  =  o, 
et  posons 

y  étant  une  nouvelle  inconnue  et  t  une  quantité  indéterminée.  L'équation 
transformée  sera  de  la  forme 

1*2  I.2.««  TYv 

OU  bien 

ytn — 1  '  ym — 2 

AorH h tF^""'^WH -, rF<-*>(«)-l — f-F(o=o. 

'    1.2. ..(m —  i)  1.2. ..(m  —  2)  ^'  ^         \      \f 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  le  r'^*"*  terme  dans  cette  transformée,  il  faut 
déterminer  t  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 

qui  est  du  degré  r  —  i  par  rappart  à  t  ;  par  conséquent,  il  est  possible,  en 
général,  de  faire  disparaître  le  r^^'^^  terme  d'une  équation  de  r  —  i  manières 
différentes. 

Le  cas  le  plus  intéressant  et  le  plus  utile  à  signaler  est  celui  de  la  dispa- 
rition du  second  terme.  L'équation  de  condition  est  alors 

F<'»-*>(0  =  o,     ou     mkat  +  A,  =  o. 

On  en  déduit 

A, 


mkt 


La  transformation  précédente  revient  à  diminuer  les  racines  de  la 
quantité  t\  par  suite,  cette  valeur  établit  la  règle  suivante  :  Pour  faire 
disparaître  le  second  terme  d'une  équation  du  degré  m,  il  faut  diminuer 
les  racines  du  quotient,  changé  de  signe,  du  coefficient  du  second  terme 
par  m  fois  le  coefficient  du  premier. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  faire  disparaître  le  dernier  terme  ;    car 

l'équation 

F(0  =  o 
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est  précisément  la  proposée  où  x  est  remplacé  par  t.  Cette  transformation 
reviendrait  à  résoudre  l'équation  donnée  . 

Lorsqu'on  fait  disparaître  le  second  terme,  la  transformée  prend  une  forme 
élégante  en  écrivant  l'équation  avec  les  coefficients  du  binôme  comme  suit  : 

,   m(m  —  i) 
F(a?)  =  CûX""  +  ;?m,^'"-'  -1 ^ ^ftaa?'"-^    i \-am  =  o. 

1.2 

La  condition  précédente  devient  : 

ttot  -[-«1  =  0, 


d'où 


ai 


La  formule  de  transformation  est  donc 

at 

X  =  y » 

ao 

et,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  l'équation  en  y  est  de  la 
forme 

mim  —  i)  I   ,  ,             ,        ,  ,  m(m — i)(m — 2)  1  ,     ,  ,     ,    x 
-7——  Zi  ^<  -  «^o«^ J  r-' H — — ri  (2^î  —  3»o«i  %  +  <(^z)y''' 

I    .   2  M-Q  1.2.3  ^0 

m(m  —  i)  (m  —  2)  (m  —  3)  i 


1.2.3.4  K 


(3»;  —  6aQa\a^-\r  ^ala^%  —  alar^y^-^  -\ =  0 


En  particulier,  l'équation  du  troisième  degré 

peut  se  ramener  à  la  forme 
dans  laquelle 

De  même,  l'équation  du  quatrième  degré 

a«a?*  -|-  ^a\x"^  -\-  ùa^x^  -\-  ^aix  -[-  a^  =  o 
est  susceptible  de  se  réduire  à 

2/*+?>2/*  +  92/  +  ^  =  o. 


ou 


fi  A 

r  =  —  —  (3a;  —  6a,ftX  +  ^ala^a,  —  a^J. 
^0 
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Les  fonctions  des  coefficients  qui  entrent  dans  la  transformée  se  nomment 
quelquefois  variants  quadratique,  cubique,  biquadratiquc,  etc.  de  Tcquation 
proposée. 

196.  Disparition  de  plusieurs  termes.  Soit  Téquation  du  degré  m 

F(i(?)  =  a?"*  4"  ^•^-■'""'  +  /'^"*"~^  + 1-  r  =  o. 

Posons  : 

OÙ  y  désigne  la  nouvelle  inconnue,  a©,  a\  ...,  des  coefficients  indéterminés 
et  n  un  nombre  inférieur  à  m.  Cette  dernière  relation  peut  s'écrire 

a.nX'^  -\~  a«_iii?'*~'  -}-•••  -"1-  c(.iX  -\-  c/.Q  —  y  =  o. 

Si  on  élimine  x  entre  les  deux  équations,  on  arrive  à  une  transformée  en 
y  qui  sera  du  degré  m  comme  la  proposée,  et  dans  laquelle  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  y  renfermeront  les  indéterminées  a^,  «i,  ...  «n", 
on  pourra  donc  disposer  de  celles-ci  pour  faire  disparaître  un  certain  nom- 
bre de  termes  de  l'équation. 

L'élimination  peut  s'opérer  ici  très  élégamment  par  les  fonctions  symé- 
triques. L'équation  proposée  donne 

a?"'  =  —  aa?*"-*  —  &a?'"~*  •• r. 

En  multipliant  par  x  et  en  remplaçant  o?"*  au  second  membre  par  sa 
valeur,  on  exprimera  i)?"*+'  au  moyen  des  puissances  a?"*"',  a?"'""-,  etc.  Il  est 
évident  qu'en  continuant  la  multiplication  par  a?,  toutes  les  puissances  aj"'+^, 
a?"*+%  etc.  pourront  s'exprimer  de  la  même  manière.  Cela  étant,  élevons  la 
fonction  y  aux  puissances  i,  2,  3,  ..,,  m  et  rabaissons  les  puissances  de  x 
au-dessous  de  m  ;  il  viendra  les  équations 

i/«  =  /3o  + (3.0^4 hP— »^' 


■»m—  1 


■%m — I 


2/'«  =  ^ç-]- A,a?-] \-lm^xX' 

Les  coefficients  j3  sont  des  expressions  du  second  degré  par  rapport  à  «o, 
ax,  ...;  les  coefficients  y,  du  troisième  degré  etc.;  enfin  les  coefficients  A 
seront  du  degré  m  relativement  aux  mêmes  quantités.  Désignons  par 
So,  Si,  Si,  ...,  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  F(.r);  par 
^0,  Si,  Si,  ...,  les  sommes  analogues  pour  la  transformée.    En  substituant 
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successivement  toutes  les  racines  de  la  proposée,  ces  équations  conduisent 
aux  suivantes  : 

5,  =  mocg  -\-  a,Si  4-  «sSo  -\-  •••  +  anS„, 
52  =  m|3o  +  P'^'  +  (32824 |-|3m-iSm— 1, 


Connaissant  Si,  S2,  S5  ...,  on  en  déduira  Si.  S2,  Ss,  ...,  ainsi  que  les 
divers  coefficients  de  la  transformée  (N"  48).  Si  on  représente  cette  trans- 
formée par 

r'  +Pl2/"'"'    +  P22/"'-'  -i Pm  =  O, 

on  sait  qu'un  coefficient  P,  est  une  fonction  de  5i,  5>,  55,  ...,  5,;  par  consé- 
quent, si  Ton  veut  faire  disparaître  n  termes  en  suivant  le  premier,  on  devra 

poser 

5i  =  o,     52  =  o,      ...,     Sn  =  o. 

Ces  équations  sont  respectivement  des  degrés  i,  2,  3,  ...,  n.  par  rapport 
à  ao,  a«,  ...;  en  posant  «„=  i,  elles  forment  un  système  de  71  équations 
à  n  inconnues  savoir  : 

«t,        Û^I»        OC2,        ...,        «n— |. 

Par  l'élimination  de  n  —  i   de  ces  quantités,  on  arrivera  à  une  équation 

du  degré 

I  .  2  .  ^  ...  n 

pour  déterminer  la  dernière.  Cette  méthode  est  surtout  utile  et  intéressante 
pour  ramener  les  équations  du  troisième,  du  quatrième  et  du  cinquième 
degré  à  d'autres  plus  simples  et  plus  faciles  à  résoudre.  Nous  en  donnerons 
quelques  exemples. 

IISI.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  du  troisième  degré 

a?'  +  ax*  -\-bx-\-  c  =  0, 

pour  la  ramener  à  la  forme 

y^-\-k  =  o. 
On  doit  poser 

y  =  OLo  -\-  (XiX  -{-  Cf.iX^. 

En  élevant  au  carré  et  au  cube,  il  viendra  des  équations  de  la  forme 

y  =  ûco  -\-  oLiX  -]-  UiX^, 
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après  avoir  rabaissé  les  puissances  a;',  ic*,  ...,  au-dessous  de  la  troisième. 
Celles-ci  conduisent  ensuite  aux  relations 

52  =  3(3o  +  (3iSi  -f-  /3?S2, 
Si  =  370  +  ySi  +  y-'S2, 

qui  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  5i,  6*2 ,  53;  par  suite,  on  aura  pour 
la  transformée  (N"  48) 

y^  —  s^if  -]-  ~  {s]  —  s  )y (5J  —35,5a  4-  25,)  =  0. 

2  1.2.3 

Le  second  et  le  troisième  terme  disparaissent  avec  les  conditions 

5i  =i  O,       52  =  O, 

Or,  Si  est  du  premier  degré,  52  du  second  degré  par  rapport  à  «o»  «i,  «2. 
Posons  :  «2=  I,  et  portons  la  valeur  de  «o  tirée  de  la  première  dans  la 
seconde  ;  il  en  résultera  une  équation  du  second  degré  en  <xi .  Donc,  l'équation 
cubique  complète  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

en  résolvant  une  équation  du  second  degré. 

t9S.  11  ne  sera  pas  inutile  de  traiter  la  même  question  par  un  autre 
procédé  d'élimination.  Soit 

y  =  X^  -\-VX  -\-Wy 

V  ti  w  étant  des  constantes  indéterminées.  Si  on  désigne  par  u  la  différence 
^^  —  2/î  on  aura 

(a)  œ^  -\-vx-\-u  =  o. 

L'équation  proposée  étant 

x^  -\-  ax^  -\-bx  -\-  c  =  Of 

on  simplifie  l'élimination  de  x  de  la  manière  suivante.  La  relation  (a)  mul- 
tipliée par  X  donne 

x^  =  —  vx^  —  ux; 

en  substituant  cette  valeur,  l'équation  du  troisième  degré  se  réduit  à 

((3)  (a^v)x^ -^(b  —  u)x-\-c  =  o. 
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La   transformée   en  u  résultera  de  l'élimination  de  œ  entre  (a)  et  ((3). 
L'éliminant  de  Cauchy  donne 

[(6  —  u)  —  v(a  —  v)]  [cv  —  (b  —  u)u]  —  [c  —  u  (a  —  v)Y  =  o, 

ou  bien, 

u^  —  l(i{v  —  a)  +  2&]  u"^  +  [^(^^^  —  av  -{-b)  -\-c  {^v  —  2a)]u 
—  c(v^  —  av^  -\-bv  —  c)  =  o. 

Désignons  par  (p{u)  le  premier  membre  de  cette  équation.  On  obtiendra  la 
transformée  en  ij  en  remplaçant  u  par  w  —  y;  il  vient  ainsi 

(^(w)  —  y^'{to)  A 9"(^)  — y^  =  o. 

I   .  2 

Pour    faire  disparaître    le    second   et  le  troisième   terme,   on  aura   les 
équations 

ou  bien, 

^iv  —  a(v  —  a)  —  2&  =  o, 

3to*  —  2[a  {v  —  a)  -\-  2b]  w  -{- b  {v^  —  av  -\-  b)  -]-  c  {^v  —  2a)  =  o. 

Les  premiers  membres  sont  les  dérivées  ©''(w),  'p'(w)  dans  lesquelles  ii^  est 
remplacé  par  w.  Enfin,  si  on  élimine  Wj  on  trouve  l'équation  du  second  degré 

(a*  —  36)  v^  —  (2a^  —  yab  -\-  gc)  v  -\-  a"  —  ^a^b  -\-  6ac  -j-  6^  =  o 

qui  résoud  le  problème  proposé. 

t!89.  Soit  encore  l'équation  du  quatrième  degré 

a?*  -{-  ax^  -\-  bx^  ■\- ex -\- à  =  o . 

Nous  allons  voir  qu'elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

Considérons  la  substitution 

x^  -\-vx-{-w  —  y  =  Oy 
ou  bien 

(«')  x^  -\-vx-\-u  =  o, 

en  posant  :  u  =  w  —  y.  Afin  de  faciliter  l'élimination,  rabaissons  l'équation 
du  quatrième  degré  au  second  au  moyen  de  la  précédente.  Celle-ci  donne 

X^  =  —  VX^  —  UXf      x''  =  {v^  —  u)  X*  4~  ^^^' 

En  substituant,  l'équation  biquadratique  se  réduit  à 

(|3')  (v^  —  jU  —  av-\-  b)x^  -j-  (uv  —  au  -\'  c)  X  -{-  d  ==  o. 
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Eliminons  maintenant  x  entre  (a')  et  ((3');  il  viendra 

[i,  (^«  __  -j^  _  av  -\-h)  —  {uv  ^  au  -\-  c)]  [{uv  —  au-\-c)u  -  rfv] 
—  \u  (î)^  —  ih  —  ax)  -^-h)  —  àY  =  o, 
c'est-à-dire 

u^  —  \a{v  -  a)-\-  2b]  u'  +  [b  {v^  —  av-\-b)  -{-  ^cv  —  2ac  +  2d]u^ 
—  [c  {v^  —  av^  -\-bv  —  c)  -\-d  (4^2   _  ^^^j  _j_  2hd]  u 
-\-  d[v^  —  av^  -\-hv'^  —  cv  -\-  d)^o. 
Désignons  par  f{u)  le  premier  membre  de  cette  équation  ;  si  on  remplace  u 
par  w  —  7/,  il  vient  pour  la  transformée 

f(^v)  -  y  f'{w)  +  -^nw) ^^r'M  +  y'  =  o. 

1.2  1.2.3 

Le  second  et  le  quatrième  terme  disparaîtront  si  l'on  pose  : 

f(w)  =  o,    f"'(w)  =  o, 
ou  bien 

^w^  --  3  [a  (^  —  «)  -[-  26]  w^  -\-2[b  (t;2  -av-^b)-\-  ^ov  —  2ac  +  2d)]w 

—  [c  (y^  —  av^  -\- bv  -^  c) -\- d  (41;^  ~  ^av)  +  2&ci]  ==•  o, 

410  —  a  (-y  —  a)  —  2b  =  o. 

Les  valeurs  des  indéterminées  v  et  w  propres  à  résoudre  le  problème 
s'obtiennent  par  ces  deux  équations.  En  portant  dans  la  première  la  valeur 
de  w  tirée  de  la  seconde,  et  en  faisant  les  réductions,  on  trouve 

(a'  —  ^ab  -\-  8c)v''  —  (3a'  —  i^a-b  -\-  2oac  +  Sb-  —  ^2d)v^ 

-\-(^a^  —  j6a'b  -j-  2oa^c  -\-  lôab^  —  32arf  —  i6bc)v 
_  (^6  —  ea*b  +  Sa'c  +  Sa'b'  —  8a~d  —  1 6abc  +  Se')  =  0. 

De  là  résulte  cette  proposition  :  L'équatioîi  complète  du  quatrième  degré 
se  ramène  à  la  forme 

par  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré, 

t»0.  D'après  la  méthode  qui  précède,  pour  faire  disparaître  le  second,  le 
troisième  et  le  quatrième  terme  d'une  équation,  il  faut  résoudre  le  système 

Si^o,     S2  =  o,     53=0. 

Les  degrés  de  ces  relations  par  rapport  aux  indéterminées  étant  i,  2,  3, 
l'équation  finale  sera,  en  général,  du  sixième  degré.  Cependant,  par  une 
T)ropriété  spéciale  d'une  fonction  homogène  du  second  degré,  il  est  possible 
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de  résoudre  le  problème  par  une  équation  du  troisième  degré.  On  doit,  dans 
ce  cas,  prendre 

Après  avoir  formé  les  équations  précédentes  qui  sont  homogènes  par  rapport 
aux  indéterminées  a,  on  tire  de  la  première  la  valeur  de  «o  en  fonction  des 
autres  pour  la  substituer  dans  la  seconde  et  la  troisième.  Désignons  par 


^2  =  0»     ^3  =  o 


ce  qu'elles  deviennent  par  cette  substitution.  La  première  est  homogène 
et  du  second  degré  par  rapport  à  «i,  aj,  «s,  a*;  or,  nous  savons  par  la 
géométrie  analytique  qu'une  telle  fonction  peut  se  ramener  à  une  somme  de 
quatre  carrés  de  fonctions  linéaires,  de  telle  sorte  que  l'équation  s'^  =  o 
peut  se  remplacer  par  la  suivante  : 

où  «I,  aj,  as,  a^  sont  des  quantités  connues  et  cpi,  92,  cps,  (p^  des  expressions 
du  premier  degré  en  ai,  «2,  «sr  «4-  Elle  sera  satisfaite  en  posant  : 

«i9Î  +  «29»  =  o,  a^(pl  -f  a,(pl  =  o  ; 
mais  ces  équations  deviennent  linéaires  par  l'extraction  d'une  racine  carrée; 
par  suite,  si  on  en  tire  les  valeurs  de  «i  et  a.2  en  fonction  de  az  et  a»  pour 
les  substituer  dans  s'~  =  o,  on  arrivera  à  une  équation  homogène  du  troisième 
degré.  Donc,  il  est  possible,  en  général,  de  faire  disparaître  le  second,  le 
troisième  et  le  quatrième  terme  d'une  équation  en  résolvant  une  équation 
du  troisième  degré. 

S  8- 

TRANSFORMATION    DU    PREMIER    MEMBRE    d'UNE    ÉQUATION    DE    DEGRÉ    PAIR  EN  UNE 

DIFFÉRENCE    DE    DEUX    CARRÉS. 

t3t.  Soit  l'équation  générale  de  degré  pair 

F(i»)  =  a?'"»  +  Aiaj^"»-'  +  A2^*"»-=^  -\ [-  A2«,  =  o. 

Désignons  par  a?i,  Xz,  ...  x^m  ses  racines.  On  a 

F  (a;)  =  {x  —  Xx)  {x  —  Xz)  {x  —  Xi)  ...  (x  —  a?9m). 

Partageons  les  2m  facteurs  du  second  membre  en  deux  groupes  de  m 
facteurs,  et  appelons  P  et  Q  les  produits  respectifs  de  ces  facteurs.  On  peut 
écrire 

F(a?)  =  PXQ. 
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A  chaque  groupe  de  m  facteurs  donnant  lieu  à  un  produit?,  en  correspond 
un  autre  donnant  un  produit  Q;  le  nombre  de  manières  d'opérer  le  partage 
indiqué  sera  représenté  par 

1  2m[2m — i)...(m-l-i) 

2  I  .  2  .  3  ...  m 

Les  produits  P  et  Q  étant  des  polynômes  du  degré  m,  nous  pouvons  poser  : 

Q  =  ic'"  +  C,it;"»-'  -f  C.a?'"-^  -1 [-Cm; 

par  suite, 

i(P  +  Q)  =  ^-  +  |(B,  +  CO^--'  +  |(B,-f  C^)^^-^-^ Hi^.n  +  Cm), 

A(P  —  Q)  =  i(B,  —  C,)^—  +  i(B2  —  C2)a?— ^'  -I 1-  ^(B,„  —  C^), 

ou  bien,  en  désignant  par  ai,  «2,  ...  dm,  ^i,  &2  ...  5»n  les  coefficients  de  ces 
polynômes, 

i(P  -|-  Q)  =  a?*"  +  a,^"»-'  -j-  «23?'"- 2  -1 -f-  ftm, 

1(P  —  Q)  =  &,a?--'  +620;--^  -1 \-hm. 

En  vertu  de  l'identité 

PXQ  =  [|(P  +  Q)r-[|(P-Q)]', 

il  viendra 

Le  second  membre  renferme  27n  constantes  inconnues  ;  en  égalant  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  on  aura  les 
2m  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour  les  déterminer.  Le  coefficient  «1 
se  trouve  immédiatement  en  remarquant  que  le  seul  terme  renfermant 
a?*"*~'  est  2^10?*"'"';  par  suite, 

En  laissant  les  puissances  a?''"  et  a?^'""',  il  y  aura  2m —  i  équations  de 
condition;  si  on  élimine  les  constantes  «2,  «s  •••  cimy  &i,  bs  ...  bmy  l'équation 
finale  en  bi  devra  être  du  degré  N2m  qui  représente  le  nombre  de  manières  de 
former  les  polynômes  P  et  Q.  Nous  avons  donc  la  proposition  suivante  : 

Le  premier  membre  d'une  équation  de  degré  pair  2m  peut  se  transfor- 
mer de  N2m  manières  e7i  une  différence  de  deux  carrés,  le  terme  positif 
étant  le  carré  d'un  polynôme  du  degré  m  et  le  terme  négatif  celui  d'un 
polynôme  du  degré  m  —  i . 
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Appelons  R  et  S  les  polynômes  des  parenthèses  de  la  dernière  égalité; 

on  aura 

F(^)  =  PXQ  =  1^'  — S% 

et  les  racines  de  l'équation  proposée  s'obtiendront  en  résolvant  les  équations 
de  degré  moins  élevé 

p  =  R_f-S  =  o,     Q  =  R  —  S  =  o. 

Pour  appliquer  cette  méthode  aux  équations  de  degré  impair,  il  faudrait 
préalablement  multiplier  leur  premier  membre  par  œ;  ce  qui  revient  à  intro- 
duire une  racine  nulle. 

Comme  exemple  de  cette  transformation,  prenons  Téquation  du  quatrième 
degré  sous  la  forme 

X*  -f-  2px^  +  qx^  -|-  2rx  -\-  s  =  o. 
On  a  ici  :  m  =  2,  N4  =  3.  L'équation  fondamentale  est  de  la  forme 
X*'  -j-  2px^  4~  9^^  ~t~  ^^^  -\-  S  =  (x^  -]-  px  -\-  azY  —  (biX  -\-  b2Y. 
On  en  déduit  les  équations  de  condition 

2a2  +  jo'  — 6^  =g,     pa^  —  b^b^  =  r,     al'-bl  =  s; 
d'où  on  tire 

b^  =  2a^-\-p^  —  q,     bib2=pa2  —  r,     bl  =  al  —  s; 
par  suite,  l'élimination  de  bi  et  &2  donne 

(2^2  +  jo'  —  q)  {al  —  s)  =  {pa-i  —  r)% 
ou  bien 

2a\  —  qa\-{-  2  ipr  —  s)a-i-\-  s(q  —  p'^)  —  r*  =  o. 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  «2  qui  admet  toujours  une  racine 
réelle.  Désignons  par  a'^  une  racine  de  cette  équation  et  par  b\^  b'^  les  valeurs 
correspondantes  de  61  et  62.  On  aura 

R  =  a?'  -1- pa?  +  a;,     S  =  b\x  +  6;, 

P  =  R  +  S  =  a?»  +  (jo  +  &;  )^  +  û^;  +  &;, 

Q=:R  —  S  =  a;2  +  (;)  —  b\)x  +  «;  —  &;. 
En  égalant  les  trinômes  P  et  Q  à  zéro,  il  vient,  pour  les  racines  de 
l'équation  proposée, 

2a;,  =  -  (p  +  b\)  +  l/(p  +  6i)^-4K  +  6;), 

2x,  =  -  (p + b\)  -  i/(?>+i';)'-4K +'»;). 

^x^  =  —  (p  -  6',)  +  t/(y  —  h\f-^  (a;  -  b'^', 

XX, (p  _  b\)  -  i/(p  -  b;y  -  4K  -  Kh 
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Soit  encore  l'équation  du  sixième  degré 

F(a?)  =  x^  -\-  2ax^  -j-  hx*"  -\-  2cx^  -j-  dx"^  -\-  2ex  -|-  /"==  o. 
On  doit  poser  : 

F  (a?)  =  {x^  -j-  ax^  -\-  a2X  -\-  a^Y  —  [hix^^  -\-  b2X  -|-  63)% 
«2»  ttsf  bi,  62,  ht  étant  les  coefficients  inconnus.  On  en  déduit  les  relations 

b  =■■  2a2-\-  ci^  —  b\, 

c  =  as-\-  aa-i  —  ^1^2» 

rf  =  a|  -j-  2aa^  —  b\  —  26165, 

e  =  a^az  —  6265, 

Si  on  élimine  a^^  «5,  62,  &3  entre  ces  cinq  équations  du  second  degré  par 
rapport  aux  inconnues,  on  doit  arriver  à  une  équation  du  dixième  degré 
en  bi.  Ce  résultat  est  conforme  à  la  valeur  de  Ne  =  10.  On  voit  donc  que  la 
transformation  proposée  dépend  d'une  équation  d'un  degré  plus  élevé  et  plus 
difficile  à  résoudre.  Si  on  pose  m  =  4,  m  =  5,  w  =  6,  on  trouve  encore 

N8  =  35»     Nio=i26,     N,2  =  462. 

Tous  ces  résultats  nous  montrent  qu'en  voulant  résoudre  une  équation 
algébrique  au-delà  du  quatrième  degré,  on  tombe  sur  une  équation  d'un 
degré  beaucoup  plus  élevé  que  l'équation  elle-même;  ce  qui  fait  prévoir  que 
cette  résolution  générale  est  impossible. 


CHAPITRE  VI. 
ÉQUATIONS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT. 


S  i. 

CA.S    PARTICULIERS    OU    LE    DEGRÉ    d'UNE    ÉQUATIOM    PEUT    S' ABAISSER. 

iS!3.  Une  équation  étant  d'autant  plus  facile  à  résoudre  que  son  degré 
est  moins  élevé,  on  doit  profiter  de  toutes  les  circonstances  et  de  toutes  les 
conditions  données  pour  abaisser  son  degré.  On  y  arrive  généralement, 
lorsqu'il  existe  certaines  relations  entre  les  coefficients  ou  entre  les  racines. 
Nous  en  donnerons  quelques  exemples  très  simples.  Soit,  d'abord,  à  résoudre 
l'équation  du  troisième  degré 

^^  -\- ax^  -\-hx  -\-  c  =  o^ 
étant  donnée  la  relation 

h^  —  ^ac  =  o. 
On  a 

—  x^  ==  ax^  -\-l)x  -\-  c; 

en  multipliant  par  ^ab,  il  vient 

—  yibx^  =  ^ba^x^  -\-  ^b^ax  +  ^abc. 

Or,  en  vertu  de  la  relation  donnée,  b^  =  ^abc,  et  en  ajoutant  a^x^,  le 
second  membre  devient  un  cube  parfait.  L'équation  proposée  peut  donc  se 
ramener  à  la  forme 

{a^  —  ^ab)  x^  =  [ax  -\-  bf , 

ou  bien 

xi^  a^  —  ^ab  =  ax  -\-b. 
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On  en  déduit  pour  l'inconnue 

b 
x  = 


De  même,  proposons -nous  de  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré 

ax'^  4"  ^^'  +  c^'  -\-  dx  -{-  f  =  Of 
dans  le  cas  où 

a      m*      b      m 
f      n^       d      n 

m  et  71  étant  des  nombres  donnés.  On  peut  poser 

a  =  km'^,     f  =  kn^y     b  =  A'm,     d  =  k'n. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation;  en  réunissant  les  termes  deux  à    " 
deux  et  en  divisant  par  x^,  on  trouve 

k(^„,V  +  '^'^+k'(^mx  +  l^  +  e=^o. 

Cette  équation  s'abaisse  au  second  degré  en  posant  : 

n 

y  =  mx  -4-  -  • 
-^  X 

En  élevant  au  carré,  on  en  tire 

^^ 

m^x^  -j =  2/^  —  2mn. 

x^ 

a  ^        h 

De  plus,  k  =  — ,»     k  =  —  ;  en  vertu  de  ces  diverses  valeurs,  l'équation 

devient 

bm  cm'^  — •  2amn 

r  -f —  y  i =  o. 

a  a 

Après  avoir  trouvé  les  racines  de  cette  équation,  on  les  substitue  dans  la 
relation  posée 

mx"^  —  yx  "{-  n  =  o 

et  on  en  déduira  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée. 
Par  exemple,  l'équation 

«*  +  5^^  +  lo^'  -|-  1 50?  -j-  9  =  o 
satisfait  aux  conditions  données;  on  a  :  m  =  i,  yi  =  3;  par  la  résolution  de 
deux  équations  du  second  degré,  on  trouve  pour  les  racines 


—  I  ±1/—  II 
-  I,    —3,     : 
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133.  Cas  où  le  geminant  est  nul.  On  sait  que,  si  le  geminant  d'une 
équation 

Y(x)  =  o 

est  nul,  il  doit  y  avoir  au  moins  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 
Il  en  résulte  que  les  équations 

F(a?)  =  o,     F( —  a?)  «=  o 

admettent  au  moins  deux  racines  communes.  On  les  déterminera  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes  F  (a?)  et  F( —  x).  Soit  D 
leur  diviseur  commun;  les  racines  de  l'équation 

D  =  o 

appartiendront  à  F(a?)  =  o.  De  plus,  si  on  appelle  (d{x)  le  quotient  de  F(j^)  par 
D,  il  restera  à  résoudre  Téquation 

9(5?)  =  o 

dont  le  degré  sera  au  minimum  inférieur  de  deux  unités  à  celui  delà  proposée. 
Soit  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -\- ax"^  -\-hxA^t  =  o 

pour  laquelle  G  =  c  —  ah.  Supposons 

c  —  a6  =  o  ; 

on  aura  :  c  =  ahf  et  l'équation  peut  s'écrire 

x^  -\- ax^ -^bx  ~\-ab  =  0f 
ou  bien 

(x  -]-  a)  {x^  -\-b)  =  o. 

L'équation  proposée  est  donc  équivalente  aux  deux  suivantes  : 

a;-|-ft  =  o,     x'^  '\-b  =  o. 

Pour  l'équation  du  quatrième  degré 

X*  -[-  ax^  -\-bx^  -{-  ex  -\-  d  =  o, 
on  sait  que 

G  =  c^  —  abc-\-a^d; 
s'il  est  nul,  on  aura 

abc  —  c^ 
a* 

Changeons  xe^.  — >  x  dans  l'équation,  il  viendra 

x*'      ax^  -j-  bx*  —  cx-\-d=*  o  . 
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Si  on  retranche  cette  équation  de  la  première,  on  obtient 

ax"^  -[-  c  =  o. 

et  celle-ci  doit  être  vérifiée  par  les  racines  ccmmunes  :  elle  donnera  donc  les 
deux  racines  égales  et  de  signes  contraires.  Afin  d'obtenir  l'équation  qui  doit 
fournir  les  deux  autres,  on  doit  diviser  F(^)  par  aic* -|- c;  eu  égard  à  la 
valeur  de  rf,  on  trouve  que  le  reste  est  nul;  le  quotient  multiplié  par  a  et 
égalé  à  zéro  donne  l'équation 

.ah  —  c 

x^  -\-  ax  -\ =  o 

'         a 

dont  la  résolution  fera  connaître  les  deux  dernières  racines. 

On  voit  que,  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  on 
peut  éviter  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(a?)  et  F( — x)\ 
mais,  il  n'en  est  plus  ainsi,  en  général,  pour  les  équations  d'un  degré  plus 
élevé. 

134.  Cas  où  le  discriminant  est  égal  à  zéro.  Lorsque  le  discriminant 
d'une  équation 

F(«)  =  o, 

s'annule,  il  y  a  des  racines  égales.  Il  s'agit  de  montrer  comment  doit  se  faire, 
dans  cette  hypothèse,  la  résolution  de  l'équation.  Pour  fixer  les  idées, 
admettons  que  l'équation  possède  seulement  des  racines  simples,  doubles, 
triples  et  quadruples.  Désignons  par  Xi,  X2,  X3,  X4  les  produits  des  facteurs 
linéaires  qui  correspondent  respectivement  à  ces  diverses  racines,  chacun 
d'eux  étant  pris  seulement  une  fois.  On  aura 

Nous  avons  vu  (N*'  43)  qu'il  existe  entre  V(x)  et  sa  dérivée  un  plus  grand 
commun  diviseur  qui  se  compose  de  tous  les  facteurs  qui  correspondent  aux 
racines  multiples  élevés  à  une  puissance  inférieure  d'une  unité  à  leur  degré 
de  multiplicité.  En  le  désignant  par  D,  ce  sera  : 

D^X^X^X;'. 

De  même,  le  plus  grand  commun  diviseur  Di  entre  D  et  sa  dérivée  aura 
pour  expression 

et  celui  qui  existe  entre  Di  et  sa  dérivée 

D.  =  X4. 

18 
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Divisons  ces  diverses  égalités  membre  h  membre  et  posons  : 

— — —  =  Q  =  XiX2X6X^,      —  =  Qi  =  X2X$X4, 
XI  JJi 

D, 

-r-=Q2  =  X5X4,        D2=X4. 
D2 

Enfin,  si  l'on  divise  encore  ces  dernières  membre  à  membre,  il  vient 

Q  Qi  Q2 

p;-=Xi,      -— =X2,      -— =  X3,      D2  =  X4. 

Vl  V2  1^2 

Donc,  par  de  simples  divisions,  en  partant  du  premier  membre  de 
l'équation,  nous  sommes  parvenus  à  dégager  les  facteurs  X^,  X2,  X5,  X4,  qui 
correspondent  aux  différentes  espèces  de  racines.  La  résolution  de  l'équation 
proposée  est  donc  ramenée  à  celle  du  système 

X|  =  o,     X2  =  o,     Xs  =  o,     X4==o; 

la  première  donnera  les  racines  simples,  la  seconde  les  racines  doubles,  la 
troisième  les  racines  triples  et  la  quatrième  les  racines  quadruples. 

Cette  méthode  si  simple  en  théorie  est  d'une  longueur  désespérante  en 
pratique.  On  doit  l'éviter  autant  que  possible;  il  est  facile  de  montrer  qu'elle 
n'est  pas  nécessaire  pour  les  équations  du  troisième,  du  quatrième  et  du 
cinquième  degré.  Les  divisions  s'effectuent  avec  des  polynômes  entiers,  et  il 
est  évident  que  l'on  trouve  à  la  fin  pour  les  quotients  X  des  fonctions  ration- 
nelles; si  l'une  d'elles  est  du  premier  degré,  la  racine  qu'elle  fournit  est 
nécessairement  rationnelle.  On  ne  peut  obtenir  une  racine  incommensurable 
ou  imaginaire  que  si  l'un  des  quotients  X  est  au  moins  du  second  degré. 
Nous  avons  vu  que  les  racines  multiples  commensurables  se  déterminent  très 
facilement,  et  avant  d'appliquer  la  méthode  des  racines  égales,  on  suppose 
toujours  que  l'équation  a  été  débarrassée  de  ses  racines  rationnelles;  il  n'y  a 
plus  à  considérer  que  les  racines  multiples  incommensurables  ou  imaginaires. 
Or,  si  une  équation  est  du  troisième  degré,  elle  ne  peut  admettre  une  racine 
double,  ou  une  racine  triple  sans  que  cette  racine  soit  commensurable.  Si 
une  équation  est  du  cinquième  degré,  il  y  a  les  combinaisons  suivantes  qui 
peuvent  se  présenter  :  une  racine  quadruple  et  une  racine  simple;  une  racine 
triple  et  une  racine  double  ou  deux  racines  simples;  deux  racines  doubles  et 
une  racine  simple.  Eans  chacune  des  combinaisons,  il  y  a  toujours  une  racine 
qui  serait  commensurable.  Il  en  est  de  même  pour  l'équation  du  quatrième 
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degré,  en  exceptant  le  cas  de  deux  racines  doubles;  mais,  dans  cette  hypo- 
thèse, le  premier  membre  doit  être  un  carré  parfait. 

Par  conséquent,  il  n'est  pas  nécessaire  d'appliquer  la  méthode  précédente 
aux  équations  d'un  degré  inférieur  au  sixième. 

135.  11  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  aussi  quelques  cas  d'abaissement 
provenant  d'une  relation  donnée  entre  les  racines.  Soit  l'équation 

supposons  que  deux  racines  a?i,  X2  satisfassent  à  la  relation 

pxi  -\-  qx2  =  r 
p,  q,  r  étant  des  nombres  donnés.  On  en  tire 

r  —  px\ 

X2  = ; 

par  suite, 


11  en  résulte  que  les  équations 

F(.)  =  o,     f('1=^)  = 


admettent  une  racine  commune  ;  elle  se  déterminera  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  leurs  premiers  membres.  On  la  substitue 
ensuite  dans  la  relation  donnée,  pour  en  déduire  la  valeur  de  X2.  Si  l'on 
divise  F  (a?)  par  [x  —  Xi)  (x  ^  0^2),  le  degré  de  l'équation  s'abaissera  de 
deux  unités. 

En  général,  si  deux  racines  d'une  équation  sont  liées  par  l'égalité 

a?2  =  (p(.r0, 
les  équations 

F(a?)  =  o,     F[(p(a?)]  =  o 

auront  une  racine  commune  et  l'équation  proposée  sera  susceptible  d'abais- 
sement. Par  exemple,  si  l'on  veut  résoudre  l'équation 

F  (a?)  ^^  x^  —  6x*  -|-  1 1^  —  6  =  0 

sachant  que  deux  racines  satisfont  à  l'égalité 

X^  =  X^  -f-  "3? ,   -f"   I , 


—  2;o  - 

il  faudra  former  l'équation 

Y(x*-\-x-\-î)  =  {x''-{-œ-^iy  —6{x^-i-x-^iy'-\-n{x''-\-x-{-i)  —  6=o 

ou  bien, 

x'^  -\-  3^^  —  5x^  —  x^  -\-  2X  =  o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  premiers  membres  est  x  —  i  ; 
donc,  a?i  =  I,  et  la  relation  donne  ensuite  a?2  =  3.  Si  on  divise  l'équation 

proposée  par 

(a?  —  I  j  (^  —  3)  =  a?2  —  4a?  +  3 

on  trouve  pour  quotient  r  —  2,  et  la  troisième  racine  sera  x==  2. 
t30.  Résolvons  encore  l'équation  du  degré  m 

x"»-]"^^'""'  +  ^'-^'""'^H [-5  =  0, 

dont  les  racines  forment  une  progression  arithmétique. 
Dans  cette  hypothèse,  on  peut  représenter  les  racines  par 

a,      a-\-r,     a.-\-2r,      ...      a-\~.m--  i)r; 

elles  seront  déterminées,  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs  de  a  et  de  r.  Or,  la 

somme  des  racines  conduit  à  l'égalité 

m(m  —  i) 

—  a  =  ma  -A r 

2 

et,  en  élevant  au  carré, 

(s)  a^  =  ni^a^  -|-  m^{m  —  i)ar  -j r'. 

4 

De  plus,  on  sait  que  la  somme  des  carrés  des  racines  est  égale  k  a^  —  26; 
mais  cette  somme  a  pour  expression 

wa*  -[-  2(1  +  2  +  •••  +  w  —  i)ar  4-  ^^[i^  +  2*  +  ••   -{-{m—  i)^] 

=  ma^  -j-  ?/î(w  —  i)ar  -j-  I  (2W  —  i)  (^?t  —  i)mr'. 
Il  vient  donc 

a*  —  26  =  ma*  -j-  m{m  —  0^^~1~  i  ^(^  —  ^)  (^^^  ""■  ^)^^» 
et,  en  multipliant  par  m 

{s')     m[a'^  —  2^)  =  m^a*  -\-  m^(m  —  i)ar  -\-  1 7n*(m  —  i)  {2m  —  i)r*. 
Si  on  retranche  les  équations  (5)  et  {s'),  l'inconnue  a  disparaît  et  l'on 

trouve 

a^(m  —  i)  —  2bm 

r^  =z  12 • 

m'^  (m*  ■ —  i) 

La  quantité  7'  étant  connue,  la  première  relation  donnera 

2a-\-m(m  —  i)r 
2m 


-  m  — 

Pour  réquai  ion  du  troisième  degré 

x^  -\-  ax^  -[-  6^  -|-  c  =  o, 
on  aurait  : 


r^y/^^^'- 3&),    ^^^-^-y/^K'-^^); 


par  suite,  les  racines  seront 


a?i 


a 


a,'5  =  — ^  +  Y/^f«^'  — 3^)- 

En  faisant  le  produit  des  racines  et  en  l'égalant  au  coefficient  c,  on  arrive 
à  la  relation 

2«^  —  <^ah  -j-  27c  =  o 

qui  doit  être  vérifiée,  lorsque  les  racines  de  l'équation  complète  du  troisième 
degré  sont  en  progression  arithmétique. 
Pour  l'équation  du  quatrième  degré 

a?*  +  ax^  -|-  6a?^  -|-  ca?  +  rf  =  o 

les  mêmes  formules  donnent  : 


=Vi*''''~'"^'     -  =  -4— ^v/jO^'-sfi). 


et  il  vient  pour  les  racines 


v/; 


4       4V     5 


4      4V     5 


8^;), 


X5=--+^y/5^^^''"^^^' 


4       4 


4       4V    5 
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8  2. 

ÉQUATIONS   RÉCIPROQUES. 

tav.  Une  équation  est  dite  réciproque,  lorsqu  à  une  racine  a.  en  corres- 

pond  une  aulreegale  a  -»  et  si  a  est  une  racine  multiple,  -  est  aussi  une  racine 
n  a 

multiple  de  même  ordre  de  multiplicité.  En  supposant  que  a  soit  -j-  i  ou  —  i , 

on  a  aussi  que -est  égal  à  -f-  i  ou  —  i  ;  mais,  pour  toute  autre  valeur,  les 

a 

I  .  ,.    . 

racines  a  et  — sont  toujours  distinctes. 
a 

Considérons  l'équation  du  degré  m 

F(x)  =  AoO"»  4-  A, a;"*-  '  -j \-  A.„_,x  -f-  Am  =  o. 

Remplaçons  x  par  -et  multiplions  ensuite  par  x"*;  on  aura 

x^¥  (  -  )  ==  Ama;»"  -|-  Am-ix"»-'  -] +  A|X  +  Ao  =  o. 

Si  l'équation  proposée  est  réciproque,  cette  dernière  doit  admettre  les 
mêmes  racines,  et  les  premiers  membres  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  constant.  On  doit  donc  avoir  l'identité 


G)- 


a?»"Ff  -  j=XF(x) 

où  A  est  un  nombre  déterminé,  c'est-à-dire, 

AmX'" -f- A^_,x*"-'  -1 1- A,x-f  Ao 

=  /AûX"*  +  >AiX"*~'  -j [-  XAm-lX  +  AAm. 

On  en  déduit, 

Am  =  AAo,       Am_l  =  ?>Ai,        ...,       Al  =  AAm_l,       A„  =  AA^. 

En  multipliant* membre  à  membre  la  première  égalité  et  la  dernière,  on 
trouve  /2  =  I  ;  par  suite, 

/  =  dr  I . 

D'après  cette  double  valeur  de  A,  les  diverses  égalités  donnent 

Am==tAo,        Am_l==±Ai,        Am_2  =  ±   As, 

D'où  ce  théorème  : 

Dans  une  équation  réciproque,  les  coefficients  des  termes  à  égale  dislance 


7 
—  279  — 

des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe  ou  égaux  et  de  signes  contraires. 
Il  importe  de  remarquer  que,  dans  le  cas  d'une  équation  de  degré  pair 
m  =  2n,  il  y  a  un  terme  qui  occupe  le  milieu  et  qui  reste  le  même  dans  la 
transformée;  régalilc  partielle  qui  lui  correspond  serait  : 

An  =  dt  An. 

C'est  une  identité  en  prenant  le  signe  -|-  et  une  égalité  impossible  avec 
le  signe  — .  11  faut  donc  ajouter  au  théorème  précédent  que,  dans  le  cas 
d'une  équation  réciproque  de  degré  pair  où  les  coefficients  à  égale  distance 
des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  le  terme  du  milieu  doit 
manquer. 

Nous  avons  fait  remarquer  qu'un  nombre  différent  de  l'unité  n'est  jamais 
égal  à  son  inverse;  par  suite,  en  dehors  des  quantités  -|-  i  et  —  i,  le  nombre 
des  racines  d'une  équation  réciproque  est  nécessairement  pair.  Donc,  après 
avoir  débarrassé  une  équation  de  cette  nature  des  racines  -j-  i  et  —  i  simples 
ou  multiples  qu'elle  pourrait  admettre,  on  doit  arriver  à  une  équation  de 
degré  pair;  de  plus,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
seront  égaux  et  de  même  signe  ;  car,  d'après  la  relation 

si  on  pose  ac  =  i ,  on  obtient 

F(i)  =  AF(i), 

et  comme,  par  hypothèse,  F(i)  est  différent  de  zéro,  on  a 

par  suite, 

Am  =  Ao,     Am_i=A|,etc. 

La  résolution  de  toutes  les  équations  réciproques  dépend  donc  uniquement 
de  celle  d'une  équation  de  la  forme 

Aox»»  +  A,x2«-'  -}-  .  .  4-  Aix  -j-  Ao  ==  o. 

Or,  celle-ci  peut  s'abaisser  au  degré  n  comme  nous  allons  le  démontrer, 
R.éunissons  les  termes  ayant  les  mêmes  coefficients  et  divisons  par  x";  il 
viendra 


Posons 


X  -] — 
x 


par  suite, 
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z  étant  une  nouvelle  inconnue.   La  transformée  en  c  s'obtient  aisément  en 
remarquant  que 

Si  nous  posons  successivement  k  =  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  on  trouve 

x^  -f-  -  =  2r'  --  32r, 
x^ 

X*  -| — -  =  0*  —  ^z"^  -\-  2 . 
oc* 


X* 


x^  -\-  —  =  z''  —  72r^  +  142:^  —  7z, 


X 


-}-  —  ==  ;2^*  —  82^6  -|-  202:*  —  iGz"^  -\- 


X 


et^  en  général, 

X*  1.2  1-2.3 

H  est  visible  que  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  abaissera 
son  degré  de  moitié.  En  remplaçant  dans  la  relation 

z  =  x  -\-~i 

X 

c'est-à-dire, 

x'  —  zx-\-  i  =^0. 

l'inconnue  z  par  les  n  racines  de  la  transformée,  on  arrive  aux  2n  racines  de 
la  proposée  en  résolvant  n  équations  du  second  degré. 
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138.     Equations    réciproques   générales.    On  dit  qu'une  équation  est 

réciproque  dans  le  sens  général,  lorsqu'à  une  racine  a  en  correspond  une 

h 
autre  égale  à->de  telle  sorte  que  le  produit  de  deux  racines  correspondantes 
a 

est  égale  à  une  constante  h.   Pour  que  deux  racines  soient  égales,  on  doit 
avoir 

h 
a 
c'est-à-dire 

a  =  4- [/h,     a=  -  y/h. 
En  dehors  de  ces  valeurs,  toutes  les  racines  associées  seront  distinctes. 
Donc,  en  admettant  que  les  quantités  \Xh^  —  \/h  ne  sont  pas  racines, 
l'équation  réciproque  doit  être  de  degré  pair.  Considérons  donc  l'équation 

F(a;)  =  AoX'"  +  A.x^**-'  -\ \-  A2„_,x  +  A2„  =  o, 

h 
et  remplaçons  x  par  -;  après  avoir  multiplié  par  x^",  on  aura 

X 

x2«f(  -  \  =  kinx'^  +  Aja-i/ix»"  -'  +  A,n-2/i'a;2"-«  -1-  ... 
-f  A,/i2'»-»x  +  Ao/i«''  =  o. 
Si  l'équation  donnée  est  réciproque,  on  doit  avoir  l'identité 

A  étant  une  constante.  Posons  :  x  =  [Xh\  il  viendra 

puisque,  par  hypothèse,  F(|//i)  n'est  pas  nul,  on  en  déduit 

Cela  étant,  la  comparaison  des  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
l'identité  conduit  aux  relations  suivantes  : 

A.2„  =  Ao/i",      A2n_i  =  A,/i"-',      A2„_2  =  Aj/i"--,      ...,      An==A„. 

Le  type  de  l'équation  réciproque  générale  sera  donc 

AoX»''  +  A,X-"-'  -\ h  ^^nX"  -I-  An_,/iX"-'  +  An-2/l'x'*-=  4 

-\-  Aih"-^x  -f-  Ao/i*»  =  0. 
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Afin  de  la  résoudre,  écrivons- la  d'abord  sous  la  forme 

Désignons  par  2;  une  nouvelle  inconnue  liée  à  la  première  par  la  relation 

j  =  a:  -] —  > 

X 

ou  bien 

x^  —  zx  -^  li  =  o. 

On  a,  d'une  manière  générale, 


par  suite, 


(''+5)(-+î)=«-+:4^,+<--+*s> 

•"+'^.-(.'+5)-»(.-'+14=;> 


En  posant  k=  i,  2,  3,  4,  5,  on  trouve 

x«  -j-  --  =  2f2  —  2h, 
x^ 

x'-\--=z'-^hz, 

h*" 

x*  4-  —  =  z*  -  Ahz^  +  2h'' 

X* 

x^  ~\ — 1  =  z^  —  Shz^  -\-  sh^z 

x«  4.— g  =  2r6  —  6hz*'  -f  gh'^z^  —  2/1», 
et,  en  général, 

X^  ~1.2  1.2.3 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation,  on  arrivera  à  une  transformée 
en  z  du  degré  n.  Soient  2:1,  22,  ...  Zn,  ses  racines;  il  restera  à  résoudre  les  n 
équations  du  second  degré 

x^  —  ZiX  -\-  h  =  Of 

X*  —  Z2X-\-  h  =  Of  ,,. 

pour  obtenir  les  2n  racines  de  l'équation  proposée.   Si,  dans  l'équation 
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réciproque  générale,  on  pose  /i  =  i ,  on  retrouve  la  première  équation  réci- 
proque que  nous  avons  étudiée;  on  l'appelle  quelquefois  équation  réciproque 
de  première  espèce.  Sih  =  —  i,  on  dit  que  l'équation  réciproque  correspon- 
dante est  de  seconde  espèce;  sa  résolution  est  contenue  dans  le  cas  général 
que  nous  venons  d'exposer. 

139.  Appliquons  la  théorie  qui  précède  à  quelques  exemples. 

a;  Résoudre  les  équations 

x'  -\-  ax'^  -J-  ftx  -]-  I  =  o, 
x^  —  ax^  -\-  ax  —  I  =  o. 

Elles  sont  réciproques.   La    première  a  pour  racine  —  i  ;   en  divisant 
par  x-\-  i,  il  vient 

x"^  -\-  [a  —  i)x  -{-  \  =  o. 
La  seconde  admet  la  racine  i  ;  la  division  par  x  —  i  conduit  à 

X-  -\-{i  —  a)x  -|-  I  =  o. 
h)  Résoudre  les  équations 

ax^  -\-  bx^  -j-  cx^  -j-  6x  -(-  a  =  o, 
ax*  -f-  6x^  —  &x  —  a  =:  o, 
ftx*  -1-  6x'  -|-  cx^  -j-  ^'^^  "t"  ^^^  =  O- 
En  écrivant  la  première  sous  la  forme 


a 


(x'  +  ^^)  +  *(x  +  i)  +  c  =  o. 


on  obtient  pour  la  transformée 

a{z'^  —  2)'\-bz  -\-c  =  o. 


ou  bien 


^       h  c  —  2a 

z^-{--z  4 =  o. 

a  a 


Si  on  y  ajoute 

x'  —  zx  -\-  i  =  o, 

l'équation  proposée  se  résolvera  au  moyen  de  ces  deux  équations  du  second 
degré. 

La  seconde  admet  les  racines  -|-  i  et  —  i  ;  en  divisant  par  x'  —  i,  il  vient 

ax*  -\-bx-\-a  =  o. 
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Enfin,  la  troisième  peut  s'écrire 

On  en  déduit  la  transformée 

nz'^  -\-bz  —  zali  -\-  c  =  o. 
La  résolution  de  l'équation  est  ramenée  à  celle-ci  et  à  la  suivante 

x^  —  zx-\-h  =  o. 

c)  Résoudre  les  équations 

x^  -\-  3x^  -\-  40;*  —  40;*  —  30;  —  1=0, 
a:'  —  x^  —  X  -\-  i  =0, 

La  première  ayant  pour  racines  i  et  —  i ,  on  divise  par  x"^  —  i  et  on 
trouve 

x"  -\-  ^x'  -f  5x2  +  3x  +  I  =  o, 
ou  bien. 


(x'  +  ^)  +  3(x  +  i)  +  5=o; 


d'où,  la  transformée 


+  3^  +  3  =  0. 


Les  racines  de  l'équation  seront  donc  fournies  par  le  système  suivant  : 

^'  +  3^  +  3=0, 

x^  —  zx-\-  i  =0, 

x- I  =  o. 

L'autre  équation  admet  la  racine  —  i ,  et  la  division  par  x  -\-  i  donne 

X6  —  2X^  -j-  20;*  —  2X'''  -j-  2X^  —   20,'  -]-  I   ==  O. 

Celle-ci  a  pour  racine  +  i  ;  en  divisant  par  a;  —  i,  on  a 

x^  —  X*  -)-  x'  ^  x^  -\-  X  —  1=0. 
Le  nombre  -|-  i  est  encore  racine  ;  en  divisant  encore  par  x  —  i .  il  reste 

x''  -\-  X^  -{-  l  =  o^ 


ou  bien 


(-'+i)+.=o 
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Celte  équation  a  pour  transformée 

Z^  I  ==  O, 

d'oîi  z=±  1.   Les  quatre  dernières  racines  seront  donc  fournies  parles 
équations 

X^  —  X-j-  I  =  o, 

x'^  -\-  X  -\-  \  =  o. 

d)  Trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  réciproque  du  8*  degré 

ac®  -{-  Aix'  -1-  Al>x<^  -j-  A:x^  -f"  A^x"  -\-  Ajx^  -{-  A^x^  +  A,x  -|-  i  =  o 

puisse  se  résoudre  par  des  équations  du  second  degré. 
En  l'écrivant  sous  la  forme 

(-'+i)  +  A.(x'+;i)  +  A.(.'+l)  +  A.(.  +  i)  +  A,=o. 

on  trouve,  pour  la  transformée  en  z, 

z^  +  Aa^  -{-{Ai  —  ^)z^  -\-(Ai  —  ^\,)z-\-  Ai—  2A2-f2  =  o. 

Cette  transformée  doit  aussi  être  réciproque,  et,  par  conséquent,  il  faut 
que  Ton  ait  : 

A4  —  2A2  -]-  2  =  1 , 

As  --  3A,  =  Ai. 
On  en  tire 

A4  =  2A2  —  I , 
As  ==4A|. 

En  substituant,  on  trouve  que  l'équation  réciproque  du  8«  degré,  qui  peut 
se  résoudre  par  des  équations  du  second,  est  de  la  forme 

x*-j-''^i^^  + A2x6-|-4A,x^-|-(2  A2  —  i)x*-|-4AiX^-l-^2x'-(-A|X-|-i  =0. 

L'équation 

X*  -j-  2x^  4"  3^®  +  8-^^  +  5^*  +  8x'  -j-  3x2  -{"  2-^  +  I  ==  o 

est  dans  ce  cas;  elle  a  pour  transformée  l'équation 

z*  -f-  22:^  —  Z^  -\-  2Z  -{-   l  =  o 

qui  est  elle-même  réciproque.  Ecrivons-la  sous  la  forme 


( 


^'  +  r,^  +  2f^  +  ;)-'=o. 


r*/     '  \         '    Z 
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et  posons 

u  =  r  -|---, 

ou  bien 

z'  —  UZ  -\-  1  =o. 

On  obtient  pour  la  seconde  transformée 

U^  -\-  2U  —  3  =  o. 

La  résolution  de  Téquation  est  ainsi  ramenée  à  celle  des  équations  du 
second  degré  : 

iC*  ZX  -\-  1  =  o^ 

Z^  —  UZ  -\-  i  =  o, 
u^  '\-  2u  —  3  ==  o. 
e)  Résoudre  les  équations 
^u_|_  33.15  _j_  i^^«2_|_28x"  4- 66x">  4-92x9+  i38x«+  I35x^ 

-f-  i38x^  -|-  92^^  +  66x'  -\-  2^x^  -j"  H^*  -|-  3^  -|-  I  =  O- 

^20  _|_  ^19  4_  i6x'«  +  i4x'7  -f-  io7x'«  +  8ox'^  +  386X'*  +  239X" 

-|-  8i8x'^  -\-  407X"  +  1049^"^  +  407x9  "1-  8i8x*  4"  239X' 

-J-  386X®  4~  ^o^^  +  ic>7x*  -\-  i^x'  -\-  lôx^  4~  ^  ~1~  ^  =  *^- 

La  transformée  de  la  première  est  : 

-'  4-  3-°  +  7-'  +  ïo-''  +  10:^3  -f  ^z'  4-  3^  4-  I  =  o. 
Elle  admet  la  racine  —  i  ;  en  divisant  par  z  -\-  i  et  en  posant 

u  =  z  -\--i 

on  arrive  à  l'équation 

w'  4"  2i*"  4~  2î*  4"  1  =  0 

qui  admet  aussi  pour  racine  —  i  ;  la  division  par  u  4-  i  donne 

u"^  -\-  u-\-  i  =0. 

La  résolution  de  l'équation  du  quatorzième  degré  se  ramène  au  système 
suivant  : 

x'  —  zx  -\-  I  =  o  ; 

z"^  —  W2r  4"  I  =  o»     z  -\-  i  =o\ 
u*  -^u-\-  i  =0,     ^l  -\-  i  ^=  o. 
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La  transformée  en  z  de  l'autre  est  : 

+  142:*  +  52:^  -|_  6^2  +  3  +  I  =  o. 
En  posant 

XL  =  z  -\-  -t 

Z 

on  arrive  à  la  seconde  transformée 

iC'  -\-  it''  -\-  u"^  -\-  u'^  -\- %i  -\-  i  =0 
qui  admet  la  racine  —  i .  En  divisant  par  w  -j-  i,  il  reste 

U^   -\-   U'  +    I    T=:  O. 

Posons 

V  =  u  -\ 

u 

La  troisième  transformée  sera 

v^  —  1  =  0. 

Les  racines  de  l'équation  du  vingtième  degré  se  détermineront  par  le 
système  suivant 

x^  —  zx  -\-  1  =  o, 

z^  —  uz  -\-  1=0, 

u  ~\-  î  =0^ 


u'^  —  vu 


+  1=0, 


v^  —  1=0. 

s  ^* 

ÉQUATIONS    BINÔMES. 

t40.  Une  équation  binôme  est  de  la  forme 

ym  ^  __  Q^        Qjj       ym  -—,  p^^ 

A  étant  un  nombre  réel  ou  imaginaire.  Elle  jouit  de  la  propriété  d'avoir 
toutes  ses  racines  inégales;  car  il  n'y  a  aucun  facteur  commun  entre  y'"  —  A 
et  sa  dérivée  wy"»-'.  Si  on  extrait  la  racine  w**"'"  des  deux  membres,  il  vient 

m, 

2/  =  K  A. 
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Comme  toute  équation  du  degré  m  admet  m  racines,  on  doit  regarder 
j/^A  comme  une  quantité  algébrique  susceptible  de  m  valeurs  différentes,  ces 
valeurs  étant  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme.  Désignons  par  a  une 
racine  deTéquation,  c'est-à-dire,  une  quantité  qui,  élevée  à  la  puissance  m. 

soit  égale  à  A  ;  en  posant 

Il  =  aXy 

il  vient 

a"»x"'  =  A, 
ou  bien, 

X"»  =  I  . 

Cette  nouvelle  équation  donne  les  racines  w»«"»^«  de  l'unité  qu'on  repré- 

m  y — 

sente  d'une  manière  générale  par  yi .  Cette  transformation  nous  apprend, 
qu'étant  donnée  une  racine  a  de  l'équation  binôme  générale,  on  obtient 
toutes  les  autres  en  la  multipliant  par  les  racines  m'*'"*'  de  l'unité.  Ainsi, 
on  peut  écrire 

m  y — 

y  =  a[/i. 
Proposons-nous  de  résoudre  l'équation 

^"^  =  A 
lorsque  A  est  une  quantité  imaginaire  ramenée  à  la  forme 

r(cos  a  -\-y  —  i  sin  a). 
Posons 

y  =  ^(cos  (P  -|-  [/ —  I  sin  cp), 

et  déterminons  p  et  ®  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation.  On  doit  avoir 
l'égalité 

p'"(cos  cp  -|-  [/^ —  I  sin  9)*"  =  r(cos  a  -]-  j/  —  i  sin  a), 
ou  bien 


p'"(cos  ma?  -f-  [/ —  I  sin  mo/)  =  r(cos  a  -|-  y  —  i  sin  a). 

Pour  que  deux  quantités  imaginaires  soient  égales,  il  faut  qu'il  y  ait 
égalité  entre  les  modules  ainsi  qu'entre  les  arguments,  ou  bien  que  ces 
derniers  diffèrent  d'un  nombre  exact  de  circonférences.  Posons  donc 

p'"  =  r,     mit  =  a  -J-  2At: ; 
d'où 

p  =  ^r,     9  = 
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La  formule  de  résolution  de  l'équation  sera 


"V-/       a  +  2kv.    .       . .    a  +  2kn\ 

y  =  \/r[  cos hv  —  I  sin — y 

\  m         *  m       J 

Le  module  de  la  racine,  de  même  que  r,  est  une  quantité  nécessairement 
positive,  et  il  n'a  qu'une  seule  valeur.  Afin  d'obtenir  les  m  racines,  il  faut, 
dans  l'expression  précédente,  attribuer  à  k  les  valeurs  o,  1,2,3,  •  •  ^  —  i  ; 
il  vient  ainsi  : 

1/,  =  l/r  (  cos  -  + 1/— I  sin  —  ) , 
\      m  m) 

"V-/       c(.-]-2n         / .    a-f-27r\ 

1/2  =  1/  r     cos k  IX —  I  sin > 

\  m         ^  m      J 

"»/— /       a4-4-7r   ,      / .    y.-\-â^T.\ 

y-,  =  yr{  cos '■ f- 1/ —  1  sin , 

\  m  m       / 

*".— /        a-\-2(m —  i)ïï    ,       , a -4- 2 [m —  i)7r\ 

y^  =  \/r[  cos  — ^ ^ —  4- 1/—  I  sin  — ' '-—  ]  • 

V  ^  m  J 

Les  arguments  de  ces  diverses  expressions  sont  différents  et  inférieurs 
à  27:;  car  on  a,  pour  le  plus  grand, 

a       2  [m  —  1)71       a  27T 

= |-27r <■  2Tr, 

m  m  m  m 

puisqu'on  suppose  a  moindre  que  27r.  Toutes  ces  racines  sont  donc  différentes 
et  il  n'y  en  a  pas  d'autres;  les  valeurs 

k  =  w,     k  =  m  -\-  i,     k  =  m-\-  2,     etc. 

donneraient  les  mêmes  racines,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 
La  quantité  imaginaire  donnée 


r(cos  a  -\-  \/ —  I  sin  a) 

se  réduit  à  l'unité  pour  7'  =  i  et  a  =  o;  par  suite,  en  remplaçant  y  par  a?, 
la  formule  de  résolution  de  l'équation 


sera  : 


2kiz   ,      / ,    2Â;7r 

X  =  cos f-  y —  I  sin , 

m     '  m 


19 
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et,  avec  les  valeurs  A=  o,  ii  i,  ...  m  —  i,  on  trouve  les  m  racines 


x,  :=  cos  o  -f-  \/ —  I  sin  o  =  I, 

2  7:  . .    27: 

xj  =  cos hy  —  I  sin  —  > 

m  m 


X-,  =  cos 1- 1/—  I  sin  —  , 

m    '  m 


2(m  —  1)7:    ,      / ,    2hn  —  1)7: 

oc  m  =  cos l-l/ —  I  sin —  ' 

m  ^  m 

De  même,  la  quantité 

r(cos  a  -|-  {/ —  I  sin  a) 

se  réduit  à   —  i   pour  ?*  =  i,  a  ^  7:;  par  conséquent,  la  formule  propre  à 

résoudre  Téquation 

a?"*  =  —  I 

sera  de  la  forme 

{2k -\-  1)7:   ,     / .    {2k -\-  1)7: 

X  =  cos^ — \-V/—  I  sin^ ! — —1 

m  m 

et  les  valeurs  k^  o,  i,2,...w  —  i  donneront  les  m  racines. 

141.  Résolvons  maintenant  l'équation  binôme,  lorsque  le  coefficient  A 
est  un  nombre  réel,  positif  ou  négatif;  il  y  aura  à  considérer  les  équations 

y'"  —  A  =  o,     y'"  -j-  A  =  o. 

Dans  ce  cas,  on  peut  prendre  pour  a  la  racine  w'^""  arithmétique  de  A,  et 

la  transformation 

y  =  ax 

ramènera  ensuite  les  équations  à  la  forme 

X"'  —  I  =  o,      X*"  +  I  =  o. 

Nous  venons  de  résoudre  celles-ci  par  deux  formules  trigonométriques  ;  il 
suffira  de  multiplier  leurs  racines  par  a  pour  obtenir  celles  des  deux  équa- 
tions proposées. 

Si  on  remarque  que  les  équations  réduites  rentrent  dans  la  catégorie  des 
équations  réciproques,  on  peut  aussi  leur  appliquer  le  mode  de  résolution  de 
ces  dernières.  Supposons  d'abord  que  m  soit  impair  et  posons  :  m  =  2n  -\-  i\ 
on  aura  les  équations 

a;2n+l  1=0,        X»"+'  +1=0. 
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La  première  admet  la  racine  -\-  i;  d'après  le  théorème  de  Descartes,  elle 
ne  peut  avoir  d'autre  racine  réelle.  Si  on  divise  par  x  —  i ,  il  vient  l'équation 
réciproque 

0?*'»  +  *'''*"'  H \-X-\-  I  =o. 

La  seconde  n'admet  aussi  qu'une  seule  racine  réelle  qui  est  —  i  ;  la  divi- 
sion par  a;  -|-  I  donne  l'équation  réciproque 

Posons,  en  second  lieu,  m  =  2n;  i\  viendra  les  équations 

a:^"  —  I  =  o,     x^"  -\-  i  =  o. 

La  première  possède  deux  racines  réelles  -[-  i  et  —  i  ;  en  divisant  par 
x^  —  I,  il  reste  une  équalion  réciproque  de  degré  pair.  La  deuxième  n'admet 
aucune  racine  réelle;  elle  est  réciproque  et  se  ramène  à  la  forme 

x"-] =  o. 

'   x"" 

Ainsi,  après  avoir  débarrassé  les  équations  binômes  de  leurs  racines  réelles, 
il  reste  à  résoudre  une  équation  réciproque  de  degré  pair  2n.  On  sait  qu'en 
posant 

z  =  x  +  -> 

X 

on  arrive  à  une  transformée  du  degré  n.  Il  est  intéressant  de  constater 
que  cette  transformée  en  ;2r  a  toutes  ses  racines  réelles.  Soit,  en  effet, 
a  -|-  P  [/ —  T  une  racine  de 

a?"*  =  dr  I  ; 


a  —  ^[X —  I  est  également  racine  et  l'on  aura  simultanément 


(a  +  ^[/—  ir  =àzi,      (a  —  |3^/—  I)-  =  ±   I  ; 

d'où,  en  multipliant, 

(a»  +  (52)"»  =  I  ; 
par  suite, 

«2  +  (52=1. 

Or,  la  valeur  correspondante  de  z  est  : 


I  .    .     . .    oc  —  pi/ —  I 


^y^ 


puisque  a*  -f-  (^^  =  ^  î  ^^^^  ^  ^st  réel . 
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149.    Il   importe    d'étudier  les  propriétés    remarquables  de  l'équation 

binôme 

rc"»  =  I. 

Supposons  que  m  ne  soit  pas  un  nombre  premier;  en  désignant  par  p  un 
facteur  quelconque  de  m,  on  peut  poser  :  m  =  m^p^  m\  étant  un  entier  plus 
petit  que  m.  Nous  allons  démontrer  que  les  racines  de  l'équation 

XP  =  I 

appartiennent  à  la  première.   En  effet,  si  on  représente  par  a  l'une  de  ses 

racines,  on  a  l'égalité 

aP=  I, 

et,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  mi,  il  vient 

a"*»p  ^=  I ,     ou     a™  =  I  ; 

donc,  a  est  une  racine  de  l'équation  proposée. 

Lorsque  le  nombre  m  est  indécomposable,  c'est-à-dire,  si  m  est  un  nombre 
premier,  il  n'existera  pas  une  équation  binôme  de  degré  moins  élevé  ayant 
avec  la  première  des  racines  communes.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si 
p  est  un  facteur  des  deux  nombres  m  et  n,  les  racines  de 

x^  =  1 
seront  communes  aux  équations 

x"*  =  I ,     x"  =  I . 
Considérons  le  cas  oh  m  =  p.  q,  p  Qi  q  étant  des  nombres  premiers.  On 
aura  l'équation 

(A)  a;P«  =  I . 

Nous  venons  de  voir  que  les  racines  de 

(Al)  xP  =  I,      x«  =  I 

vérifient  cette  équation.  D'un  autre  côté,  il  existe  des  racines  de  la  même 
équation  qui  ne  satisfont  pas  aux  deux  dernières.  Il  est  donc  nécessaire 
d'établir  une  distinction  importante  entre  les  racines  de  l'équation  binôme. 
On  appelle  racines  primitives  celles  qui  se  rapportent  seulement  à  l'équation 
et  qui  n'appartiennent  pas  à  une  équation  binôme  de  degré  moins  élevé,  et 
racines  non  primitives  celles  qui  appartiennent  à  la  fois  à  l'équation  et  à  une 
autre  équation  binôme  de  degré  inférieur.  La  valeur  x  =  i  sati.'^fait  à  toutes 
les  équations  binômes  de  la  forme  x"*  =  i  ;  par  conséquent,  l'unité  doit  être 
considérée  comme  une  racine  non  primitive.  Si  m  est  un  nombre  premier, 
toutes  les  racines  de  x"*  =  i  seront  primitives  excepté  l'unité. 
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Les  racines  non  primitives  de  l'équation  (7)  sont  celles  qui  vérifient  les 
équations  (7j);  leur  nombre  est  représenté  par 

p  +  q  -  I 

en  ne  comptant  la  racine  i  qu'une  fois;  donc  celui  des  racines  primitives  sera 

pq  —  (p  +  q  —  ^)=(p—i){q—  I), 

c'est-à-dire, 


pq 


(■^=)  0-0-0 -;)(■-;> 


Considérons  encore  le  cas  o\im  =  pqr,  p,  q,  r  étant  les  facteurs  premiers 
de  m.  On  aura  l'équation 

(fj)  xP^""  =  I. 

Les  racines  des  équations  du  système 

(|Ul)  xP  =  If       X'i  =  l,       X'' =    l 

vérifient  la  proposée.  Il  en  est  de  même  des  racines  du  système 

car.  en  désignant  par  a,  j3,  y  trois  racines  respectives  de  ces  équations,  on 
doit  avoir 

et,  en  élevant  aux  puissances  r,  q,  p, 

Les  racines  non  primitives  de  (a)  doivent  appartenir  aux  équations 
(ui)  et  (W2).  Or,  sans  compter  les  racines  égales  à  l'unité,  le  nombre  des 
racines  des  équations  (1^2)  est  : 

(n)  Pq-{-pr-\-qr  —  z\ 

mais,  ce  nombre  renferme  deux  fois  celui  des  racines  des  équations  (ai)  ; 
par  exemple,  les  /)  —  i  racines  de  arP=  i  différentes  de  l'unité  appartien- 
nent à  la  fois  aux  équations  x^'^  =  i,  x^^  =  i,  et  de  même  pour  les  deux 
autres.  On  doit  donc  retrancher  de  l'expression  (n) 

p  —  i-\-q  -  I  +r—  I  ^ 

pour  que  le  nombre  des  racines  de  (|uii)  ne  s'y  trouve  qu'une  fois;  enfin, 
comme   on  n'a  pas   tenu   compte   de  la   racine    égale  à  l'unité,   il   faudra 
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ajouter  i   à  la  différence.  Il  rient  ainsi  pour  le  nombre  des  racines  non 

primitives 

pq  +  pr-\-qr-^p  —  q  ~r-\-i; 

par  suite,  celui  des  racines  primitives  aura  pour  expression 

pqr  —  pq    -  pr  —  qr -]- p -\- q '\- r  -  i  =  {p  —  i)  {q  —  i)(r  —  i), 
ou  bien, 

""•('-,-)(■— i)('-0="'("-.-)('~0('-0- 

En  continuant  ainsi,  il  est  visible  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
l'équation 

sera  représenté  par 


w 


\       p  )\      q/\       ^/\      s  / 


143.    Les   conclusions   précédentes   résultent   aussi   de   la  formule   de 

résolution 

2/1:71  / .    2kT: 

X  =  cos f- 1/ —  I  sm • 

m  m 

k 
Si  m  est  un  nombre  premier,  la  fraction  —  est  irréductible  pour  toutes 

m 

les  valeurs  de  A;,  savoir  :  o,  i,  2,  3,  ...  w^  —  i  ;  mais  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi,  lorsque  m  est  un  nombre  composé.  Pour  certaines  valeurs  de  k,  il 
existera  au  numérateur  et  au  dénominateur  un  facteur  commun;  en  le  sup- 
primant, on  aurait 

k    __ki 

m       mt 

w-i  étant  plus  petit  que  m.  La  racine  correspondante  devient  alors 

2kin  .      y .    2kii: 

X  =  cos \-  {/ —  I  sm • 

Or,  cette  formule  représente  précisément  une  racine  de  l'équation  binôme 
du  degré  mt  <^ni;  c'est  une  racine  non  primitive. 
Supposons  m  =pqf  et  considérons  la  formule 

2kn  ,      / .    2kn 

X  =  cos \-  Y —  I  sm » 

pq  pq 

où  l'on  doit  attribuera  k  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  ...^pq-^  i. 


I 
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A: 
démarquons  que  la  fraction  —  aura  un  facteur  commun  aux  deux  termes 

pq 

pour  les  valeurs  suivantes  de  k 

p,  2p,  3/),  ..,  (q—  i)p; 
q,  2q,  3^,  ...  (p~  i)q. 

A  ces  p  -{-  q  —  2  nombres,  il  faut  ajouter  la  valeur  A;  =  o  qui  donne  la 
racine  égale  à  l'unité  ;  par  conséquent,  le  nombre  des  racines  non  primitives 
sera  p-{-q  —  i,  et  celui  des  racines  primitives 

pq  —  P  ~  q  +  i  =  {p  —  ^)  {q  —  'i)' 

On  obtient  immédiatement  cette  expression,  en  observant  que  la  formule 
de  résolution  donne  une  racine  primitive  chaque  fois  qu'on  remplace  k  par 
un  nombre  plus  petit  que  m  et  premier  avec  m;  le  nombre  de  ces  racines 
est  donc  égal  à  celui  des  entiers  premiers  avec  m  et  non  supérieurs  à  m. 
On  sait,  par  l'arithmétique,  que  ce  nombre  est  l'expression  qui  précède,  et, 
dans  le  cas  général,  pour  m  =  pqr  . . . ,  on  a 


m 


\       p/\      qJv     r) 


144.  Si  Cf.  est  une  racine  quelconque  de  l'équation 

X"'  =  I  , 

toute  puissance  de  a  est  aussi  une  racine. 
En  effet,  puisque  a  est  racine,  on  a 

a"»  =  I , 
et,  en  élevant  à  la  puissance  r, 

«*»»■=  I,     ou     (a*")"»  =  I, 
donc  cC  est  racine  quel  que  soit  r.  La  formule  de  résolution  est  donc 

X  =  ce. 

Si  m  est  un  nombre  premier  et  a  une  racine  difft^rente  de  l'unité,  les  m 
racines  correspondent  aux  valeurs 

o,  I,  2,  3,  ...  w  —  I 

de  r  ;  ce  qui  donne  la  suite 

a",  a*,  a',  a*,  ...  a*""', 
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dont  tous  les  termes  sont  distincts;  car,  il  ne  peut  pas  arriver  que  l'on  ait  : 

a"  =  ol''' 
n  et  n'  étant  plus  petits  que  m;  il  en  résulterait 

{s)  a"""'  =  I 

ce  qui  est  impossible,  puisque  a  est  une  racine  primitive;  elle  ne  peut  satis- 
faire à  une  équation  binôme  de  degré  inférieur. 

Les  puissances  plus  élevées  de  a  représentent  des  racines  qui  rentrent  dans 
les  précédentes;  on  a 


,m    ^0  ,__  ^0 


a"»,  a"  =  ce 


a"*+'  ==a"».a'  =  a', 


et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  m  est  un  nombre  composé,  la  relation  (s)  pourrait  exister;  mais 
alors  a  serait  une  racine  non  primitive  ;  donc,  pour  que  la  suite  donne  avec 
certitude  les  m  racines,  il  faut  choisir  pour  a  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion. Cette  propriété  établit  encore  une  différence  caractéristique  entre  les 
deux  espèces  de  racines.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  suite 

a\  a',  a^,  ...  a*""' 
fournit  toutes  les  racines  de  l'équation  x"*  =  i ,  pourvu  que  a  soit  une 
racine  primitive. 

145.  Nous  allons  profiter  des  propriétés  dos  racines  pour  résoudre 
commodément  l'équation  binôme  lorsque  m  est  un  nombre  composé  quel- 
conque. Soit  m  =  pq,  p  et  q  étant  des  facteurs  premiers.  On  aura 

xf^=  I  . 


Représentons  par 


les  racines  des  équations 


a^  a',  a%  ...  a^"', 


xP  =  I ,     a;'»  =  I . 
La  formule  générale  de  résolution  sera 

X  =  aJ^^ 

où  il  faut  attribuer  à  r  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  jo  —  i   et  à  ;?  les  valeurs 
o,  I,  2,  ...  g  —  T.  En  effet,  ce  produit  est  racine  de  l'équation;  car  on  a 

(a'-)p  ==  I ,     ((3»)9  =  I  : 
d'où 

(a'-)P«=i,      (j3»)P«=i; 
par  suite, 

(a'-(3*)p«  =  I . 
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De  plus,  tous  les  produits  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  r  et  de  s 
seront  différents;  on  ne  peut  avoir  la  relation 

p  et  p'  étant  inférieurs  à  y?  et  (x,  a'  inférieurs  à  q\  car  il  en  résulterait 

O.P-P'  =  (3''-' 

et  les  équations  x^  =  i ,  x'^  =  i  auraient  une  racine  commune,  puisque 
aP~P'  est  une  racine  de  la  première  et  ^"-'^  une  racine  de  la  seconde;  ce  qui 
est  impossible,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux. 

Cherchons,  dans  quels  cas,  la  formule  donnera  une  racine  primitive. 
Substituons  la  valeur  x  =  a'^(S*  dans  les  équations 

XP      =        ly  X^      ==        I. 

11  viendra 

ou  bien 

((3«)P=i,      (a')^=i. 

Or,  ces  égalités  ne  peuvent  avoir  lieu,  si  ce  n'est  pour  «  =  i,  |3  =  i  ;  car, 
autrement,  il  y  aurait  une  racine  commune  entre  x^  ==  i,  et  ac?  =  i .  Donc 
le  produit  a'^jS*  représentera  une  racine  primitive  chaque  fois  que  les  expo- 
sants de  a  et  (3  seront  différents  de  zéro.  Nous  arrivons  de  cette  manière  à  la 
proposition  suivante  : 

Les  diverses  racines  de  l'équation  x^'^  ==  i  s'obtiennent  en  multipliant 
chaque  racine  de  x^  ^=  i  par  les  racines  de  x^  =  i  ;  les  produits  où  les 
facteurs  sont  différents  de  l'unité  représentent  les  racines  primitives  de 
V  équation. 

En  continuant  le  même  raisonnement  de  proche  en  proche,  il  est  évident 
que  la  formule  de  résolution  de  l'équation  x^'i^^  •••  =  i  sera  de  la  forme 

où  a^,  (3/*,  y^,  (Jp...  désignent  respectivement  des  racines  des  équations 

xP=i,     xi=i,     a;''=i,     x^=i.... 

Il  faudra  successivement  remplacer  X,  |7,  v,  p  ...  par  les  valeur? 

o,  I,  2,  ...  ;?— i; 

o,  I,  2,  ...  q—  i; 

o,  I,  2,  ...  r  —  I  ; 

o,  T,  2,  ...  5 —  I  ; 
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Les  racines  primitives  seront  données  par  les  produits  où  tous  les  facteurs 
sont  différents  de  l'unité. 

flJ6.  Considérons  encore  le  cas  où  m  =/)',  p  étant  un  nombre  premier; 
on  aura  l'équation  x^'  =  i . 

Désignons  par  a  une  racine  quelconque  de  l'équation  x^  =  i,  et  par  (3  une 
racine  quelconque  de  l'équation  x^  =  a. 

Nous  allons  voir  que  la  valeur  x  =  y.^  est  racine  de  l'équation  proposée. 
En  effet,  on  a 

ffj'  =1,        fy  =  (X, 

et,  en  élevant  à  la  puissance  p, 

aP^  =  I,      ,3'^'  ==  aP  =  I  ; 

par  suite,  (a^y^  =  i. 

Cherchons  dans  quelles  conditions  le  produit  a,S  sera  une  racine  primitive. 
On  sait  qu'une  racine  non  primitive  doit  vérifier  une  équation  x^  ■=  i  où  6 
est  inférieur  à  />'.  Il  y  a.  dans  ce  cas,  une  racine  commune  entre  les  deux 
équations.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  0  doit  être  facteur  de  p"^;  il  n'y  a 
donc  qu'une  seule  valeur  à  considérer,  c'est  5  =  /).  Substituons  la  racine 
«3  dans  l'équation  xp  =  i  ;  il  viendra  a^jS^  ^  i,  ou  bien  jS^  =  a  =  i. 

Par  conséquent,  la  racine  sera  primitive  ou  non  primitive  suivant  que  a 
sera  différent  ou  égal  à  l'unité. 

Soit,  en  second  lieu,  l'équation  x^'^  =  i. 

Représentons  par  a  une  racine  quelconque  de  x^  =  i,  par  (3  une  racine 
quelconque  de  x^  =  a,  et  par  y  une  racine  quelconque  de  x*  =  /3. 

La  valeur  x  =  a(3y  sera  racine  de  l'équation  proposée,  puisque  l'on  a  les 
relations 

aP=i,     |3p  =  a,     yP  =  |3; 
d'où 

donc,  (a|3y)P^  =  i. 

Pour  que  le  produit  soit  une  racine  non  primitive,  il  doit  vérifier  une 
équation  x^=  i  où  9  est  inférieur  à  p^.  II  ne  peut  y  avoir  de  racines  communes 
à  moins  que  l'on  ait  : 

Q=p,     Q=p^: 

ce  qui  donne  les  équations 

XP  =  I ,      XP'  =  I . 
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La  première  est  une  conséquence  de  la  seconde.  Posons  a?  =  a|3y  dans 
celle-ci;  il  viendra  aP^jS^^y^'  =  i;  mais 

olp^  =  1,     ^p^  =  aP  =  1^     yp^  =  pp  =  a; 

par  suite,  l'égalité  précédente  revient  à  a  =  i.  Donc  la  valeur  x  ^^=  cf.^y  sera 
une  racine  primitive  lorsque  a  sera  ditîérent  de  l'unité. 

On  continue  de  la  même  manière  pour  les  puissances  plus  élevées  de  7),  et 
on  arrive  à  cette  conclusion  générale  : 

Etant  donnée  l'équation  x^^  =  i,  on  détermine  une  racine  a  différente 
de  l'unité  de  l'équation  x^'  =  1,  une  racine  quelconque  ^  de  x^  =■-  cf.,  une 
racine  quelconque  y  de  x^  ~  (3,  et,  ainsi  de  suite;  la  valeur  x  =  afiy  ... 
sera  une  racine  primitive  de  l'équation  qui,  élevée  aux  puissances 
o,  î,  2,  3,  ...,  fournira  toutes  les  racines. 

Enfin,  dans  le  cas  général  de  l'équation  x^^^^''"  •••  ==  i,  il  faudra  déter- 
miner une  racine  primitive  des  équations  partielles 

iCP^  =  I ,       X'i     ^=  I ,       a?''    =  I ,        .... 

Si  on  les  multiplie  entre  elles,  il  en  résultera  une  racine  primitive  de 
l'équation  générale;  en  élevant  cette  racine  aux  puissances  o,  i,  2,  ...,  on 
obtiendra  toutes  les  racines  de  cette  équation. 

14t.    Nous  terminerons   cette    théorie   par   la  résolution    de   quelques 
équations  binômes  où  la  puissance  m  de  x  est  un  nombre  premier. 
a)  Résoudre  les  équations 

x^  —  1=0,     x^  —  1=0, 
a?5  +  I  =  o,     ic^  -|-  I  =  o. 

La  première  revient  à 

{x  —  i)  (x'^  -\- X -\-  i)  =^  o 
et  elle  a  pour  racines 

+  1.  - 


+  1^=7      -i—^/H 


y 


ce  sont  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  qu'on  désigne  généralement 
par  I,  a,  a^ 

La  seconde  peut  s'écrire 

{x  —  i)  (x" -\- x^ -\- x^ -\- X -\- 1)  =  o , 


—  300  — 

et  sa  résolution  se  fera  par  le  système  : 

X  —  I  =  o, 

x'^  —  zx  -\-  \  =o^ 

Z^  -\-  Z I  =  o . 

Les  deux  autres  équations  ont  les  mêmes  racines  que  les  premières,  mais 
changées  de  signe, 

h)  Résoudre  Véquation  x"^  —  i  =  o.  En  divisant  par  x  —  i,  il  vient 

x^  -\- x^  -\-  x^  -\-  X^  -{-  X*  -\-  X  -\-  I  =  o , 
ou  bien 

(-'+i)  +  (-'+J-,)  +  (-  +  i)+.=o. 
Sa  transformée  est 

Z'^  -\-  Z"^  —  2Z I    =  O. 

L'équation  proposée  revient  ainsi  au  système  suivant  : 

X  —  I  =  o, 
X^  —  ZX  -\-  i  =  o, 

Z^  -\-  Z"  —  Q.Z  —   I  =  O. 

Autre  méthode.  —  Désignons  par  x,  x"^ ,  x'\  a?*,  a?%  x^  les  racines  imagi- 
naires de  l'équation.  La  somme  de  ces  racines  plus  l'unité  étant  égale  à 
zéro,  on  a 

X  -\-  x"^  -\- X^  -^  X^  -\-  X^  -^  X'^  =  —  I  . 

Posons 

y,  =  X  +  ^^  -[-  ^*»     y-i  =  x^  -\-  x^  -\-  x^ . 

On  en  déduit 

?/l  +?/2=   —    I, 

Les  quantités  y  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

(a)  1/2  4- y-)- 2  =o. 

Si  on  pose  encore 

X\  — — —  iU,       iCî  "^~"  X   ^       Xf        '  X    j 

on  en  déduit 

Xt  -{-  X2  +  Xs  =  Vi 

X\X2  -\-  X\Xs  -\-  XiX-o  =  y2=   —  I  —  yi 

XiXiX$  =   I  . 
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Les  quantités  x  sont  donc  liées  aux  quantités  y  par  Téquation 

(P)  rc'  —yx^  —  {y-\-  i)x—  i  =  o. 

La  résolution  de  l'équation  proposée  revient  à  celle  des  équations  (a)  et  (6) 
c)  Résoudre  l'équation  x'*  -   i  =  o. 
Représentons  par  x,  x*,  ...  x"*  les  racines  imaginaires;  on  aura 

x-|-^'4- l-x'*'  =  —  I. 


Posons 


Il  viendra 


2/i  ■=  X  --]-  x^  -|~  ^*  -¥■  x^  -\-  x'^ , 
2/2  =  x'  -[-  X*  -j-  x'  -]-  X*  -j-  x*^. 


2/1  +2/2  =  —  I,     yiy2  =  3, 
et  les  valeurs  de  y  seront  les  racines  de  l'équation 

y*  +  y-\-  5  =  o. 

En  second  lieu,  posons 

Xi    =  X,        X2  =  X'j        Xs  =  X*,       X4  =  X-',        Xs  =  X9. 

On  en  lire 

lXi=yi,     2^1X2  =  yi-\-y2  =  —  I,      IXiXaXj  =  —  I, 

2X1X2X^X4,  =  2/2   =r=    I   i/i  ^         XlXaXsX^Xs  =    I . 

Les  quantités  x  eiy  doivent  vérifier  l'équation 

X'  —  yx'*  —  x^  -|-  X*  —  (i  -^y)x  —  i  =0. 

L'équation  donnée  se  résolvera  par  deux  équations  l'une  du  second  et 
l'autre  du  cinquième  degré. 

d)  Résoudre  l'équation. 

x"  —  1=0. 

Désignons  par  x,  x^  ...  x'^  les  racines  différentes  de  l'unité  et  posons  : 

y,  =  X  +  x3  +  X*  -]-  x^  +  x'*^  -]-  x'2, 

y^  =z  X^  -\-  x'"  -{-  X^  -\-  x''  -\-  X^  -\-  X^^  . 

(le  partage  des  x  se  distingue  par  cette  particularité  que  la  somme  des  expo 
sants  dans  chaque  groupe  est  un  multiple  de  13.  On  déduit  de  ces  égalités 

yi+y2  =  —  I,    2/1^2  =  — 3î 

par  suite,  les  valeurs  de  y  seront  données  par  l'équation 

y'  -\ry  —  3  =  ^' 
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En  second  lieu,  posons  : 

Zi  =■  X  -{- x^  -{-  x^ 

zt  =  x'  -\- x^'  -\- x'K 
On  en  tire 

Zi'\-  Z2=^y\,     -^«2^2  =  3 +  7/2=  2  —  y,. 
En  remplaçant  y^  par  ?/,  les  valeurs  de  z  correspondent  à  Téquation 

z"^  —  yz  —  {y  —  2)  =  0. 
Enfin,  si  l'on  pose  encore 

on  trouve 

lxi^=Ziy     1x1X2  =  Z2  =  yi — Zif     XiX2X5=î; 

par  suite,  les  quantités  x  seront  les  racines  de  l'équation 

x^  —  zx^  -{-  {y  —  z)  X  —  1  =  0. 

La  résolution   de   l'équation  x" —  1=0    revient  à   celle  du   système 
suivant  : 

z^  —yz  —  {y  —  2)  =  Oy 
x^  —  zx^  -{-{y  —  z)x  —  1=0, 
X  —  1=0. 
e)  Résoudre  l'équation 

x'"'  —  I  =  o. 

Soient  toujours  ic,  rr^,  ...  x'^  les  racines  imaginaires;  posons 

y^  =  X  -]-  X^  -f-  X*  -[-  X*  -|-  X^  -j-  x"  -["  ^'^  "h  ^'*- 
2/g  =  X^  +  X'  -{- X6  -j- ^'  -)-x"^  -|-X"  -f-^'^  -J-X'*. 

Ici  encore  la  somme  des  exposants  dans  chaque  égalité  est  un  multiple 
de  17.  L'addition  et  la  multiplication  conduit  aux  relations 

2/1+^2  =  — I,      2/l2/2  =  —  4, 

et  l'équation  en  y  sera 

2/' +  2/  -  4  =  o- 
Posons  maintenant 

;2f,  =  X  -[-  X*  +  X*'  -f-  ^'^ 

^2  =  x^  -(^  X*  -j-  ^^  "i"  ^'*- 
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La   sDinine  des   exposants   dans   chaque    c(iualion    est    34.    On  en    lire 

Zi-\-Z2  =  yi,     ZiZ2  =  —  i; 

donc,  en  remplaçant  yi  par  y,  la  relation  entre  y  et  z  sera 

z'^  —  yz  —  1=0. 
Enfin,  posons  : 

X  -\-  T^^  =  Ui,       X* -\- X^^  =  U2» 

Par  l'addition  et  la  multiplication,  il  vient 

Ui  -\-  Ui  =  Zi,  U1U2  =  x^  -\-  x^  -\-  x'^  -|-  x'*. 
Or,  par  les  relations  précédentes,  on  trouve 

2  (x''  -\-  x^  -\-  x'^  +  ^'*)  =  ^!  -]-  ^>  —  2/«  —  4. 
Nous  aurons  donc 

En  remplaçant  Z\,  yx  par  Zy  y,  il  en  résulte  l'équation 
u^  —  zu  -{-  \{z^  -\-  z  —  y  —  4)  =  o. 
En  observant  que 


X 


17 


x~|-x'*  =  x-| =  X -1 =  Ui, 

X  X 

rinconnue  x  est  liée  avec  u  par  la  relation 

x'  —  ux  -\~  I  =0. 

La  résolution   de   Téquation    proposée    est   ainsi    ramenée    à    celle    des 
équations 

2/'  +  2/  —  4  =  o> 
z*  —  yz  —  1=0, 

u^  —  zu-{-  |(z»  +  2r  —  2/  —  4)  =  o, 

x^  —  ux  -\-  1  =  o, 

X  —    1=0. 

Ce  procédé  de  résolution  est  dû  à  Gauss. 


CHAPITRE  VII. 
RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


14H.  Dans  le  problème  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  on 
considère  des  équations  où  les  coefTicients,  considérés  comme  donnés,  sont 
représenlrs  par  des  lettres  auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  quelcon- 
ques; il  s'agit  alors  de  trouver  pour  l'inconnue  une  expression  formée  avec 
ces  coefficients  et  ne  renfermant  que  des  symboles  algébriques  propre  à 
satisfaire  identiquement  à  l'équalion.  Ce  problème  est  très  limité;  il  n'admet 
de  solution  que  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés.  Nous  avons 
vu  qu'il  existe  des  formules  générales  de  résolution  pour  les  équations  du 
premier  degré  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  Nous  étudierons 
maintenant  les  équations  du  second,  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

S  *• 

ÉQUATION    DU    SECOND    DEGRÉ. 

149.  Considérons  l'équation  algébrique  du  second  degré  sous  les  formes 
suivantes  : 

x^  -{-  2px  -\-  q  =^o,     aox^ -\- 2aiX -\- a2  =o. 

Désignons  par  A  le  discriminant  de  leur  premier  membre;  on  a  respecti- 
vement : 

A  =  g — p^,     A=aoa2  — aj. 

Si  on  transpose  le  dernier  terme  après  avoir  multiplié  la  seconde  équation 
par  ao,  il  vient  : 

x^  -J-  2px  =  —  q,     ajoc*  -j-  zaottiX  =  —  aodt. 


-    305   - 

En  ajoutant  aux  deux  membres  d'un  côlé  p^  et  de  Tautre  a],  les  équations 
proposées  prennent  la  forme 

{^  +  py  =  p^  —q,    («o^  +  ^i)' =  ^î  — «ott,; 

on  en  déduit  pour  les  formules  de  résolution 

/ —  a,  zhl/— A 

X  =  —  p  -iz  y — ùf     X  = . 

Les  racines  sont  donc  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  le  discriminant 
est  plus  petit  ou  plus  grand  que  zéro. 

Dans  la  plupart  des  méthodes,  on  fait  usage  d'une  transformation  préalable 
pour  simplifier  l'équation  à  résoudre.  C'est  ainsi  qu'on  ramène  la  résolution 
de  l'équation  complète  du  second  degré  à  celle  d'une  équation  incomplète  en 
posant 

y  ei  z  étant  deux  indéterminées;  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation 

X'^  -f-  2pX  -}-  g  ^  O, 

on  trouve 

y"" +  2y(z-\-p)-{-z*-{-2pz-\-q^o. 

Cette  équation  devient  incomplète  pour  la  valeur  z  =  -  p,  et  elle  se 
réduit  à 

y^  -\-q  —p^  =  o. 

D'où 


y=±  \/—  A  ; 
par  suite, 

X  =  y  -\-z=  —  p  ±:  \/—  A . 
On  arrive  plus  rapidement  au  même  résultat  par  la  substitution 

X  =  —  p  —  u 
qui  donne  pour  transformée 

u-  -\-  q  —  ;>2  =  o  ; 

on  en  tire  immédiatement  la  valeur  de  u  et,  par  suite,  celle  de  x. 

On  peut  encore  transformer  l'équation  à  résoudre  en  une  différence  de 
deux  carrés  (N*»  131).  On  doit  poser 

a?'  -\-  2px  -\-  q  =  [x  -\-  pY  —  /*, 

l  étant  une  constante  indéterminée.  Si  on  compare  les  coefficients  des  puis- 
sances de  a?,  on  doit  avoir  :  p'^  —  l^  =  q;  d'où  P  =  p^  —  q. 

20 
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Par  coaséquent,  l'équation  à  résoudre  prend  la  forme 

{x  -]-p,^  —  (P^  —  q)  =  o, 
ou  bien  

{X  +  p  -{- 1  p'  —  q)  {x  -\-  p  —  y  p^  -  q)  =  o 

qui  fournit  iinrnéJialcmLMit  les  Naleurs  de  l'inconnue. 

150.  Méthode  de  Grunert.   Etant  données  deux  quantités  quelconques 
y  et  z,  il  existe  entre  elles  l'identité 

[y  -\-  zy  —  22/(3/  +  ^)  +  2/^  —  ^'  =  o- 
Posons  X  =  y  -\-z;  elle  devient  : 

x^  —  2yx  -\-y^  —  z^  =  o. 
Si  on  compare  cette  relation  avec  l'équation  à  résoudre 

x^  +  2px  -\-  q  =  Oy 


on  doit  avoir 


y=—p,     y^  —  z^  =  q. 


En  remplaçant  y  par  sa  valeur  dans  la  seconde  égalité,  on  trouve 


z=  ±\/p'  —  g; 
par  conséquent, 

X  =:y  -\-  z  =  —  p  db  |/jo^  —  q, 

151.  Méthode  de  Sommer.  Afin  de  résoudre  l'équation 

x'^  ~\-  px  -\-  q  =  0, 
on  pose 

u-{-  i 

x  =  y 

u  —  I 

et,  elle  devient 


^'(sy+^''K^)+'=°' 


ou  bien,  en  développant, 

2'y^  —  q)  y^  —  2py-{-q 

^   +^— i ,—  ■^^  4"    o    1  '         -    =  o. 

y  +  py  +  <i       y-  +  -py-\-q 

Cette  transformée  en  u  devient  incomplète,  si  l'on  prend 

y  =  \/q' 
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D'après  cette  valeur,  l'équation  précédente  donne 


u 


2q  +  2p{/q  ^      P-[-\/~q 

Or,  la  formule  de  substitution  résolue  par  rapport  à  u  devient 


u  = 

X  —  y 


par  suite,  l'équation  pour  déterminer  x  sera 


± 


v/' 


l/^     ^  +  v/q 


p  +  j/g      a?  — 1/( 
On  en  déduit 


a;  =  |X  ç  — -  —  —  • 

C'est  une  forme  nouvelle  pour  l'inconnue  x  qu'on  pourrait  ramener  aux 
précédentes  en  simplifiant  la  fraction. 

159.  Méthode  d'Heilermann.  Soit  l'équation  du  second  degré  sous  la 
forme  homogène 

(i^x\  -f-  la^x^x^  -|~  ^2^2  "^  °* 

La  méthode  d'Heilermann  consiste  à  déterminer  les  facteurs  linéaires  du 
premier  membre.  Dans  ce  but,  on  pose 

Si  on  égale  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  on  obtient  les 

relations 

ay  =  ao,     a(5  4-^7  =  2^1,      |3(5  =  «2, 

pour  déterminer  les  constantes  a,  |3,  y,  (î.  En  ajoutant  ces  égalités,  on  trouve 

(a  +  |3)  (y  4-  (5)  =  «0  +  2^1  +  «^2, 
ou  bien,  en  désignant  par  s  le  second  membre 

Les  mêmes  égalités  donnent  encore 

(a^  +  (3y)'  -  4a7.  (3(3-  =  (a^  -  (3y)»  ==  4  (^î  -  «^o«.)  1 
par  suite, 

a(5  —  |3y  =  ±:  2  |/a*  —  a^a^ . 


t 
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En  ajoutant  à  cette  égalité  la  relation 

ad  -\-  ^y  =  la,. 
il  vient 


aè  =  a^±:\/a\—aQa^,     Çùy  =  a^  --^{/a]  —  a^a^. 

Puisqu'il  n'existe  que  trois  égalités  pour  déterminer  les  constantes,  on 
peut  établir  entre  elles  une  relation.  Posons 

il  en  résultera 

Eu  égard  à  toutes  ces  équations,  on  trouve  sans  peine 


\/  s  [/^ 

ao  -\-ai  rp  l/—  A  »!  -[-  «2  ±  }/—  A 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  arrivera  aux  deux  facteurs  linéaires 
de  l'équation,  et,  en  les  égalant  à  zéro,  on  trouve  pour  l'inconnue 


Xi  a,  -|-  0.2  q::  [X —  A 

153.    Méthode  de  Clebsch.    Soit  encore   Téquation   du   second    degré 

homogène 

a^xl  -(-  2a^x^x.^  4-  a^xl  =  o. 

Désignons  par  cp  la  fonction  définie  par  l'équation 

a  =  {aoy,  -\-  01^2)  Xi  -j-  (»i2/i  +  ^23/2)  acg. 
Si  on  élève  au  carré,  il  vient 
9'  =  ««/?  4-  2a,a^y^y^  +  aj^/j)  x^  -h  «î/J  +  2a^a^y,y^  +  a^i/l)  xj 

ou  bien, 

9*  =  (f'oy]  K^fJ  +  20^0;, xj  4-  2a^y^y^  [a^x]  +  a^x^ac^  +  a^x\) 
-h  (^iVl  (2a,x,ac2  +  a^x\)  -\-  a]y^x\  +  2aoa,i/^2/jX^a:2  +  a\y\x\, 
et,  en  vertu  de  l'équation  proposée,  cette  expression  se  réduit  à 

(p2  =  (x,2/2  —  X2y\Y  [f^]  —  O'oa-i)  ; 
on  en  déduit 


l 


cp  =  db  {Xxyi  —  yxX2)  \/ —  A. 
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Remplaçons  maintenant  (p  par  sa  valeur;  on  aura 


{doUx  +  CHî/0  Xi  -[-  (a,?/,  +  ^^22/0  X2  q::  (x,7/2  —  2/1X2)  f/—  A  =  O. 
Enfin,  cette  équation  donne,  pour  l'inconnue,  l'expression 


X2 


La  présence  de  y\  et  de  yt  n'a  aucune  influence  sur  la  racine;  on  peut  leur 
attribuer  des  valeurs  quelconques. 


ÉQUATION    DU    TROISIÈME    DEGRÉ. 

154.  Nous  allons  considérer  successivement  l'équation  du  troisième  degré 
SOUS  les  formes  suivantes  : 

(i)  «oX^ -f- 3^1^"  4"  3^2X  +  n^3  =  o, 

(2)  x'" -\- ax"^ -\- hx -\- c  ^=  o ^ 

(3)  x^ -[- jt?x -[- g  =  o. 

On  passe  de  (i)  à  (3)  en  remplaçant  x  par  x »  et  de  (2)  à  (3),  en 

a© 

Ci 
remplaçant  x  par  x ;  dans  les  deux  cas,  le  second  terme  disparaît.  Si  on 

3 

forme  le  discriminant  sur  chacune  de  ces  équations,  on  trouve  respectivement  : 

A  =  4  (^0^2  —  a\)  {dias  —  al)  —  {a^as  —  aiaz)*, 
A  =  4  (36  —  a*)  {^ac  —  b^)  —  {ab  —  9c)* 
=  I  [4  {a^  —  sby  —  (2ft'  -  gab  +  27c)»], 

A  =  -  ^  {4P'  +  27q')  =  -  J^  +  ^ 

Proposons -nous  d'abord  de  résoudre  l'équation  incomplète 

x^  -{-  px  -\-  q  =  o. 
Posons  : 

(4)  x  =  y  +  z; 
en  substituant  dans  l'équation,  on  trouve 

(5)  y'  +  z'  +  {^yz  +  p)(y-\-2)-\-q  =  o. 
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On  fait  disparaître  le  terme  du  milieu  en  établissant  entre  y  et  ^r  la  relation 

(6)  ?,yZ-\-p  =  0,      ou     i/2r=— -; 

par  suite,  on  a  les  égalités 

7/3  -I-  ;2r'  =  —  g,     y'z'  =  —  — . 

27 

Les  quantités  y^  et  z^  sont  donc  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

(7)  u^  +  qu^^-  =  o. 

Cette  équation  qui  sert  à  la  détermination  de  y  et  ;2r  pour  arriver  à  la  valeur 
de  X  se  nomme  réduite  ou  résolvante  de  l'équation  proposée.  Appelons  R  son 
discriminant;  on  aura 

il  ne  diffère  de  A  que  par  un  facteur  numérique.  En  résolvant  l'équation  (7), 
on  obtient 

(8)  i/»  =  _-4-i/=^,  z'  =  -?-i/:rï: 

Par  conséquent,  en  extrayant  la  racine  cubique  des  deux  membres,  la 
valeur  générale  de  l'inconnue  x  se  présentera  sous  la  forme 

-,  =  y  +  z  =  y/  - 1  +  ^/3I 4.  yy_?_  ^Xrr, 
ou  bien  en  remplaçant  R  par  sa  valeur,  ^^"^'"''"-«v 

Cette^xpression  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Cardan  ;  elle  exige 
quelques  explications  pour  ..êlre. bien  comprise.  Observons  qu'elle  contient 
deux  radicaux  cubiques  dont  les  valeurs  dépendent  des  équations  binômes  (8). 
Désignons  par  A  el  B  deux  racines  de  ces  équations,  et  par  i,  a,  a}  les 
racines  cubiques  de  l'unité  ;  les  valeurs  de  yet  de  ;2  seront  respectivement 

A,   Aa,   ka?\      B,    Ba,   Ba^ 

Si  on  les  combine  deux  à  deux  par  addition,  on  arrive  à  neuf  valeurs  pour 
rinconnueo;;  mais,  elles  se  réduisent  à  trois  en  vertu  de  la  relation 

V 
yz=^ , 

3 
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c'est-à-dire  que  le  produit  des  deux  fiarlies  qui  composent  x  doit  être  rôel. 
Supposons  que  Jes  valeurs  A  et  B  satisfassent  à  celle  condition  et  que  l'on  ait  : 

AB=-^. 

3 

En  remarquant  que  a'  ^  i,  les  seules  combinaisons  à  prendre  sont  : 

x,  =  A  +  B, 
Xj  =  Aa  -|-  Ba^, 
Xt  =  Aof^  -\-  Ba. 

Toute  autre  combinaison  donnerait,  pour  les  deux  termes  de  x,  un  produit 
ne  renfermant  pas  a'=  i,  el,  par  suite,  la  condition  précédente  ne  serait 
pas  satisfaite. 

Supposons  que  le  discriminant  A  de  l'équation  du  troisième  degré  soit 
négatif;  il  en  sera  de  même  de  R.  et  les  seconds  membres  des  équations  (8) 
seront  réels.  On  prendra,  dans  ce  cas,  pour  A  et  B  les  valeurs  arithmétiques 
des  radicaux  cubiques;  la  première  racine  x,  sera  réelle,  tandis  que  les  deux 
autres  restent  imaginaires  à  cause  de  a. 

En  second  lieu,  si  A  =  o,  on  a  aussi  R  =  o  ;  les  deux  équations  (8)  se  con- 
fondent et  Ton  a  :  A  =  B;  par  suite. 

Xi  =  2  A,     X2  =  Aa  +  Aa^  =  —  A,     Xj  =  Aa  -f-  Aa*  =  —  A  ; 

car,  a  -\-  o.^  =  —  i.   L'équation  du  troisième  degré  admet  donc  alors  trois 
racines  réelles  dont  deux  sont  égales. 

Il  ne  reste  plus  à  considérer  que  l'hypothèse  où  A  >  o  ;  elle  devra  corres- 
pondre au  seul  cas  que  peut  encore  présenter  l'équation  du  troisième  degré, 
celui  oîi  elle  possède  trois  racines  réelles  inégales.   Les  valeurs  de  y  ei  de  z 

V 
déduites  des  relations  (8)  seront  imaginaires,  mais,  à  cause  de  yz  = » 

3 
leur  produit  est  réel,  et  y  et  ;2r  doivent  être  des  quantités  complexes  con- 
juguées. Si  l'on  prend  pour  y  les  valeurs 


(ax  +  6,  \/—  i),     (a,  +  6,  |/—  i)  a,     (a,  +  ^i  \/—  i)  a», 
celles  de  z  seront  de  la  forme 


(ai— 6,|/—  i),     (a,  —  6|^—  i)  a,     (a*  —  &i  |/^^)  «', 
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et  le  coefficient  ht  ne  peut  pas  être  nul.  II  vient  pour  les  racines 

a?i  =  a.  -f  &»  k^—  i  -{■  a,  —  bi  \/—  I , 


X2  =  [ai  4-  6,  [/—  i)  a  -1-  (a,  —  6,  |/—  i)  a*, 
a?3  =  («i  +  6i  l/—  I  )  a^  +  (a,  —  6,  |/—  i)  a  ; 


ou    bien,   à  cause  de  :     a-|-a*=^—  i,     a  —  a' «=  ^/^ — 3, 

Xi  =  —  a<  —  64  ^/J^ 
xa  =  —  at-\-bi  y/-^. 

Par  conséquent,  les  trois  racines  sont  réelles  et  inégales. 

155.  Cat  irréductible.  Nous  venons  de  voir  que  dans  l'hypothèse  où 
A  ^  o,  les  trois  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  sont  réelles;  or, 
c'est  précisénient  alors  que  la  formule  de  Cardan  se  complique  d'imaginaires, 
et  elle  est  impuissante  à  fournir  les  racines;  on  n'est  pas  encore  parvenu  à 
faire  disparaître  cette  imperfection.  Afin  de  calculer  les  racines,  il  est  néces- 
saire d'employer  une  transformation  trigonométrique.  On  pose  d'abord  les 
égalités 

q        <f   i    V* 
p  cos  ©  = > = — p^sin*© 

'  *  2         4       27  ^ 

qui  donnent  pour  ©  et  p  les  valeurs  réelles 

11  faut  remarquer,  en  effet,  que  la  condition  A  ^  o  revient  à 

-(Ï+S)>- 

et  p  doit  être  négatif. 

D'après  les  valeurs  posées,  la  formule  de  Cardan  prend  la  forme 


p  =  \   /     —  ^  »       COS  (D  = ' 


a?  =  K  p  COS  9  -f- 1/^ —  I  p  sin  (p  -]-  K  p  COS  9  —  |/ —  i  p  sin  cp 
On  en  déduit 


X 


1 

V-/       9  +  2^71   ,     / .    (ç>-\-2kn\  m 

,      '"/—/       cp  +  2^77         / .    cp -|- 2A:7r\ 

+  ^/  p  f  COS  ^— ' y—  I  sin  -!— î j  » 


c'est  à-dire. 
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s,—         (D-\-2kT: 
X  =  2[/    p  COS- 


En  posant  /c  =  o,  i,  2,  il  vient  pour  les  racines 


3/ —  9 

^1  =  21/  p  COS-» 

3 


X2 


OU  bien, 


=  2y  pcos  (  -+  120*  j» 
a?5  =  2|/  p  COS  (  -  -j-  240"  ); 


3/—  Œ> 

a?!  =  2y  p  cos-> 
3 


072 


=■■  2^/^COS  f   60® j 

^pcos  ( 


573  *=  2 


120® - 


Ces  valeurs  sont  réelles  et  calculables  par  logarithmes. 
Ainsi  pour  l'équation 

57*  —  307  -|-  I  =  o, 


on  a  d'abord 


d'où 


Ensuite, 


3/27 


COS  03  = ; 

2 


9 


(p  =  120®     et     -  =  40* 


07,  =  2  COS  40*  =  1,5320888, 

072  =  —  2  COS  20*  =  1,8793852, 

iPs  =  2  COS  80"  =  0,3472964. 

On  s'assure  de  l'exactitude  du  calcul  en  faisant  la  somme  des  racines , 
cette  somme  doit  être  zéro  ou  voisine  de  zéro. 
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156.  Lorsqu'on  connaît  une  racine  de  l'équation,   il  existe  une  formule 
pour  trouver  les  deux  autres.  D'aprrs  la  formule  de  Cardan,  si  on  pose 


il  vient 

ooi'=y  -\-  z,     X2  =  ycc-\-za^f     Xi  =  ya}  -{-  z<x. 
Or, 


a  = ' >      or  = ; 

2  2 

par  suite, 

y-\-z       y  —  z     y 

2  2 

c'est  à-dire  que  ces  racines  seront  données  par  la  formule 

— 1[^,  ■àz{y  —  z)\/~  3j. 

Supposons  que  la  racine  aji   soit  connue;   par  les  valeurs  de  y  et  de  ^r, 
on  trouve 


-.'=y/< 


2/5  — ;2rî=y  /  q_^ii^-,     y'=J^z^  =  —  qy     yz  = —  - 


et  comme 


il  vient 


v^ 


a^  +  1^ 

27  2pxx-\-2,q 


y  —  z  3a?4 


On  en  tire 


3^ 


2/>a?,  +  z<l 
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En  substituant,  la  formule  propre  à  donner  les  racines  X2  et  Xs  sera 


—  -Xi  (   I 


L'équation  du  troisième  degré  ayant  toujours  une  racine  réelle,  après 
l'avoir  déterminée,  cette  formule  donnera  les  deux  autres,  soit  réelles,  soit 
imaginaires.  L'équation 

x^  —  7x  -f-  6  =  o, 

admet  une  racine  aci  =5  2;  Tapplicalion  delà  formule  conduit  à  xa  =  i, 
Xs=  —  ^. 

157.  Soit  maintenant  l'équation  complète 

x^  -\-  ax^  ~\-  bx  -{-  c  =  o. 
Si  on  pose 

a 

X  ==  x' > 

3 
elle  devient 

x''  -\-px'  -\-  q=^  o 

ou 

^^  —  3^  I  /     -  ,1 

p  = >     q  =  —  (la'  —  gab  4-  27c). 

3  27  . 

On  peut  appliquer  la  formule  de  Cardan  pour  déterminer  x\  En  se 
rappelant  que 

A  =  i  [4  (a«  —  3&)'  —  (2ft3  _  gab  +  27c)2] 
on  trouve  pour  l'expression  générale  de  l'inconnue 


x= U-%   / {2a^  —  gab  -\-  270)  +  -  |/—  A 

3       3  V  2  2 

4-  -  \  /  —  -  (2^5  —  gaft  4-  27c)  —  - 1/—  A. 
'   3  y  2  2 

La  méthode  employée  pour  l'équalion  incomplète  s'applique  aussi  à  la 
résolution  de  l'équation 

x^  +  ax^  -{-  bx  -{'  c  =  o, 

en  y  apportant  une  légère  modification.  On  pose 

x-{'-=y-{-z. 
3 
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Si  on  élève  les  deux  membres  à  la  troisième  puissance,  il  vient 


ou  bien, 


x^  -\-  ax^  A xA =y^  A-  z^  -\-  3y^  (  ^  +  -  l  > 

3  27  \  3/ 

x^  4~  ^^'  "h  ( 5y^  )  ^ H"  ( ^^'^  —  ^'  —  z^j^o. 


Par  la  comparaison  de  cette  équation  avec  la  proposée,  on  a 

3y^  =  ^y ayz  —  y'  —  z^  =  c; 

3  27 

d*oii  on  tire 

«^  —  36             ,                   I 
yz  = >     y^  -\-  z^  = (2a'  —  gab  +  2  7c)  ; 

par  suite  y^  et  z^  sont  les  racines  de  l'équation 

u^  A (2a°  —  gab  -4-  27c)  u  -\ (a'  —  36)^  =  o 

27  72g 

qui  est  la  résolvante  cherchée.  Soient  Uiy  Uz  ses  racines;  les  valeurs  de  y  et 
de  z  se  déduisent  des  équations  binômes 

y^  =  ut,     z^  =  U2, 

et,,  en  les  représentant  respectivement  par 

y,  ay,  (x^y;     z,  az,  a*z, 

on  doit  les  combiner  de  manière  à  satisfaire  à  la  relation 

a*  —  36 

yz= ; 

9 
on  obtient  ainsi  pour  les  racines 

a  . 
Xi  = \-y  -\-  z, 

3 

X2  = \-ayA-  a}z^ 

3 

iPs  = H  a  y  +  CLZ, 

3 

Nous  avons  vu  que   A  =  o  est   la   condition  pour   que   l'équation  du 

troisième  degré 

a?'  -f-  ;?a7  -|-  ç  =  o, 
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admette  des  racines  égales;  elle  ne  peut  avoir  une  racine  triple  que  dans  le 

rcas  ou  p  et  ç  sont  nuls;  la  racine  triple  est  alors  égale  à  zéro.  Cherchons  les 
mêmes  conditions  pour  l'équation  complète.  Si  elle  admet  une  racine  triple, 
on  peut  poser 

x^  --\-  ax"^  --h  bx  -]~  c  =  {x  -\~  ^.y  =  x'^  -\-  ^[j-x^  -\-  ^fji^^x  -J-  ^^  ; 

d'où  résultent  les  égalités 

a  =  3a.     6  =  3a*,     c  =  \x^. 

En  éliminant  y.  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

(0  0}  —  36  =  o, 

et  comme 

A  =  |[4{6t'  —  36)^  —  (2a^  —  ga?)  -\-  27c)2J  =  o. 

il  faut  aussi  que 

{V)  2a' — gaft-p  270  =  0. 

Les  relations  [t]  et  [t')  sont  les  conditions  cherchées. 
158.  Méthode  de  Lagrange.   Désignons  par  a?i,  X2,  Xi  les  racines  de 
m    l'équation 

x^  -j-  ax^  -\-bx  -\-c  =  o, 
et  posons 

y  =  {xi  -f-  ^^2  +  a'a?3)% 
les  quantités  i,  a,  a^  étant  les  racines  cubiques  de  l'unité.  L'expression 
entre  parenthèse  est  susceptible  de  prendre  les  six  valeurs  suivantes  par 
réchange  des  racines 

Xi  -{-  (XX2  -\-  (x^Xs,     X2  -{-  axs  -{-  a^Xiy     X5  -\-  cnxi  -{-  a^X2t 

Xi  -\~  (XXs  -\-  CÛ-X2,       X-i  -Y-  OLXx  -\-  Cl}Xi,        X^  -f-  O-X^  +  Cf?X\,  \ 

mais,  à  cause  de 

a-'^  =  I,      a}  =  OL^ 
CD  a  les  égalités 

a?,  -\-  aLXi-\~ci?Xi  =a.{x2  -{-  olx^  +  a'^i)  =  a* (a?»  A^ax^  ■\-cf}x2)t 

ainsi  que 

(a?,  -|-  a.X2  +  a'^s)^  =  (^^2  +  a.x^  -["  a^^i)^  =  (^$  +  «^i  +  a'^^j)'. 

Il  en  résulte  que  les  trois  premières  expressions  ne  donnent  qu'une  seule 
valeur  pour  y,  on  démontre  de  la  même  manière  qu'il  en  est  ainsi  pour  les 
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trois  autres.  L'inconnue  y  n'ayant  que  deux  valeurs  distinctes  dépendra 
d'une  rquntion  du  second  de^ré  que  l'on  peut  former  par  les  relations  enlre 
les  racines  et  les  coeiïicienls.  Prenons  pour  2/1,  i/2  ^^^  valeurs 

2/1  =  {Xi  -\-  a.Xi  4"  a'a75)%     y-i  =  (x,  -|-  a^Xi  +  axif . 

Si  l'on  tient  compte  des  relations  \  A^  a. -\-  a?  =  o ^  cl^  ^  \^  a}  =  a.,  etc., 
on  trouve  facilement 

2/i2/a  =  Wx  +  ^i  +  ^!  —  (^,^2  +  x,x^  +  x^x^Y 

c'est-à-dire, 

2/12/2  =  (a'  —  3^)'- 
Ensuite, 

=   2(il?i  -|-^2  +  ^5)'  9(Xi  -]-^2  +  ^3J   ;iPlJ?2  -j-  X\Xi   4"  ^12^5)  4~  2'JXiX2Xl, 

ou  bien 

^1+2/2  =  —  2a' -|~  9^^  ~~  27c. 

L'équation   du   second    degré    qui    donnera    les  valeurs  de  yi  et  de  2/2 
sera  donc  : 

2/^  -\-  [la^  —  gah  -[-  270)2/  -f-  (a^  —  ^b)^  =  o  : 

c*est  la  résolvante  de  l'équation  proposée.  Connaissant  2/1,  2/2,  on  aura  les 
trois  relations  suivantes  pour  déterminer  les  racines 

3Ci  -{-  X2-\-  X5  =  —  a, 

xi  -f-  a^2  -\-  câXi  =  yyi , 

Xi  -\-  et} Xi  -j-  a.xz  =  y  y 3. 


On  en  déduit 


3, — 


y  y*  -\-\/yi  —  « 

X\  =  


3 

5 


a|/ 2/2  -1-  a^|/ 2/1  —  a 
Xi  = 


a[/yi-{-c(.^yy 
Xi  =-^ — 


3 
3, — 

2  ■ 
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Soit  à  résoudre  l'équation 

X^  6x^  I2X  -[-  I  12  =  O. 

On  obtiendra  pour  la  résolvante 

2/'+  ^94  f  2/4-373248  =0 
qui  admet  les  racines  :  —  216,  —  17/8;  par  suite, 

]/yi  =  —  (y,    y  tj2  =  —  J2, 
et  par  les  formules,  on  trouve 


a?,  =  —  4,     X2  =  5  -f  |/—  3,     a?3  =  5  -  [X—  3, 
159.  Méthode  de  Bezout.  Étant  donnée  l'équation 

x'^  -\-  px  -{-  q  =  o^ 
considérons  la  substitution 

x  =  Ziy  -\-z,y^ 

où  y  est  une  racine  de  l'équation 

2/'—  I  =0, 

et  XTi,  Z2  deux  quantités  indéterminées.  Si  on  multiplie  la  valeur  de  a?  succes- 
sivement par  I,  y,  1/%  il  vient  les  relations 

X  —  Ziy  —  ZiV^  =-  o, 
B  XI/  —  2:, y'— 2:2  =  0, 

ac!/^  —Zi  —  z^y  =  0, 

et,  par  l'élimination  de  y  et  ^^,  on  trouve 


X        Zi       — Zi 

—  Z2  X        — Z\ 

—  Zi       —  Z2  X 


=  0, 


ou  bien 

x'  —  ^z^z,^x  —  (z]  +  zl)  =  o. 

En  comparant  cette  équation  à  la, proposée,  on  a  les  égalités 

2r,2r,==— ?,     z]  +  zl  =  -q; 

par  suite,  les  quantités  z]  et  zl  sont  les  racines  de 

z*  A-qz =  0 

27 
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lui  sera  la  résolvante  de  l'équation.  Après  avoir  déterminé  z,,  Z2,    il  reste  à 
substituer  successivement  dans  la  formule 

les  racines  i,  a,  a*  de  l'unité.  Il  vient  ainsi 

X\  ^  Zi  -\-  Zi, 

Xi  r=  aZi  -\-  cf}Zi, 

Xi  =  cf}Z\  A;-  cL^Zi  =  a^Zi  -\-  aZ2. 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  formules  d'abord  par  i,  a*,  a,  ensuite, 
par  I,  a,  a*  et  si  l'on  ajoute,  on  trouve 

Zi  =-  {xi  -\-  axs  -j-  a'aJs)     Z2  =  -  (xi  -j-  ocXi  -j-  a'iPj)  ; 

ce  sont  des  valeurs  analogues  à  celles  de  y  de  la  méthode  de  Lagrange. 

fiBO.   Méthode  de  Grunert.  Afin  de  résoudre  l'équation  complète 

x^  -\-  ax^  -|-  6a?  -f-  c  ==  o , 
posons 

x=-y  -{-z-Yt; 
on  aura 

(yJ^z-\-tY  +  a(y^z-\-ty-\-b[y-\-z-\-t)-^c  =  o. 

D'un   autre   côté,  entre   trois   quantités   quelconques  t/,  z^  t,  il  existe 
l'identité 

(yJ^z  +  t)'  —  3yiy  +  z  +  ty  +  3(y'-zt){y  +  z  +  t) 

—  (y^  -\-z'  -[-t'  —  2>yzt)  =  o. 

Par  la  comparaison  de  ces  relations,  on  doit  avoir  les  égalités 

a  h 

y= ,     y^  —  zt=~f     y^-\-z^-\-r — ^yzt  =  — c. 

3  3 


On  en  déduit 


et  comme 


I                                         0' 
zt  =  -  (a^  —  36),     zyzt  == (a«  —  36), 

9  9 

z^  -\-t^  = (2a^  —  qah  +  27c)  ; 

27 


zH^=^\{a-  —  36)'  =-^(a»  -  36)», 


I- 

I 
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les  quantités  z"  et  t^  seront  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

u^  -\ (2a^  —  gah-\-  2yc)u-\ (a*  —  36)'  =  o. 

Désignons  par  U],  u^  les  racines  de  cette  réduite;  les  valeurs  de  z  et  de  ^ 
devront  se  déduire  des  équations 

et  on  peut  les  représenter  respectivement  par 

Si  on  les  combine  deux  à  deux  par  addition  en  tenant  compte  de  la  relation 

9 
on  arrive  aux  expressions  suivantes  : 

a  , 

OCi^ \-z  +  t, 

3 

a 

a?2  = 1-  az  +  a^t, 

3 

X2= 1-  ûL^z  +  at, 

3 


tGt .  Transformation  du  premier  membre  en  une  somme  de  deux  cubes. 
Considérons  l'équation  complète  sous  la  forme 

et  proposons-nous  de  déterminer  quatre  quantités  m,  n,  1  et  ^  de  manière 
que  le  premier  membre  devienne 

m(x  —  iy-^n{x  —  iJ-Y, 

En  égalant  dans  les  deux  fonctions  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  a?,  on  trouve  les  relations 

M  -|-  n  —  a©  =  o, 

}.m  +  juw  4-  tti  =  o, 
{k)  1    r      r  , 

A^m  -\-  fx^n  —  «2  =  0, 
A^m  -\-  \j.^n  -|-  tts  =  o. 

21 
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Éliminons  m  et  n  entre  les  trois  premières;  il  vient 


I 
À 


1 

—  «0 

^ 

a. 

/^' 

«2 

=  o. 


ou  bien 


De  même,  éliminons  Im  et  p?î  entre  les  trois  dernières  ;  on  trouve  encore 


I       I            ai 

—  o, 

A      |u      —  «2 

P     ^'          as 

c'est-à-dire 

ttilif.  -\-  tti^k  +  ft)  -f-  «5  —  o. 

Ces  deux  nouvelles  égalités  conduisent  aux  valeurs  suivantes  : 

lA-  ti. 

a^ttg  —  a,  a. 

A  -J-f^ 

»„«,  —  «? 

et  les  quantités  ke\,  [i  satisfont  à  l'équation  du  second  degré 

[a^a^  -  a\)z^  -{-(a^a,  —  a^a^z-]r{a^a^  ^  a|)  =  o 
qui  est  la  résolvante  du  problème.  On  peut  remarquer  que  son  discriminant 
est  le  même  que  celui  de  l'équation  proposée.  Connaissant  À  et  p.,  les  deux 
premières  égalités  (k)  donnent 

aojU. -1-^1  aok-^-ai 


m 


n 


Les  autres  relations  (A:)  fourniraient  pour  m  et  n  des  valeurs  équivalentes. 
Le  premier  membre  de  l'équation  se  trouve  donc  ramené  à  la  forme 


aofj.  +  «1 


{x  -  A)= 


aol  -\-at 


(x-ij-Y, 


au  moyen  d'une  équation  du  second  degré.  Cette  réduction  résoud  l'équation 
du  troisième  degré,  lorsque  A  est  différent  de  p.,  c'est-à-dire,  lorsque  le  discri- 
minant de  la  réduite  n'est  pas  égal  à  zéro.  On  a,  en  effet, 

«ow  +  a.,         -,-       ao/+a, 

jU,  —  /  W  —  A 

et,  en  désignant  par  C  la  quantité 

«oA  -|-  tti 


O, 
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cette  équation  se  réduit  à 

Par  conséquent,  l'expression  générale  de  l'inconnue  x  sera 


x  = 


Zy— 


Les  trois  racines  correspondent  aux  valeurs  \/Ç.,ayC.^  oi}\/Ç^,  Appliquons 
cette  méthode  à  l'équation 

4a?'  +  9^?'  -j-  18a;  -j-  17  =  o. 
On  trouve,  pour  la  résolvante, 

z^  A z  +  I  =  o. 

3 
Elle  admet  les  racines  : 

On  en  déduit  ensuite 

Donc,  le  premier  membre  est  égal  à 

¥(* +  ï)' +  !(«:  + 3)' =  i(3^+0' +1(^^  +  3)'- 
Les  racines  s*obtiendront  par  la  résolution  de  Téquation  binôme 


/s^  +  'V 


t6!3.  Méthode  dite  Régula  falsi.  Désignons  par  Zi,  z^  deux  quantités 
réelles;  les  différences  x  —  Z\^  x  —  Zi  représenteront  les  écarts  de  Zi  et 
de  z%  par  rapport  à  ^.  De  même,  si  l'on  pose 

F(a?)  =  aoo?' -j- 3aix* -|- 3^20; -j- ai  =  o, 

F(Z)),  F(;2r2)  représenteront  les  écarts  des  résultats  par  rapport  à  zéro.  Cela 
étant,  prenons 

X Z\  Z\  —  Z<iU 

s=  w,     ou     x= • 

X  —  Zi  I  —  u 

En  substituant  dans  l'équation,  il  vient 

tto  {z\  —  Ziuf  -\-  3ai  {z\  —  ZiuY  (  I  —  u) 
-\-  3a2(;Ji  —  z<iU)  (  i  —  w)^  -f-  «5(1  —  uf  =  o, 
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ou  bien, 

h\z2).u^  —  [K^^'a  +  2^122  +  a2)zi  -{-a,izl-\-  2aiZ2  +  as]  ^u^ 
+  [K^Î  -i-2aiZt  -\-  a2}Z3  -^  alZ^^  -j-  zaiZi  -]-as]su  —  F(z,)  =  o. 

Égalons  à  zéro  les  coefficients  des  tei noies  du  milieu;  on  aura 

(«0^2  ~h  2tti2^2  -j-  ^a)^'  +  ^1^2  +  2a22r2  +  as  =  o, 
(<io^^  4-  2aiZi  +  a2)z2  -\-  axz\  -|-  2aiZi  -\-az  =  o. 
Si  nous  retranchons  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve, en  divisant 

par  Zi  —  z^, 

aoZiZ2  -\-  cii  [zi  -\-  Zi)  -|-  a2  ==  o. 

Multiplions  encore  celle-ci  par  Z2  et  retranchons-la  de  la  première;  il  vient 

aussi 

a\ZiZ2-\- 0'2[Zt -^  Z2)-\- (I5  =  o. 

Ces  deux  dernières  relations  donnent 

«0^3   (ll(l2  dl    ttltts 

Zi-\-Z2  =  — r »    ZiZ2  =  -^ ; 

a^^  —  a^at  a;  —  «oft» 

par  suite,  les  quantités  Zi,  Zi  vérifient  l'équation 

(a^  —  a(sa2)z^  -j~ (^i<*2  —  ^0^5)0  -{-al  —  aiCts  ==  o. 
Donc,  si  l'on  prend  pour  Zt  et  Z2  les  racines  de  cette  équation,  la  trans- 
formée se  réduit  à 

l\Z2)u^  —  F(^,)=^  o, 
d'où  on  tire 

w5  =  — — -9     et     u  =  k— 9 

où  l'on  doit  remplacer  k  successivement  par  1,  a,  a'.  L'expression  générale 
de  l'inconnue  x  se  déduit  de  l'égalité 

00  —  Zi 


—  1X0  =  k 


X  —  Z2 


l/F(^.). 


ce  sera  : 


Zxl/'S{Z2)  —  kz2\/^{Zt) 

X  = '  —  • 

|^F(^)  — A:|!/F(;2r,) 

On  aurait  pu  procéder  autrement  et  arriver  à  la  même  réduite.  En  élevant 
au  cube  l'égalité 

X  ^  Zi  =='U{X  —  Z2), 


I 


4-1 
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et  en  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  trouve  l'équation 

^  —  31  7-  1  ^  +  3  (  — V-  1  ^ \— 


o. 


La  comparaison  de  cette  équation  avec  la  proposée  écrite  sous  la  forme 

x'  +^—x'-\-^x-}-  —  =  o, 

do  Q/O  do 

conduit  aux  relations  suivantes  : 

Elles  donneraient  la  même  réduite.  Nous  voulons  seulement  faire  remar- 

quer,  qu  au  lieu  de ,  on  peut  prendre  l'un  quelconque  de  ces  rapports, 

et  poser,  par  exemple, 


,  yaoZi  4-  ai 
u==k— ■ — 

3 

yaoZi-^-a^ 
l'expression  de  x  est  alors 


Zx  l/aoZi  +  ai  —  kz2  [/a^Zi  A-  a^ 
X  =  —-5 3  - —  • 

yaoZ2  -j-  «1  —  k  yaai  +  a\ 
Nous  avons  trouvé  précédemment 

^         {X  —  ZiY         ^(Zi) 
{X-Z,)'         F(22) 

Cette  relation  exprime  que  les  écarts  des  résultats  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  écarts  des  nombres  substitués.  Enfin  les  égalités 


1 — Z\            /aoZi-\-at  X2  —  Zi                /aoZi-\-ai 

I  —  Z2       \     aoZi  +  ai  X2  —  Z2          v     aoZ2  -\-  ai 

xs  —Zj 2  / aai  +  ai 

—  zt~  X     t 


Xs  —  Zt  y     aoZ2  +  ai 

conduisent  aux  relations  suivantes  entre  les  écarts  des  valeurs  de  z  et  les 
racines 

Xi  Zi  ^Xi Z\  Xs  —  Zi 

Xi   — Zi  Xi  —  Z2  Xs — Zi 
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S  3. 

ÉQUATION    DU    QUATRIÈME    DEGRÉ. 

tes.  Proposons-nous  de  résoudre   Téquation   algébrique  du  quatrième 
degré  sous  Tune  des  formes 

aox*  +  4aia?'  -|-  ôftjx*^  +  4C^5^  +  "">  =  ^- 

X*  -f-  ax^  -\-  bx'^  -{-  ex  -]-  d  =  o, 

X*  -j-  px^  -\-  qx  -\-  r  =  o. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  le  discriminant  de  la  première  a  pour 
valeur 

A  =  «'  —  27/% 
ou 

et  ces  deux  expressions  sont  les  invariants  du  premier  membre.  Si  on  néglige 
un  facteur  numérique,  on  peut  prendre  pour  le  discriminant  des  deux  autres 

A  =  ^{b^  —  ^ac  -f-  1 2d)^  —  {yzbd  -\-  gabc  —  270^  —  zyaH  —  2b^)\ 
A  =  4(/)2  _J_  i2ry  —  (_  2jo'  -j-  y2pr  —  27c''}-. 

En  représentant  encore  par  i  et  /  les  expressions  des  parenthèses,  on  aura 

A  =  4î'  —  f . 

Considérons  d'abord  Téquation  incomplète 

x"^ -\- px^ -{- qx -\- r  =  o . 

Il  existe  une  méthode  très  simple  pour  la  résoudre,  et  que  l'on  appelle 
méthode  de  Descartes;  elle  consiste  à  décomposer  le  premier  membre  en  un 
produit  de  deux  trinômes  du  second  degré.  On  pose,  comme  point  de  départ, 

X*  -{-px^  -{- qx -\- r  =  {x^  -\- ux -{- v)  {x'^  —  ux  -\~  t), 

u^  V  ei  t  étant  des  coefficients  indéterminés.  On  écrit  -\-ux  dans  le  premier 
trinôme  et  — itx  dans  le  second,  afin  que  le  terme  en  x^  ne  se  trouve  pas 
dans  le  produit.  En  développant  et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  a?,  on  trouve  les  relations 

t-\~v=p '\'U^,     t  —  î)  =  -,     vt  =  r\ 

u 
par  suite, 

2  \  uj  2  \  uj 
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La  substitution   de  ces  valeurs   dans   la  troisième    conduit  à  l'équation 

^6  _|_  2pu^  -f-  {p^  —  4r)  u"^  —  (/2  =  o 

qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  w';  c'est  la  réduite  ou  résolvante  de 
l'équation  proposée;  le  dernier  terme  étant  négatif,  elle  admet  toujours  une 
racine  positive.  Soit  w'  =  k^  celte  racine;  on  aura  u  =  ±z  k;  en  portant  la 
valeur  -j-A  dans  les  relations  précédentes,  on  en  déduira  v  et  t;  par  consé- 
quent, les  deux  trinômes  seront  complètement  déterminés.  Si  l'on  prend 
u=  —  k,  les  valeurs  de  d  et  de  ^  ne  font  que  s'échanger  entre  elles,  et  le 
résultat  reste  le  même.  Après  cette  détermination,  les  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré  s'obtiendront  en  résolvant  les  deux  suivantes  : 

x^  -\-ux  -\~v  =  Oy     x^  —  ux  -\-i=^o. 

Ainsi,  pour  l'équation 

a?*  —  lOX"^  200? — i6  =  o, 

la  réduite  est  : 

U^  —  20W*  +    164^^  400  =  O. 

Elle   admet  la  racine    1^2  =  4;    en   prenante  =  2,    on   trouve  v  =  2, 
<  =  —  8  ;  il  faudra  donc  résoudre  les  équations 

X'*  -\-  2X -\-  2  =  o ,       X^  2X  8  =  0 

qui  donnent  les  quatre  racines 


—  i+|/— I,     —  I— |/— I,     4,     —2. 
Désignons  par  a',  |3',  y'  les  racines  de  la  réduite  ;  on  aura 

a*  +  /3'  4-  y'  =-  —  2p.     <x*^y  ==  qK 
Prenons 

u  ==  a     et     g  =  aj3y. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  valeurs,  le  premier  trinôme  peut  s'écrire 
a!2j^ax  +  -fp-\-a^  —  ^\=x^  +  oix  +  -{a^-p''-y'  -  2^y\ 

En  régalant  à  zéro,  on  trouve  pour  les  racines 

—  a-1-3  +  7  —  a—  (/34-y) 

X\  ^ >      Xi= • 

2  2 

Une  transformation  semblable  sur  le  second  trinôme  donnerait  aussi 

a  +  (3  —  y  a  -  (3  —  y) 
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Les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  se  trouvent  ainsi  exprimées 
au  moyen  des  racines  de  la  réduite;  ce  qui  va  simplifier  la  discussion. 

Supposons  que  a  soit  la  valeur  positive  de  \/a},  a}  étant  la  racine  positive 
réelle  qu'admet  toujours  la  réduite.  En  vertu  de  la  relation  :  aj3y  =  ç,  si  les 
deux  autres  racines  |3'  et  y'  sont  aussi  réelles  et  positives,  on  devra  prendre 
pour  j3  et  y  des  valeurs  de  même  signe,  lorsque  g  est  positif,  et  de  signes  con- 
traires lorsque  q  est  négatif;  d'ailleurs,  les  quatre  racines  sont  évidemment 
réelles. 

Supposons  que  (3'  et  y*  soient  réels  et  négatifs;  posons 

(5^  =  —  w^     y2  ==  —  n' 


par  suite,  on  doit  prendre 


|3  =  ±  m  [/—  I ,      y  =  zb  w  [/ —  I ,    . 
si  g  est  négatif,  et 

f3=qim^—  I,      y=dr?ip/'—  I, 

si  g  est  positif.  Les  quatre  racines  de  l'équation  sont  alors  imaginaires. 
Supposons,  maintenant,  que  (3%  y^  soient  imaginaires,  et  posons  : 

|3»  =  f  (cos  0  +  |X—  I  sin  0),     y»  =  f  (cos  0  -  \/^^  sin  0)  ; 
il  viendra 

P  =  dr  p  ^cos--|-^—  I  sin-  j,      y  =  ±  p  (  cos 1/—  i  sin- j> 

où  il  faut  prendre  les  mêmes  signes  ou  les  signes  contraires  suivant  que  g 
est  positif  ou  négatif;  dans  le  premier  cas,  la  somme  |3  -j-  y  est  réelle  et  la 
différence  |3  —  y  imaginaire;  dans  le  second,  la  somme  (3  -[-  y  est  imaginaire 
et  la  différence  j3  —  y  réelle.  Par  conséquent,  dans  ces  deux  hypothèses,  il 
y  a  toujours  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires. 

Enfîn,  supposons  que  deux  racines  de  la  réduite  soient  égales,  et  prenons 
p2  _,  y2.  Qjj  ^^^^  .  |3  =  ^  y  et  deux  des  quatre  racines  sont  égales.  Dans 
ce  cas,  le  discriminant  de  la  réduite  est  égal  à  zéro;  or,  si  on  le  forme,  on 
retrouve  le  discriminant  de  l'équation  du  quatrième  degré;  donc, 

4(^^  -j-  i2r)^  —  ( —  2/)'  +  72jor  —  275^)*  =  o, 
ou  bien, 

42'  —  /'  =  o 

sera  la  condition  pour  que  l'équation  proposée  ait  deux  racines  égales. 


—  3^29    - 

Lorsque  les  trois  racines  de  la  résolvante  sont  égales,  on  a  :  a  =^  =  ^, 
et,  par  suite, 

a  ^a.  CL  Cf. 

a?l  ==  —  >       X%= >       j;5  =  -  ,       Xk==  -  ' 

2  2  2  2 

L'équation  du  quatrième  degré  possède  donc  une  racine  triple.  D'après  la 
théorie  de  l'équation  du  troisième  degré,  on  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

jo^  -j-  1 2r  =  o,     2/)'  —  72;)r  -|-  27^'"  =  0, 

c'est-à-dire 

i  =  o,       /  =:  O. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que,  si  le  discriminant  A  de  l'équation 
proposée  est  positif,  il  y  aura  quatre  racines  réelles  ou  quatre  racines 
imaginaires,  parce  que  la  réduite  admet  trois  racines  réelles;  si  A  est  négatif, 
il  y  a  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires. 

104,  Plusieurs  méthodes  reposent  sur  le  même  principe  que  celle  de 
Descartes.  Ainsi,  dans  la  méthode  de  Ley,  pour  résoudre  l'équation  complète 

a?*  +  ax^  -\-hx^  -\-cx  -\-  d  =  o, 

on  suppose  l'équation  décomposée  en  ses  facteurs  du  second  degré  : 

a?' — (Xi  -{-X2)x-\-XiXi  =  o^     iP*  —  {xi-{- xa)x -\-XiXk  =  o^ 

a?!,  Xi^  Xs,  Xi  représentant  les  racines.  On  pose  ensuite 

(xi  -|-  X2)  (xs  -j-  a?4)  =  ar  ; 
comme 

[Xi  -{-  Xo)  -\-  (X'3  -f-  ^4)  =   —  <^' 

il  vient 


Xi-\-X2=  —{[a  —y/a-  —  :\z),     x;-\-x^  =  —  '^(a-\-[/a^  —  ^z). 
D'un  autre  côté,  on  a  aussi 

^ia?2  4"  XsX!,  -\-  (Xi  -\-  X2)  {Xi  -\-  Xi)  =  bf 

XiX^XiXtt  =  rf, 

c'est-à-dire, 

^1^2  -f-  XsXit  =  h  —  z. 
X\X2.XiXi  =  d, 
et,  par  conséquent, 


a;ia?4  =  ^{b  —  z  —  [/{b  —  z)*  —  4ci). 
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Mais,  on  sait  que 

X\Xi  [x%  +  ^*)  +  ^«^*  (^1  -\-x%)  =  —  c  ; 
en  y  substituant  les  valeurs  précédentes,  il  vient  l'équation 

(fe  —  2r  -f  [/{h  -  zy  —  4rf)  {a  +  y/a''  —  4^) 

-f-  (fe  —  z  —  ^(ft  —  z)'  —  4d)  {a  —  |/a*  —  4;?)  =  4c 
ou  bien 

2a(/)  —  ^)  +  2  l/e?  —  ;^)'  —  4^ .  |/a'  —  4^  =  4c. 
Si  on  divise  par  2  et  si  on  fait  disparaître  le  radical,  on  trouve 

(a^  —  ^z)  [(&  —  zY  —  4rfj  =  [a(b  —  ;2r)  —  2c]^ 
c'est-à-dire, 

2r'  —  26Z*  -|-  (¥  -\-ac  —  ^d)z  -\-  (a'd  —  abc  -j-  c')  =  o. 

C'est  la  résolvante;  elle  admet  toujours  une  racine  réelle;  connaissant 
cette  racine,  on  en  déduira  les  valeurs  de 

et  les  deux  trinômes  du  second  degré  seront  complètement  déterminés. 
De  même,  pour  résoudre  l'équation 

F(a?)  =  a^x''  -|-  ^aix^  -\-  àazx^  -|-  ^a^x  -j-  a»  =  o, 

posons  avec  Clebsch, 

F(a?)  =  ya.xx'^  +  2j3,a;  +  7,)  (a.2X^  +  2|3?a?  +  y^). 

Après  avoir  développé  ce  produit,  on  égale  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  l'inconnue  et  on  trouve  les  égalités 


a, 
a 

a 

(3, 

«2  =  ^0 

(32  -|-|3ia2  —  2a 
72  +  4p,|32  -f  a 

72  +  yijSa  =  2^3 

I 

271  =  6ai, 

y,y2  =  a4. 

Soit,  maintenant, 

aiyi  +  yiaj  =  2a2H-4>^,     f>^^2  =  a^  —1. 

On  sait  par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants  que  le  produit 

«1      a2     0 

. 

«2         «1         0 

[\    (32    0 

|32    |3,     0 

71     72    0 

72     71     0 
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a  pour  expression 

ytcci  4"  72^1      7  «,'^2  +  72(3 1      7172  +  717a 
et  qu'il  est  identiquement  nul.  Si  on  remplace  les  éléments  par  leurs  valeurs, 
on  trouve  l'équation 


ai  -\-  2X 


ai 
at  —  A 

a^ 


a2  -)-  2A 
as 

(II, 


=  0, 


ou  bien 

4A'— (ftoft^  — 4a,a,  +  ^a\)l'\-(a^a^a^-\-2a^a^a^~-ay^—a^a\  —  aX)^o^ 

c'est-à-dire, 

4A'^  —  «À  -j-  y  î=  o. 

Cette  réduite  est  très  remarquable;  elle  renferme  comme  coefficients  les 
invariants  i  et  /  du  premier  membre  de  la  proposée;  de  plus,  la  seconde  puis- 
sance de  l'inconnue  manque  et  on  peut  lui  appliquer  immédiatement  la  for- 
mule de  Cardan.  On  l'appelle  réduite  normale  de  l'équation  du  quatrième 
degré.  Bail  a  démontré  que  toutes  les  autres  résolvantes  peuvent  toujours  s'y 
ramener.  Avec  une  racine  réelle  de  cette  équation,  on  pourra  déterminer  les 
coefficients  des  deux  trinômes. 

Pour  l'équation  incomplète 

F(j?)  =  a?*  -|- px"^  -^qx-\-r  =  Oy 
on  arrive  également  à  une  réduite  semblable  en  posant  : 


F  {x)  =  (x'  +  \/^ ?^  -x  +  u 


X 


__      /y  —  2p 

V 


x-\-v  j  =  o. 


3  ■      /  \  V  3 

Après  avoir  effectué  le  produit,  la  comparaison  des  coefficients  dans  les  deux 
membres  donne  les  relations 


u-\-v 


,  y  —  ^p 


U  ^-   V 


uv 


v/ 


y 2p 


r. 
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Si  on  élimine  u  et  lu  on  arrive  à  la  résolvante  de  Descartes 

(y^^' + .,  {y^^ + (,.  _  4,.)  (yji^)  _,,==., 

et,  en  développant,  il  vient  l'équation 

•V'  —  3  (7^*  +  1 2r)  y  -}-  (—  2p'  -f  y2pr  —  279^)  =  o, 

c'est-à-dire. 

y'  —  3«y  -l-/  =  o; 

c'est  la  résolvante  cherchée. 

165.  Méthodes  basées  sw  la  transformation  du  premier  viembre  en  une 
différence  de  deuv  carrés.  Nous  avons  démontré  que  le  premier  membre 
d'une  équation  de  degré  pair  est  susceptible  de  se  ramener  à  une  différence 
de  carrés  et,  en  considérant  l'équation  du  quatrième  degré,  nous  avons  exposé 
une  méthode  de  résolution  de  cette  équation. 

Plusieurs  algébristes  ont  employé  un  artifice  particulier  pour  arriver  au 
même  but.  En  premier  lieu,  dans  la  méthode  de  Ferrari,  afin  de  résoudre 
réquation  complète 

X*  +  ax^  -\-  hx"^  -\-  cx-\-d  =  Oy 

on  écrit  d'abord, 

a;*  -\-  ax^  =  —  hx'^  —  ex  —  rf, 

et,  en  complétant  le  carré  au  premier  membre,  on  obtient 


x' 


ex  —  d. 


Il  faudrait  maintenant  transformer  aussi  le  second  membre  en  un  carré. 
Afin  d'y  arriver,  désignons  par  y  une  quantité  indéterminée  et  ajoutonb 
l'eipression 

ax\      ,  y^ 


( 


^'H —  ]y  -)r— 
'   2  /       4 


aux  deux  membres;  il  vient  ainsi 

Pour  que  le  second  membre  soit  un  carré,  on  doit  avoir 
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En  développant,  on  trouve  l'équation  du  troisième  degré 

2/5  —  by^  -\-  (ac  —  ^d)y  —  d{a^  —  46)  —  c*  =  o. 

Soit  yi  une  racine  de  cette  réduite;  l'équation  du  quatrième  degré  sera 
ramenée  à  la  forme 


(-  +  f  +  ';)'-(^.  +  ..) 


x-\- 


G"— 'OJ 


=  0: 


celle-ci  se  décompose  immédiatement  en  deux  trinômes  déterminés  du  second 
degré  qui,  égalés  à  zéro,  donneront  les  quatre  racines  de  la  proposée. 
Dans  la  méthode  de  Lebesgue,  pour  résoudre  l'équation 

F  (a?)  =  ic*  -{-  px^  +  ga?  +  r  =  o, 

on  forme  immédiatement  la  différence  des  carrés  en  introduisant  une 
quantité  indéterminée  y;  il  y  a  en  plus  une  quantité  supplémentaire  que 
l'on  égale  à  zéro.  On  pose 

Le  premier  membre  se  trouvera  transformé  en  une  différence  de  deux 
carrés,  en  déterminant  y  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 

r-'-ip  +  yr  +  —,  =  o, 
4  42/ 

ou  bien 

yd  _j_  2py^  -\-  (p^  _  4^)  ?/'  —  qf2  =  o  ; 

c'est  la  résolvante  de  Descartes.  Elle  admet  une  racine  réelle  positive  yi  ; 
par  suite,  la  résolution  de  la  proposée  revient  aux  deux  équations  du  second 
degré 

0?' +  ^.^  + -(P  +  3/î)  —  —  =  o. 
2  2y, 


.3 


I 


œ'-^y,x+-Jp  +  y\)  +  ^^^o, 

Enfin,  considérons  encore  l'équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 
F  =  cstoac*  +  4a, ac^  -|-  ôctax^  -j-  ^atx  -{- a<,  =  o, 
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et  soit  (p  une  fonction  de  x  définie  par  régalilé 

cp  =  aoX^  -\-  2aiX  -|-  fta  +  21/ 
où  y  est  indéterminé.  On  aura 

<p«  —  OoF  =  4(aJ  —  ttotig  +  ao2/)^^  +  4(a4»2  —  «o^s  +  2a,3/)ir 
+  («2  +  22/)^  —  aoa4. 
Posons 

S  =  2(aia2  —  ttocts  +  2a,y). 
T'  =  ((12  +  22/)'  —  ttott». 
L'égalité  précédente  devient  : 
(k)  9^  __  ^^F  ^  i^2^a  _|_  2Sa;  +  T% 

et  le  second  membre  sera  un  carré  parfait  avec  la  condition 

R2T2_S2  =  o, 
c'est-à-dire 

[a]  —  ao»!  +  ^02/)  [(a,  +  22/)'  —  aoftj  —  (a^a,  —  a^a^  +  2a,2/)»  =  o, 
ou  bien 

42/°  —  (»o»4  —  4»<«3+  3»a)2/  +  «0^4+  2a,S^3  —  ^o»5  —  VÎ  —  al  =  o 
que  l'on  peut  écrire 

c'est  la  réduite  normale.  D'après  celte  condition,  le  second  membre  de  la 
relation  {k)  est  un  carré  parfait  et  l'on  a  : 

(p2  —  ftoF  =  (Rx  +  T)», 
d'où 

ao^  =  (^'  —  {Kx  +  Ty. 

Donc,  l'équation  F  =  o  revient  aux  deux  suivantes  : 

çp-l-Ra;  +  T  =  o, 
(p  _  Rx  — T  =  o. 

Le  discriminant  de  la  réduite  ne  diffère  que  par  un  facteur  numérique 

du  discriminant  A  =  i^  —  27;*  de   l'équation   du  quatrième  degré.    Par 

conséquent,  si 

i^  —  2yf  >  o, 

il  y  a  quatre  racines  réelles  ou  quatre  racines  imaginaires;  si 

ii  27/*  <  O, 
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il  y  a  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires;  enfin,  si 

«5  —  27/^  =  o, 

il  y  a  au  moins  deux  racines  égales.  Lorsque  l'on  a  à  la  fois  i  =  0,  y  ■=»  o, 
les  racines  de  la  réduite  sont  nulles  et  l'équation  du  quatrième  degré  admet 
une  racine  triple. 

160.  Méthode  d'Euler.  Afin  de  résoudre  l'équation  incomplète 

ic*  4-  V^^  -\-  qx  -\-  r  =i  O , 
posons 

En  élevant  au  carré,  on  trouve 

a;2  =  t^2  _|_  ^2  _j_  ^2  _j_  2(1^^;  _|_  ^^  _|_  ui^)^ 


ou 


x^  —  (u*  -j-  v^  -|-  fjo^)  =  2 (uv  -^-uw  -\-  vw). 
En  élevant  encore  au  carré  et  en  transposant,  on  arrive  à  l'équation 

X*  ■ —  2  {v}  +  'y'  4"  w^)  x^  —  ^uvwx  -\-  (w*  +  iJ^  +  w^y 
—  ^[u^v^  -\-  u^w^  -\-  v'^w^)  =  o. 

Si  on  identifie  cette  équation  avec  la  proposée,  on  obtient  les  relations 

— •  Suvw  =  q, 
On  en  tire 

2  16  64 

par  suite,  les  quantités  w*,  1;%  lo^  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré 

2  16  64 

Soient  y,,  2/2,  2/3  les  racines  de  cette  réduite;  on  aura 

w  =  ±  1X2/1,     t'  =  rfc^^2/2,     t<;  =  ±1/3/5. 
La  valeur  de  l'inconnue  se  présente  donc  sous  la  forme  générale 

X  =  ±  ^2/1  ±:  ^/ya  dr  1/3^; 
c'est  la  formule  d'Euler. 
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Afin  d'écrire  Texpression  des  quatre  racines,  il  faut  combiner  les  signes 
de  u.  V,  w  de  manière  à  satisfaire  à  la  relation 

q 

uvw  =  —  -• 

o 

En  désignant  a,  j3,  y  trois  valeurs  des  radicaux  telles  que  l'on  ait  : 

ces  racines  seront  : 

Xt  =  a  -f"  P  "l"y> 

X2  =  —  a  +  (3  —  y, 
Xs  =  a  —  P  ~  y, 

x«  =  —  a  —  (3  +  7» 
Cette  méthode  peut  s'appliquer  à  la  résolution  de  l'équation  complète 

ic*  -\-  ax''  -j-  bx*  -)-  ex  -j-  rf  =  o. 

On  pose  avec  Lagrange 

4 
en  supposant  que  u^,  v',  w*  sont  les  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré 

y*  +  fy^  +  9y  +  h  =  o 

qu'il  faut  déterminer. 

Si  on  élève  au  carré,  il  vient 


,2 


ou  bien 


1  0/ 

x^  4-  -  ax  +  —  =  tt^  +  ^*  +  ^'  +  2  (wv  +  ww  +  vw), 

2  lO 


I  a 

x'  +  -  ax-\ — --|-/"=2  (uv -{-uwA- vw). 

'    2  10 


Élevons  encore  au  carré;  eu  égard  aux  relations 

u^  -\- V* -]- w^  =  —  /", 

u^v^w^  =  —  h, 
on  arrive  à  l'équation 

,*  ^  ax«  +  i  (sa*  +  1 6/*)  x*  +  -i^  (ft^  _^  1 6a/-—  1 28  \/^^h)x 


x" 


4-  F?6  K  +  32aY+  256/"*  —  1024^  —  5 1 2a  ^^<^  =  o. 
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Par  la  comparaison  de  celte  équation  avec  la  proposée,  on  obtient  trois 
égalités  qui  permettent  de  calculer  f,  g,  h.  et  Ton  arrive  finalement  à  la 
réduite  suivante  : 

y^  -  Y^  (3a*  —  8&)  y'  +  ~  (3ft*  —  i6a'b  +  i6ac  +  166'  +  6^d)y 

—  —  (a'  —  4a6  +  8c)^=  o. 

166.  Méthode  de  Grunert.  Si  on  désigne  par  w,  v,  w,  ^  quatre  quantités 
quelconques,  et  si  on  pose,  pour  abréger, 

il  existe  entre  elles  l'identité  suivante  : 

a?*  —  ^tx^  -\-  2(3^^  —  w' — v^  —  w^)x'^ —  4  [2UVW  -^  t{t^  —  u^  ^  v^  —  to*)]  x 

-j-  [i*  —  2t^  {u'  -j-  ^*  +  ^')  ~H  Swvîo^  —  4  (w'^-y^  -J-  v^w^  -)-  î^^w'} 

+  (w*  +  ^^  +  i^»)2]=o. 

En  comparant  avec  Inéquation 

ic*  -f-  ax^  +  ^^'  +  ca?  -]-  rf  =  o, 
on  aura  d'abord 

a 

—  4i  =  a,     ou     f  = ; 

4 
ensuite  les  relations  provenant  de  l'égalité  des  autres  coefficients  de  x  con- 
duisent aux  valeurs  suivantes  : 

u^^v*-^w*  =  —  (sa^  —  86), 
u^v"^  -f-  u'^w*  -\-v'^w^  =  —  (3a*  —  i6a*5  -[-  i6ac  -]-  166'  —  64^), 

î^«î)'to'  =  — ia^  —  xah  +  8c)*. 
Les  quantités  w%  'y^  w^  satisfont  donc  à  l'équation  du  troisième  degré 

r  ~  "7(2^'  ~  ^^^  ^'  +  4"î  '^^*  ~  ^^^'^  +  i6ac  +  166»  —  64% 

—  ^-i^(a5  -  4a6  +  8c)«  =  o. 

2â 
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C'est  la  réduite  de  Lagrange;  ce  que  l'on  pouvait  prévpir  par  la  valeur  de 

t  =s  —  ;  car,  on  a  dans  ce  cas 
4 

,  ^    -  ■ .      -  ■  4 

ce  qui  est  le  point  de  départ  de  Lagrange  pour  généraliser  la  méthode  d'Euler. 
ie9.  Méthode  de  Francœur.  Soit  l'équation  incomplète 

x*  -J-  P^*  -\-  qx  -\-r  =  o. 
Posons  : 

x  =  y  -\'X\ 

Substituons  cette  valeur  et  ordonnons  la  transformée  par  rapport  à  x'. 
Il  viendra 

x'*  -j-  43/x"  -\-  {6y^-\-p)x''  +  (42/5  -f  2py  -\-  q]x' 

+  y^ +py''  +  qy  +  ^  =  o^ 

La  méthode  consiste  à  déterminer  y  de  manière  que  cette  équation  soit 
bicarrée;  dans  ce  but.  on  établit  la  relation 

42/ac''  +  (42/^  +  ^Py  +  î)^'  =  ^7 
qui  conduit  à 

\  2  '  4y/ 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  restante 

x'*  +  (6i/2  +  p)x'^  4-  (y*  -}-py'^-i'qy  +  r)  =  o 
on  trouve 

y^-^-y' -\ — -Ap^  —  4^)2/'— 7-*  q^  =  0: 
2         10  04 

c'est  la  réduite  d'Euler  en  considérant  y*  comme  l'inconnue. 

Comme  on  a  posé 

X  =  y-\-x\ 

l'expression  générale  de  l'inconnue  sera  : 


i 


•  =  .V-('-<+5> 


La  résolvante  admet  toujours  une  racine  positive  que  nous  désignerons 
par  y]  ;  on  aura  ainsi  y  =  ±:  yi;  en  introduisant  successivement  ces  valeurs 
dans  la  formule,  on  obtiendra  les  quatre  racines. 
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Soit,  comme  exemple,  l'équation 

X*  —  2x^  —  8x  —  3  =  0. 
La  réduite  est  : 

2/®  —2/*  + y'  —  I  =o. 
Elle  possède  la  racine  yj  =  i  ;   il  faudra  donc  prendre  y  =  dt  i.   La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  l'expression  de  x  donne 


a:=i-b|/2,     X  =  —  I  ±  [/ —  2 . 

t08.  Méthode  de  Schlomilch.  Elle  a  pour  but  de  transformer  l'équation 

X*  -\-  ax^  -\-  hx^  -\-  cx-\-  d  =  o 

de  manière  à  la  rendre  réciproque.  Posons 

x  =  u-\-  vy. 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  et  ordonnons  par  rapport  à  y. 
On  trouve 

y  "i  y  ~\  i  y  H ■     z ~y 

.  w*  +  au^  -\- bu*  -{- eu -\- d 

-] !— ! =  0. 

Afin  de  rendre  cette  équation  réciproque,  il  faut  déterminer  w  et  v  de 
manière  à  satisfaire  aux  relations 

u*  4"  ^'^^  -\- bu^  -\- eu -{-  d 

V*  ' 

On  en  déduit 

V*  =  u*  -\-  au^  +  ^^*  -\-cu-\-d, 
v*(4w  -|-  a)^  =  (4w'  -j-  3aw2  -f-  26w  -|-  c)^, 

et  si  on  élimine  v  entre  ces  égalités,  il  vient 

(4W  -j-  a)2  (w*  4"  ^^**  +  ^'^^  '\-cu-\-d)  =  (4w'  -|-  3^^^  -|-  26**  +  e)*, 
ou  bien, 

(a'  —  4a?^  +  8c)  w3  _^  (^t^?)  -|-  2ac  —  46^  +  i6d)i^« 
-j-  (a^c  —  ^bc  -\-  Sad)u  -j-  a^^d  —  c*  =0. 
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C'est  la  réduite  de  l'équation  sous  une  forme  que  nous  n'avons  pas  encore 
rencontrée.  On  prendra  pour  u  une  racine  réelJe  de  cette  équation  et  on 
calculera  la  valeur  correspondante  de  v.  Cela  étant,  en  vertu  des  relations 
posées,  l'équation  en  y  devient  : 

.   .   AU  A- a    ^       6w'  +  mu  -\-b   ^    ,  4u-\-a 

V  V*  V 

On  peut  écrire 

£n  posant  : 

,1  •   ,    I 

2/  +  -==^,      2/'i — -=;?«  — 2, 
2/  y^ 

on  obtient  l'équation  du  second  degré 

^u  -\-  a         6u^  -4-  ^au  -\-b  —  2v^ 

^.+__^+ -. =0. 

Comme  exemple,  soit  à  résoudre  l'équation 

X*  -j-  4x3  —  8^^2  _|_  5j[.  _^  yg2  =  o. 
On  trouv    pour  la  réduite 

Elle    est    satisfaite    pour   u  =  g;    la    valeur  de  v    correspondante  est 

V  =  dt.  p/ÔD  =  zt  2[X  15.  Soit  t)  =  2  1/15;  l'équation  en  ^r  est  : 

2    ,      20  391  —20  ±3 

Connaissant  les  valeurs  de  z,  on  trouve  pour  y 

—  23  ±  17  —  17  dr  7 

y  =  — '--=^*    y  =  — ^; 

4l/i5  4K15 

ce  qui  conduit  aux  valeurs 

Xi  =  6,     0:2  =  —  II,     X5  =  4,      X4  =  —  3. 
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î  i. 

IMPOSSIBILITÉ    d'une   FORMULE   GÉNÉRALE   DE   RÉSOLUTION    POUR    LES   ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES    DE   DEGRÉ   SUPÉRIEUR    AU    QUATRIÈME. 

te9.  Soit 

Y{x)  =  x"'-|-<*i^"'"'  H h»m  =  o, 

l'équation  générale  algébrique  de  degré  m  où  les  coefficients  sont  indépen- 
dants. Supposons  qu'elle  admette  une  formule  de  résolution  x  =  A  renfer- 
mant les  coefficients  et  certains  radicaux  algébriques,  de  telle  sorte  qu'en  la 
substituant  dans  l'équation,  celle-ci  sera  satisfaite  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  coefficients.  En  désignant  par  Xi,  Xj,  ...,  Xm  les  racines,  on  peut 
écrire 

X"*  —  (Xi  -{-  Xi'\"    ')x"'-^-{-{XiX2-\-XiXt-\-*")  X'''-^-\-»'*-±XiXt...Xm^O, 

Cette  équation  aura  lieu  identiquement  pour  les  valeurs  Xi,  Xj,  ...  Xm  con- 
sidérées comme  des  quantités  arbitraires  et  indépendantes. 

Substituons,  dans  la  formule  x  =  A,  aux  coefficients  les  expressions  en 
X,,  Xa,  .  .  Xm  qui  leur  correspondent;  puisqu'elle  doit  donner  successivement 
Xj,  X2,  ...  Xm,  les  diverses  racines  qui  s'y  trouvent  doivent  pouvoir  s'extraire 
exactement.  Ainsi  pour  l'équation 

X^  -\-  2pX  +  ^  =  O, 

la  formule 


X  =  —  p  dû  y/p"^  —  q 
devient  par  cette  substitution 

X,    +  ^2      ,  /(X,   -\-X2Y  X,   +  XS  I        y - 

x  = ' zt\  / x,X2= ' i:-lX(x,  —  xi)» 

2  V  4  22 

X\  -\-  Xidz  (X|  X2) 

'  ' • 

2 
Les  radicaux  de  la  formule  représentent  donc  des  fonctions  rationnelles 
des  racines,  mais  non  symétriques;  car,  si  elles  Tétaient,  ce  ne  seraient  plus 
des  radicaux,  mais  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients..  Cela  étant, 
supposons  que  la  première  racine  à  extraire  soit  1/  =  ^/  P,  où  P  représente 
une  fonction  rationnelle  des  coefficients,  c'est-à-dire,  une  fonction  symétrique 
des  racines;  ?/,  ne  l'étant  pas,  devra  changer  parla  permutation  de  deux 
racines  au  moins,  et  ses  diverses  valeurs  seront   fournies   par  l'équation 
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y''  =  P,  où  le  second  membre  est  invariable  pour  toute  permutation  des 
racines.  Désignons  par 

y  =  (ç{Xx,X2,  Xi,  ...) 

une  valeur  de  y;  une  autre  valeur  telle  que  cp(x2,  x^,  Xj  ...)  résultant  de 
l'échange  des  racines  Xi,  x^  s'obtiendra  en  multipliant  la  première  par  a, 
a  étant  une  racine  r*^"*'  de  l'unité.  Nous  aurons  donc 

9(X2,  Xi,  Xs,  ...)  =  a(p(xi,  X2,  Xi  ...). 

Cette  relation  étant  identique,  on  peut  y  permuter  les  racines  Xi  et  Xa;  il 
vient  ainsi 

(p(xi.  X2,  Xs,  ...)  =  a(p(x2,  Xi,  Xs  ...)• 
En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

a*  =  I  ;      a  =  ±  I . 

On  doit  admettre  que  rest  un  nombre  premier;  dans  le  cas  contraire,  on 
le  décomposerait  en  ses  facteurs.  La  relation  précédente  exige  alors  que  r 
soit  égal  à  2,  afin  que  a  puisse  prendre  la  valeur  —  i.  Par  conséquent,  la 
première  racine  à  extraire  dans  la  formule  de  résolution  est  une  racine 
carrée, 

La  fonction  y  n'est  pas  symétrique;  elle  admet  deux  valeurs  correspondant 
à  l'échange  de  deux  racines;  elles  sont  égales  et  de  signes  contraires.  Cette 
fonction  restera  invariable  pour  un  nombre  pair  d'échanges  de  deux  racines 
et,  par  conséquent,  pour  les  permutations  circulaires  de  trois,  de  cinq 
racines,  etc.,  puisque  chacune  d'elles  est  équivalente  à  un  nombre  pair 
d'échanges  de  deux  racines  consécutives. 

Ce  premier  radical  peut  se  combiner  dans  la  formule  avec  des  coefficients 
de  l'équation,  ou  avec  des  radicaux  de  même  espèce,  ou  avec  un  radical  d'un 
indice  plus  élevé.  Dans  les  deux  premiers  cas,  les  combinaisons  donneraient 
lieu  à  une  fonction  de  même  nature  que  3/,  et,  s'il  n'y  avait  pas  autre  chose 
dans  la  formule,  on  pourrait  écrire  une  identité  telle  que 

X|  =^j;(Xi,  X2,  x$,  ...). 

Or,  s'il  existe  plus  de  deux  racines,  cette  identité  est  impossible;  car,  le 
second  membre  reste  invariable  par  une  permutation  circulaire  des  racines 
Xi,  X2,  x$,  tandis  que  le  premier  change  nécessairement.  Il  doit  donc  entrer 
autre  chose  dans  la  formule  que  des  radicaux  du  second  degré.  Soit  z  =  j/Q 
le  radical  qui  vient  ensuite;  la  fonction  sous  le  radical  n'est  plus  symétrique 
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comme  tout-à-l'heure  ;  elle  reste  seulement  invariable  pour  les  permutations 
circulaires  de  trois,  de  cinq  lettres,  etc.,  tandis  que  z  ne  jouit  pas  de  cette 
propriété;  sa  valeur  doit  changer  par  une  permutation  circulaire  sans  que 
l'équation  z''  =  Q  cesse  d'avoir  lieu.  Désignons  encore  par 

Z=(p  {Xi,  X2,X5t  X4,    ...) 

une  valeur  de  z  ;  une  autre  valeur  telle  que 

9(a?2,  a?î,  Xi,  Xkj  ...) 
résultant  d'une  permutation  circulaire  de  X|,  Xa,  Xs,  s'obtient  en  multipliant 
la  première  par  a,  a  étant  une  racine  r*^*"'  de  l'unité.  Il  vient  donc  l'identité 

(p(x2,  X3,  Xi,  X*,  ...)  =  a(p  (Xi,  Xj,  Xj,  X4,  ...). 

Cette  relation  doit  exister  pour  une  permutation  quelconque  des  racines  et 
nous  aurons  aussi 

(p{Xi,  X,,  X2,  X4,  ...)  =  acp(x2,  X3,  x«,  X4,  ...)» 
9(xj,  X2,  X3,  X4,  ...)  =  acp(x5,  a?i,  X2,  x*,  ,..)• 

En  multipliant,  on  arrive  à  l'égalité  a'  =  i  ;  par  suite,  r  =  3.  Donc,  le 
second  radical  dans  la  formule  doit  être  un  radical  cubique. 

La  fonction  z  peut  prendre  trois  valeurs  différentes  que  nous  représente- 
rons par  z^  a.z^  a}z. 

Or,  s'il  existe  plus  de  quatre  racines,  on  peut  effectuer  dans  l'identité 
^5  =  Q  des  permutations  circulaires  de  cinq  lettres  pour  lesquelles  la  fonc- 
tion Q  reste  invariable.  Quant  à  z,  il  n'y  a  que  deux  hypothèses  possibles  : 
ou  bien  z  restera  invariable  pour  ces  mêmes  permutations,  ou  bien  il  passera 
par  les  valeurs  az,  cf}z.  Dans  ce  dernier  cas,  on  pourrait  écrire  l'identité 

9(iP2>  X|,  X4,  X5,  Xi,  Xe  •••)  =  «^(xi,  Xs,  X3,  X4,  Xs,  Xe  .. .) 
ainsi  que 

cp(xi,X4,  Xs,  Xi,  X2,  Xe  ..  )  =  a(p(x2,  Xs,  Xj,  X5,  Xj,  Xe  ..) 
9  (x«,  x»,  Xi,  Xî,  x$,  Xe  ...)  =  «9(31^3,  a;,,  x»,  Xi,  Xj,  Xe  ...) 
9  (X8,  Xi,  Xj,  Xs.  x«,  Xe  ...)  =  a9(x4,  x»,  Xi,  Xa,  X|,  Xe  ...) 
9(xi,  X2.  X3,  Xi,  Xs,  Xe  .  .)  =  «^(iPs,  X),  X2,  Xs,  Xi.  Xe  ...) 

et  par  la  multiplication,  on  aurait  :  a'' =  i. 

Cette  égalité  est  impossible,  si  ce  n'est  pour  a=  i,  puisque  a  est  une 
racine  cubique  de  l'unité.  Il  neresledonc  que  l'hypothèse  où  z  reste  invariable 
pour  des  permutations  circulaires  de  cinq  lettres;  mais,  s'il  en  est  ainsi, 
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2  doit  aussi  être  invariable  pour  des  permutations  circulaires  de  trois  lettres. 
En  effet,  considérons  la  valeur  suivante  a 

Z  =  (p{Xsf  Xi,  Xs,  X^i»X2fX&  ...). 

Puisque  z  reste  invariable  pour  des  permutatîMiyîirculaires de  cinq  lettres, 
on  peut  remplacer  respectivement  J       "*    -i 

Xsf  Xi,  Xi,  Xif  X^f 

par  \f 

X2,Xs,  Xi,Xi,Xs,  «4  > 

et  il  vient  l'égalité  "^  ^ 

(p{xs,x^jXi,  x,,  X2,  Xe  ...)  =  9(x2,  Xs,  x,,X4,  Xs,  Xn  ...); 

comme  on  a  aussi 

9(ac5,  iC4,  Xsi  xi,  a;2,iP6 ...)  =  9(a;i,  0:2,  Xi,  x»,  xs,  Xe  ...)» 
on  en  déduit 

(p(X2,  x$,Xi,  X4,  Xs)  Xs  ...)  =  ?(^i>  x»i  ^3»  iC4,  a?»»  ace  ...)î 
par  suite, 

Cp(X8,  Xs,  Xi,  ...)  ==  9(Xi.  X2,  Xs,  ...) 

c'est-à-dire  que  9  reste  invariable  pour  les  permutations  circulaires  de  trois 
lettres.  Ce  résultat  est  en  désaccord  avec  l'hypothèse  admise  que  z  change 
pour  ces  permutations.  Il  y  a  donc  contradiction,  et  la  formule  générale  de 
résolution  ne  peut  exister  que  pour  les  équations  de  degré  inférieur  au 
cinquième. 
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CHAPITRE  VIII. 


QUESTIONS   SPÉCIALES 


FRACTIONS  CONTINUES  PÉRIODIQUES;  PRODUITS  INFINIS;  PREMIERS 
PRINCIPES  DE  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


IIO.  Nous  allons  étudier,  dans  ce  chapitre,  quelques  questions  qui  ne  se 
rattachent  qu'indirectement  à  la  théorie  des  équations,  mais  qui  ont  une 
grande  importance  dans  l'analyse  algébrique.  En  particulier,  il  ne  faut  rien 
omettre  de  ce  qui  se  rapporte  au  calcul  des  quantités  par  approximation.  A 
côté  des  séries  qui  prennent,  ajuste  titre,  une  si  grande  place  dans  Tanalyse 
infinitésimale,  il  y  a  aussi  à  considérer  les  fractions  continues,  si  intéressantes 
en  elles-mêmes,  ainsi  que  les  produits  infinis.  Il  nous  a  paru  indispensable  de 
compléter  nos  leçons  par  l'étude  de  ces  quantités.  Nous  aurons  ainsi  l'occasion 
de  rencontrer  quelques  formules  nécessaires  dans  certaines  branches  de 
mathématiques  appliquées.  Enfin,  l'algèbre  étant  la  science  des  nombres  en 
général,  il  ne  sera  pas  inutile  d'exposer  ici  les  premières  notions  de  la  théorie 
des  nombres  entiers  qui  constitue  une  partie  spéciale  de  Talgèbre;  ce  sera 
une  introduction  à  l'étude  des  ouvrages  plus  développés  sur  cette  matière  si 
considérable  aujourd'hui.  Nous  commencerons  par  la  théorie  des  fractions 
continues. 
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FRACTIONS    CONTINUES    PÉRIODIQUES. 

lit.  Considérons  la  fraction  continue 
I 


ai 


at 


1 
as 


«4  + 


ttn 


«n+l  + 


que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par  la  notation  : 

I  a>t,  a>ii  (^5,  •••  dn»  <*n4l,  ...  |. 


Posons  : 


Pi «r        p2 ,   J_ ajCta+I 

q\        I        Ça  ct2  di 

Pf            ,         I             {aitti  +  i)a5  -{-ai 
—  =  a,  -| = . 

qt  ,     I  O'iCi't  -t~  I 

^2  -j 

ds 

Pn  .  I 

—  =  ai  H 


9n  ,  I 


as  +  • 

dn 

Ces  rapports  représentent  les   réduites  successives.   Il  existe  entre  les 
quantités  ;;  et  g  les  relations  suivantes  : 

Pn  =  jOn-ian  +  ^n-S,        Qn  =  qn-xdn  +  Ç»-2»        P^qn-i  —  Çn^n-i  =  ( I  )"♦ 

Désignons  par  x  la  valeur  de  la  fraction  continue;  si  elle  est  limitée  et  si 
elle  se  termine,  par  exemple,  au  quotient  a»,  on  a  : 

Pn  Pn-Kdn-^Pn-i 

qn  qn-\Cin  -f"  ^n-» 


j 


î 
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Si  elle  est  illimitée,  on  peut  écrire 

I 


a;  =  ai  -|- 


«2+  • 


Xn  représente  le  ;t"*"'*  quotient  complet,  et  l'on  a,  dans  ce  cas. 

PnXn-\"Pn-.t 


X 


qnXn  +  qn-l 


Nous  supposerons  connues  et  démontrées  ces  diverses  relations  élémen- 
taires; nous  allons  seulement  en  déduire  quelques  conséquences.  De  la 
formule 

Pn=Pn-ian-\-pn^2, 

on  tire 

Pn  ,1  ,1 

==  O-n  -j ==  a„  -{ —  I 

Pn-l  JOn_i  ftn-i  -j » 


Pn-2 


Pn~i 


Pn-% 

en  continuant,  on  arrive  à  l'expression 


u/n  -|  7- 

Pfi-l  dn^i  -j-  • 

■•  +  ^' 
a, 

Admettons  que  la  fraction  continue  donnée  se  termine  au  quotient  a^;  on 
voit  que,  dans  le  second  membre,  les  quotients  incomplets  sont  écrits  dans 
l'ordre  inverse.  Cette  opération  s' aip^eWe  renverser  une  fraction  continue. 

De  même,  en  partant  de  l'égalité 

on  aura  aussi 

qn                        II 
^=a„-] =an-i j-    I 

<în_l  Çn-1  ttn-l  + ' 

'     qn-2 

^n-t  


—  348  - 
et,  en  répétant  l'opération,  on  trouve  finalement 


Çn_l 


=  dn 


flrx-l  + 


+ 


as-\ 

a2 


Ici,  la  fraction  se  termine  par  ^2,  parce  que  «/o  =  CI2,  qi  =  i. 

On  a  donc  cette  proposition  :  Une  fraction  continue  renversée  est  égale 
au  quotient  du  numérateur  de  la  dernière  réduite  de  la  proposée  par  le 
numérateur  de  la  précédente;  de  plus,  l'avant  dernière  réduite  de  la 
fraction  renversée  est  égale  au  quotient  des  dénominateurs  des  deux 
dernières  réduites  de  la  fraction  donnée. 

Une  fraction  continue  est  dite  symétrique,  lorsque  les  quotients  incomplets 
à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  deux  à  deux;  elle  est  donc  de  la 
forme 

qn 


a-i 


tti-j- 


ai  -f- 


aa  + 


ai 


Une  telle  expression  conserve  la  même  valeur,  si  on  la  renverse;  donc, 
d'après  la  proposition  précédente,  on  aura 


qn 


Pn 
Pn~\ 


c'est-à-dire, 

qn  =Pn-l- 

Comme  une  fraction  donnée   est  développable  d'une  seule  manière  en' 
fraction  continue,  cette  relation  aura  lieu  si  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente Pn  :  qn  est  symétrique  et  réciproquement.  Or,  si  on  substitue  cette 
valeur  dans  la  relation 


il  vient 
d'où  on  tire 


Pnqn-l   —  qnPn-}   =  ( I  ;**» 

Pfsqn-\  =  ql-\-[—  i)"i 


ql 


P- 


=  nombre  entier. 


« 
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Donc,  si  une  fraction  irréductible  pn  :  qn  est  développable  en  fraction 
continue  symétrique,  le  numérateur  p»  doit  diviser  ql  -{-  i  ou  ql  —  i . 
La  réciproque  est  vraie.  En  effet,  posons 

Pn 

on  aura 

Pnq'  —  ql==±i. 

Supposons  qu'on  développe  la  fraction  pn  :  qn  en  fraction  continue.  On  sait, 
qu'en  remplaçant,  dans  une  fraction  continue  quelconque,  le  dernier  quotient 
a»  par  a»  —  i  -[-  t>  ^^  P^'^'  rendre  à  volonté  le  nombre  de  quotients  pair  ou 
impair.  Rendons  ce  nombre  pair,  si  pn  divise  ^*  -|"  ^»  ^*  impair,  si  pn  divise 
ql  —  I .  On  pourra  écrire 

Pnq' —  ql  =  i-  jy . 
Or.  si;în_i  :  q»_i  est  l'avant  dernière  réduite,  on  sait  que 

Pnqn-l  —  qnPn^l  =  ( l)", 

et,  en  retranchant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

Pn(q'  —  qn-i)  =  qn{qn  —  Pn  -l)  ; 

d'où  il  résulte  que  pn  doit  diviser  le  second  membre;  ce  qui  est  impossible, 
puisque  pn  est  premier  avec  qn  et  que  la  différence  qn  —  Pn-i  est  inférieure  à 
Pn.  Donc,  il  faut  que 

q'=qn-\     et     qn  =  pn-i. 

Par  conséquent, la  fraction  continue  est  symétrique. Lorsque  le  numérateur 
de  la  fraction  donnée  divise  le  carré  du  dénominateur  plus  l'unité,  le  nombre 
de  quotients  incomplets  est  pair,  et  s'il  divise  le  carré  du  dénominateur 
moins  l'unité,  ce  nombre  est  impair.  Far  exemple,  étant  donnée  la  fraction 
fgj,  on  vérifie  que  450  divise  199'  —  i,  et,  en  la  développant  en  fraction 
continue,  on  obtient  : 

=     2,  3,   I,  4,   I,  3,  2     . 

199 

t^^.  Une  fraction  continue  illimitée  est  périodique,  lorsqu'un  nombre 
déterminé  de  quotients  se  reproduisent  indéfiniment  dans  un  ordre  constant. 
Si  la  période  commence  à  partir  du  premier  quotient,  on  dit  que  la  fraction 
continue  est  périodique  simple;  s'il  existe  au  commencement  un  ou  plusieurs 
quotients  qui  ne  se  reproduisent  pas,  on  dit  que  la  fraction  continue  est 


périodique  mixte.  Les  propriétés  de  ces  expressions  reposent  sur  le  théorème 
suivant  de  Lagrange  : 

Toute  racine  irrationnelle  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
commensurables  se  développe  suivant  une  fraction  continue  périodique. 

Considérons  d'abord  l'équation 

(i)  Ax«  +  2Bac  —  C  =  o, 

cil  A  et  C  sont  entiers  et  positifs  et  2B  un  nombre  entier  pair,  positif  ou 
négatif.  Si  le  coefficient  de  x  n'était  pas  pair,  il  faudrait  préablement  multi- 
plier  réquation  par  2.  Comme  le  théorème  se  rapporte  à  une  racine  irration- 
nelle, B*  -\-  AC  n'est  pas  un  carré  parfait.  Nous  poserons 

B»-fAC  =  F. 

L'équation  proposée  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  admet  des  racines 
de  signes  contraires.  Développons  d'abord  la  racine  positive  qui  a  pour 
expression 


-B  +  l/B^  +  AC       — B  +  i/F 

X  = = . 

A  A 

La  racine  est  comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs  «1  et  ai  -[-  i  ; 
posons  : 

x  =  ai  -j • 

Xi 

En  substituant  dans  (i),  il  Tient  l'équation 

(2)  A,xJ  +  264X1 — Cl  =  o 
où  les  coefficients  ont  pour  valeurs  : 

A,  =:C— 2Ba,  —  AaJ. 

(3)  B|  =:  —  Aai  —  B, 

C,  =  A. 

On  en  déduit  la  relation 

(4)  b;  +  A,C,  =  B»  +  AC  =  F. 

Le  coefficient  Ci  est  entier  et  positif  comme  A;  le  coefficient  Ai  est 
également  positif;  car,  la  racine  positive,  placée  entre  ai  et  ai  +  t,  est  com- 
prise entre  ai  et  00  ;  mais,  pour  x  =  00  ,  le  premier  membre  de  Téquation  (i) 
est  positif;  donc,  pour  x  =  ai,  le  résultat  correspondant  sera  négatif;  comme 
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Al  est  ce  résultat  changé  de  signe,  ce  coefficient  est  nécessairement  entier  et 
positif.  Enfin,  d'après  la  relation  (4),  les  coefficients  Bi  et  B  sont,  en  valeur 
absolue,  inférieurs  à  |/F. 
Si  Ton  pose  successivement 

on  arrivera  à  des  équations  du  second  degré  jouissant  des  mêmes  propriétés. 
Arrêtons-nous  à  celle  de  rang  A,  savoir  : 

XkXk  +  2BkXk  —  Ci  =  o. 
On  aura 

Afc  =  Gfc_i  —  2Bfe_iak  —  Ak_,a», 

B/ip  ==  —  A»_iafc  —  Bfc_i, 

Cfc  =  Afc_i, 

B*»4-AfcG*  =  B2+AC  =  F. 

Les  coefficients  Ak.  G^  sont  toujours  positifs  ;  de  méme^  nous  aurons  aussi, 
en  valeur  absolue,  B*  <^  [/r;  ensuite,  à  cause  de  la  relation 

—  kk^tûLk  =  Bjk  -[-  Bk_i, 

il  faut,  qu'en  valeur  absolue, 

afc<2|/ï,     A*_,<2^/F,     ou     Ak<2[/V, 

puisque  les  coefficients  B  sont  inférieurs  à  |/F.  Par  conséquent  les  nombres 
entiers  B*,  A*,  au  sont  limités^  et,  après  avoir  pris  un  certain  nombre  de 
valeurs,  ils  repasseront  nécessairement  par  les  valeurs  précédentes;  donc,  la 
fraction  continue  qui  représente  la  racine  sera  périodique. 
Si,  dans  la  formule, 

-  Bfc  +  |/ F 

Xk  == 1 

Ak 

on  attribue  à  B*  toutes  les  valeurs  entières  inférieures  à  |/f,  et  à  A*  toutes 
les  valeurs  entières  plus  petites  que  2^^F,  le  nombre  de  valeurs  de  xt  sera 
au  plus  |XF  .  2JXF  =  2F.  On  est  donc  certain  qu'après  un  nombre  d'opé- 
rations plus  ou  moins  grand,  mais  qui  ne  peut  dépasser  2F,  on  trouvera  un 
quotient  déjà  obtenu. 

Afin  d'opérer  le  développement  de  la  seconde  racine  qui  est  négative,  on 
change  d'abord  a;  en  —  a?  et  l'on  a  : 

Ax^  —  2Ba;  —  G  =  o, 


—  5b2  — 

On  appliquera  à  celte  équation  la  méthode  précédente  pour  développer  sa 
racine  positive;  le  résultat,  changé  de  signe,  représentera  la  racine  négative 
de  la  proposée.  Supposons,  en  second  lieu,  que  l'équation  du  second  degré 
admette  deux  racines  positives  Xi  et  Xa.  Soit  x,  >  Xj;  la  première  racine  est 
comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  ai  et  «i  -f-  i  et  si  on  pose 

a;  =  ai  +  ^> 
on  arrivera  à  une  transformée  en  ^  dont  nous  désignerons  les  racines  par 

Ç'  et  Ç".  On  aura 

Xi  ==»,-[-  Ç', 

x,=^a,-\-k'\ 

Si  on  admet  que  xt  et  X2  ne  se  trouvent  pas  dans  le  même  intervalle, 
Ç' doit  être  une  quantité  positive  et  5"  une  quantité  négative,  car,  X2<Cû^i<C^|' 
La  transformée  ayant  deux  racines  de  signes  contraires  rentre  dans  le  cas  que 
l'on  vient  de  considérer.  Si  les  deux  racines  positives  sont  situées  dans  le 
même  intervalle,  en  posant 

y 

la  transformée  en  ?/ admettra  deux  racines  positives  plus  grandes  que  l'unité; 
il  peut  arriver  qu'elles  ne  soient  plus  comprises  entre  deux  entiers  consécu- 
tifs, et  on  retombe  alors  dans  le  cas  qui  précède.  Si  elles  se  trouvent  encore 
dans  un  même  intervalle  {5,  b -\-  i  ),  on  pose 

y  =  b4--, 
z 

et,  ainsi  de  suite.  On  arrivera  nécessairement  à  une  équation  du  second  degré 
dont  les  racines  ne  seront  plus  situées  entre  deux  entiers  consécutifs, 
puisqu'autrement,  les  deux  racines  se  développeraient  suivant  la  même 
fraction  continue  et  elles  seraient  égales;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Enfin,  si  l'équation  donnée  possède  deux  racines  négatives,  en  remplaçant 
X  par  —  X,  la  transformée  admettra  deux  racines  positives. 

Le  théorème  de  Lagrange  est  donc  vrai  dans  tous  les  cas. 

Réciproquement,  toute  fraction  continue  périodique  peut  être  regardée 
comme  U7ie  racine  irrationnelle  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
commensurables . 

En  effet,  considérons  d*abord  la  fraction  périodique  simple 

X  =  I  tti,  tta,  ...  a„,  tti,  «2,  ...,  a„,  ftj,  «2,  ...,  a» ....  |  • 


—  3b3  — 
On  peut  écrire 

X  =  a,  -I , 

'  «2  +  • 

•"  a„  -)-  —  > 

Xfi 

ou  bien, 

X=    I    fti,     ttg)     •••>     C^m     Xn    I 

OÙ  x„  désigne  le  ?i**""'* quotient  complet;  mais  x«  représente  une  fraction 
continue  de  même  période  quela  proposée;  donc,  Xn  =■  x.  Si  p'  :  q' ,  p  :  q  sont 
les  réduites  de  rang  n  —  i  et  n,  on  aura 

px  -\-p' 

x= — j 

qx  +  q' 

et,  en  chassant  le  dénominateur,  il  vient  l'équation  du  second  degré 

qx^  ~f-  iq'  —  p)  X  —  p'  ==o 

dont  le  dernier  terme  est  négatif;  ses  racines  sont  réelles  et  de  signes  con- 
traires; la  fraction  continue  correspond  évidemment  à  la  racine  positive. 
Donc,  une  fraction  continue  périodique  simple  est  égale  à  la  racine  positive 
d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels  dont  les  racines 
sont  de  signe  différent. 

Soit,  en  second  lieu,  une  fraction  périodique  mixte 

x=  \  f,  g,  h,  ai,  aa,   ...  an,  a^,  a^,   ...  a„,   ...  | 

dans  laquelle  les  quotients  /,  g,  h  ne  font  pas  partie  de  la  période.  Désignons 
par  y  la  fraction  périodique  simple  qui  commence  au  quatrième  quotient.  On 

aura 

x=  \  f,  g.  hy  y  \  ; 

par  suite  p'  :  q',  p  :  q  étant  les  réduites  correspondant  aux  quotients  g  et  h, 
il  vient 

py  +  p' 
Qy  +  q 

De  même,  on  peut  faire  commencer  y  après  la  première  période,  et  écrire 

x=  \  f,  g,  hy  at,  «2,    ...,  ttn,  y  \  . 
Dans  ce  cas,   en  désignant  par  P'  :  Q',  P  :  Q  les  réduites   relatives  aux 
quotients  «n-i  et  an,  il  vient  aussi 

Vy  +  r 


Qy  +  Q' 


23 
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En  égalant  les  deux  valeurs  de  y  déduites  de  ces  égalités,  on  arrive  à 
réquation  du  second  degré 

où  le  produit  des  racines  est  égal  à 

S'il  n'y  avait  qu'un  seul  quotient  /"avant  la  période,  on  devrait  poser  : 

P  =  f>     q=h     P'=^>     q'  =  o 
et  l'expression  précédente  se  réduit  à 

f9'  —  V 

Ce  rapport  peut  être  positif  ou  négatif.  Dans  ce  cas,  l'équation  du  second 
degré  admettra  deux  racines  de  même  signe  ou  deux  racines  de  signes  con- 
traires. Mais,  s'il  existe  plusieurs  quotients  avant  la  période,  la  même  équa- 
tion aura  toujours  des  racines  de  même  signe.  Pour  le  démontrer,  désignons, 
par/)"  :  q"  la  réduite  qui  précède  jo'  :  q'  et  par  V  :  Q"  celle  qui  précède 
P'  :  Q'.  On  a  les  relations 

p  =  p'h-\-p'\     V  =  ran  +  V", 

q  =  q'h-i-q",      Q==Q'an+Q", 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  rapport  (A;  ,  on  trouve 

/p"      P"\ 
^,p,  (ft-«.)  +  ("^-pr) 

o'Q'*  /q"     Q"\' 

Par  hypothèse  h  est  différent  de  a»;  h  —  an  est  un  entier  égal  au  moins  à 
l'unité,  tandis  que  l'autre  partie  du  numérateur  et  du  dénominateur  est 
fractionnaire,  d'après  la  nature  des  réduites;  par  suite,,  le  rapport  qui  repré- 
sente le  produit  des  racines  est  positif,  et  ces  racines  sont  de  même  signe. 
Donc,  une  fraction  périodique  7nixte  n*aya7it  qu'un  seul  quotient  avaiil  la 
période  est  une  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  ration- 
nels qui  peut  avoir  des  racines  de  même  signe,  ou  de  signe  différent;  tandis 
que  toute  autre  fraction  périodique  mixte  correspo?id  à  une  racine  d'une 
équation  du  second  degré  qui  a  toujours  des  racines  de  même  signe. 
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193.  Les  périodes  des  quotients  incomplets  des  fractio7is  continues 
correspondant  mix  deux  racines  d'une  équation  du  second  degré  à  coeffi- 
cients entiers  sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Pour  le  démonirer,  considérons 
le  cas  d'une  équation  dont  les  racines  se  développent  suivant  des  fractions 
périodiques  simples.  En  désignant  l'une  d'elles  para?,  on  a  : 

qx-^q' 
ou  bien, 

q'x  —  p' 

X  = . 

p  —  qx 

Soit  X\  la  seconde  racine  qui  est  négative;  posons 

I 
x'  ' 

cette  valeur  doit  vérifier  l'égalité  précédente;  en  substituant,  on  trouve 

px'  -\-  q 


(«') 


X   == 


p'x'  -\-  q' 


Mais,  d'après  le,  renversement  d'une  fraction  continue,  nous  savons  que 

p     p        , 

-  et —se  développent  suivant  des  fractions  continues  composées  des  mêmes 

q     p' 

quotients  dans  l'ordre  inverse,  tandis  que  —  est  l'avant  dernière  réduite  de 

la  fraction  renversée;  donc  x'  représente  une  fraction  périodique  simple  où  la 
période  est  inverse  de  l'autre. 

Cette  propriété  existe  encore  lorsque  les  racines  se  développent  suivant  des 
fractions  périodiques  mixtes,  à  la  condition  de  faire  commencer  la  période  à 
un  terme  convenable,  comme  nous  allons  le  vérifier  dans  un  exemple. 

114.  Développons  en  fractions  continues  les  racines  de  l'équation 

3.x-  —  14^  +  10  =  0. 

Ces  racines  sont  positives  et  ont  pour  valeurs 

7  +  1/19       7  -k^Ï9 

) — • 

3  3 

Développons  d'abord   la  première.   Le   plus   grand   carré  contenu  dans 
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19  est  4';  par  suite,  le  plus  grand  entier  inférieur  à  la  racine  est  3,  et  il 
faut  poser  : 

7  +  i^^9  ,   7  +  i/^i9- 9  .1/19  —  2  I 

3  3  3  ^1 

On  en  déduit 

X,  =  -^—     ^  3(^^^9  +  2)  ^  \/j9_±2^ 
y^Tg  —  i  19  —  4  5         ' 

Il  est  visible  que  x\  est  compris  entre  i  et  2.  11  faudra  poser 

5  ^2 

En  continuant  de  cette  manière,  on  trouve  successivement  : 

1^19+3            ,   1^^9  —  3  ,     I 

X2  = —  -   =  3  H =Z-\--\ 

2  2  iCâ 

l/î9  +  3  ,  1/19  —  2  ,    I 

3  3  ^5 

k^  +  4       o,^^9  — 4       o_i_i. 
I  I  a?6 

k^i9  +  4       ,    ,   1/19  —  2       ^,1. 

a?6  = =  2  H =2-4 ; 

3  3  ^' 

d'après  la  première  égalité,  on  a 

I        ^19  —  2 
a;,  3         ' 

donc,  iP7  =  a;i.  On  retrouve  un  quotient  déjà  obtenu,  et  la  période  est 
complète.  Il  vient  ainsi,  pour  le  développement  de  la  première  racine  x'  la 
fraction  périodique 

^'  =  I  3'   (I.   3»   I»  2,  8,  2),     (I,  3,   ...)  ...  I  . 
Développons  la  seconde  racine.  Elle  est  comprise  entre  o  et  i  ;  on  posera 
d'abord 

7  — k^i9       ^   ,     I 
=  0-4 > 

3  ^1 
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et  il  viendra  la  suite  des  calculs  . 

1  I  Xi 

3  3  «4 

2  2  '    ^6 

5  5  ^7 

^^9  +  2       ^    ,  l/^iQ  -  4       ^,1 

Xt  = ==  2  H =  2  -^ ; 

3  3  Xs 

^^^t/i-7+4^3      lA^-4^3^1. 

I  T  Xg 

En  coraparanl,   on  trouve  X9  =  X3;    par  suite,  la  fraction  continue  qui 
correspond  à  la  racine  x"  sera  : 

X"  =    I   O,     I,    7,    (2,     T,    3,     I,     2,    8),       (2,     1,     ...)    ...    I    . 

Afin  de  vérifier  que  les  périodes  sont  inverses,  on  doit  commencer  la 
période  de  cette  dernière  au  huitième  quotient  et  écrire 

x"  =  I  o,    I,   7,    2,    I,    3,    I,    (2,    8,    2,    I,   3,    i),   (2,   8,    ...)    .   .  I  . 

Comme  second  exemple,  considérons  l'équation 

3x^  —  \ox  —  28  =  o 

dont  les  racines  sont  de  signes  contraires.  Le  développement  des  racines 
seront  des  fractions  périodiques  simples  ou  périodiques  mixtes  avec  un  seul 
quotient  avant  la  période.  La  racine  positive  est 

3 
En  lui  appliquant  la  méthode  qui  précède,  on  trouve 

^'  =  I  5»  (6,  I,  4>  2,  I,  3,  2,  20,  2,  3,  I,  2,  4,  1,  6),  (6,  I  ...)  ...  I  , 
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La  seconde  racine  est  : 

5  —  |/iô^ 

■  —  ■  -  • 

j 
Pour  la  développer,  on  change  les  signes  pour  qu'elle  devienne  positive, 
et  on  écrit  : 


^._~  5  +  ^/^109. 
3 

Les  calculs  conduisent  à  la  fraction  continue  ; 

x"  =  I  I,  (i,  4,  2,  I,  3,  2,  20,  2,  3,  I,  2,  4,  I,  6,  6)(i,  4,  ...)  ...  I  . 

175.  Trouver  une  équation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels 
dont  les  racines  se  développent  suivant  des  fractions  continues  de  même 
période.  Désignons  par  x  et  x'  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels.  Supposons  qu'elles  se  développent  suivant  des  fractions 
continues  ayant  un  même  quotient  complet  y;  on  pourra  écrire 

avec  les  conditions 

pq'  ~qp'  ==±:i,      PQ'-QP'  =  rbi. 
Par  l'élimination  de  ?/,  on  arrive  à  une  équation  de  la  forme 

ÛL  X  +  p 
OU 

a  =  gP'  —  q'P,      /3  =  jo'P  —  pV\ 
y  =  (/Q'  -  g'(^,     (:>' =p'()—p{^'. 

Ces  égalités  conduisent  elles-mêmes  à  la  relation 

Désignons  par  —  S  la  somme  des  racines;  on  aura  x'  ;=  —  S  —  x;  par 
suite,  la  relation  [k)  devient  : 

ou  bien 


,.  +  (.+.-±Ê).+!Ê_H 
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mais,  pour  que  la  somme  des  racines  soit  —  S,   il  faut  que  ,6'  =  -  a,  et  la 
relation  (A;')  donne  ensuite 

a 
En  vertu  de  ces  relations,  l'équation  devient  : 

OÙ  il  faut  regarder  S  comme  une  quantité  rationnelle  quelconque,  a  comme 
un  entier  quelconque  et  a'  comme  un  diviseur  quelconque  de  «^  dz  i. 
Conformément  à  son  origine,  les  racines  de  cette  équation  se  développeront 
en  fractions  continues  ayant  la  même  période.  D'un  autre  côté,  la  période 
de  l'une  étant  inverse  de  l'autre,  cette  période  sera  symétrique  ou  formée  de 
deux  suites  symétriques.  Ainsi,   lorsque  les  quotients  se  présentent  comme 

suit  : 

i>  3.   5»  6,  5,  3,   I 

la  période  est  simplement  symétrique;  mais,  on  peut  commencer  la  période 
à  un  terme  quelconque  et  écrire,  par  exemple, 

5>  6,  5  I  3,   I,   I,  3; 
elle  se  compose  alors  de  deux  suites  symétriques. 

170.  Développement  de  V irrationnelle  [/  k^  A  étant  un  nombre  entier. 
Soit  a  la  racine  carrée  du  plus  grand  carré  contenu  dans  A.  On  pose 

i/"Â  =  a-f--i. 
On  en  déduit 

h  étant  un  nombre  entier  égal  à  A  — ^  a*.  On  pose  encore 

a  +  \/A  ,    I 

=  »,+  —  , 

b  X2 

«1  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la  fraction  du  premier  membre; 
ainsi  de  suite. 

Afin  d'indiquer  la  nature  du  développement  auquel  on  arrive  de  celte 
manière,  observons  que  [/A  est  une  racine  de  l'équation 

x^  —  A  =  o 
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qui  admet  des  racines  égales  et  de  signes  contraires.  Le  développement  sera 
une  fraction  périodique  simple,  ou  une  fraction  périodique  mixte  avec  un  seul 
terme  avant  la  période.  C'est  toujours  ce  dernier  cas  qui  a  lieu.  En  effet,  une 
fraction  périodique  simple  conduit  à  l'équation 

qx^  —  [q'  —  p)  X  —  jo'  =  o  ; 

pour  qu'elle  soit  incomplète,  il  faut  que  :  q'  =  p;  mais  alors  la  relation 

pq'  —  qp'  =  dc  i, 
se  réduit  à 

p^=:qp'  dz  I, 

et,  en  divisant  par;îg,  il  vient 

q  p  pq* 
Le  second  membre  étant  plus  petit  que  l'unité,  il  en  résulterait  qu'une 
réduite  de  |/a  serait  inférieure  à  l'unité,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  la 
fraction  périodique  qui  représente  \/A  est  nécessairement  mixte  avec  un 
quotient  avant  la  période.  Le  premier  terme  de  cette  fraction  étant  a,  la 
quantité  |/A  —  a  sera  égale  à  une  fraction  périodique  simple;  il  en  sera  de 

même  pour^/A-f-  a,  parce  que  les  quantités  |/A-|-  a  et  —  ([/^ —  »)  sont 
les  racines  de  l'équation  à  coefficients  entiers 

x^  —  2ftx  -|-  {a^  —  A)  =^  o. 
Posons  : 

\/a -\- a  ==  {2a,  Œi,  ^2,  ...  dk-iy  2a,  a\,  ai  ...). 

Les  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale  à  y  A  —  a  se  pré- 
sentent dans  l'ordre  inverse  et  l'on  aura  : 

|/a — a=^  o  {Œk-i,  afc_2,    ...  (h,  2a,  ft/;_j,   ak^î,   ...). 

Or,  on  passe  du  développement  de  [Xa  -\-  a  h.  celui  de  [/^A  en  retranchant  a 
au  premier  quotient,  et  du  développement  de  [Xa  —  a  à  celui  de  [/^A  en 
ajoutant  a  au  premier  terme.  Il  en  résulte  que  le  développement  de  |/A  est 
susceptible  d'être  représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  expressions 

a{au  «2,   ...  ttk-if  2a),  («1,  ai,   ...)»   ••• 
a{ak-i,  ak-2y  ...  «r,  2a),  [ak^x,  ak.^,  ...),  ... 

On  a  donc  cette  proposition  : 

L'irrationnelle  [/a  est  égale  à  une  fraction  périodique  mixte  avec  un  seul 
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terme  avant  la  période;  le  dernier  quotient  de  chaque  période  est  ia,  a  étant 
la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  |/  A  ;  les  autres  ternies  de  la 
période  à  ég:de  distance  des  extrêmes  sont  égaux  deux  à  deux;  ils  forment 
une  suite  symétrique. 

Par  exemple,  si  on  développe  ^69,  la  suite  des  calculs  étant  : 


1  Ju  I 


8+^/69  --7+1/69  I 

5                               5  '  X2 

x,== ^-=3  + 3+-' 

5  +  1/^69       ,    ,  —  6  +  t/(5^  I 
X3  = =  I  H =  I  H —  ' 

ri  II  X4 

6  +  ^/^6^  6  +  ^/6^  I 

x.= ^ =4  H ^ =  +  +  ^,' 

II  II  Xe 

4  4  ^' 

^' — ^-^+ — r~v^+^e' 

^^^8  +  l^__  _8+V69^,6^1, 

I  '  I  x^ 

on  aura  : 

1/69  =  8(3,  3,  I,  4,   I,  3,  3,   16),  (3,  3,   ...)  ...; 
ce  qui  permet  de  vérifier  la  proposition  démontrée. 

fS^*?.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

X^  —  Aî/^  =  rb  I  . 

Cette  résolution  repose  sur  le  développement  de  \/k  en  fraction  continue. 
Nous  avons  vu  que  le  quotient  complet  de  rang  n  est  de  la  forme 

an  +  i/A 


—  362  — 

oii  an  et  (3rt  sont  entiers.  On  passe  au  quotient  suivant  par  l'égalité 

«n+K^                         («n   —  an3«)  +  |/A  I 

=  (ln-\ -^ =  C^n -f 


jS»  |3„  x„+, 


«n  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  Xn  ou  la  fraction  du  premier 
membre.  On  en  déduit  : 

Xn  +  1 =  ^  > 

avec  les  relations 

CCnJfX  =   «n  — p  ttnpn» 

A   —  «n-f  l  =  pnpn+l  • 

Celles-ci  nous  montrent  que  les  quantités  a  qui  entrent  dans  les  quotients 
complets  sont  inférieures  à  \/\\  elles  peuvent  au  plus  atteindre  la  valeur  a 
qui  représente  le  plus  grand  entier  contenu  dans  |/A. 

Cela  étant,  supposons  que  la  période  des  quotients  incomplets  se  compose 
de  k  termes  dont  le  dernier  est  2a;  pour  que  le  plus  grand  entier  de 


«fc 


+  (/A 


(3. 
devienne  égal  à  2a,  il  faut  que  ak  =  a^  (3t  =  i,  et,  par  suite, 

fl^  +  pXÂ 

Xk  = • 

I 

D'un  autre  côté,  on  sait  que  la  valeur  de  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente [Xk  est  donnée  par 

PkXk  +  Pk-\ 

En  remplaçant  Xk  par  sa  valeur,  on  aura 

.X-      pk{a-\-[/x)-}-pk-i 
\/  A  = — : » 

-    ?fc(«  +  l/    ^^)  +îk-l 

OU  bien, 
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Égalons  séparément  à  zéro  la  partie  rationnelle  ainsi  que  la  quantité  qui 
multiplie  y/lï.  Il  viendra 

aqk  +  qk-\  —  pk  =  o, 
apk  —  Aqk  -\-  Pk-i  ==  o, 

et,  par  l'élimination  de  a,  on  trouve 

pi  —  Aql  =  pkqk-i  -  qkPk-i: 
c'est-à-dire 

pl  —  Aql  =  (-  if. 

Il  est  évident  qu'en  désignant  par  p2k  '-  qzk  la  réduite  qui  correspond  au 
dernier  terme  de  la  seconde  période,  on  aura  aussi 

plk-Aqh^{~iy\ 
et,  en  général, 

Comparons,  maintenant,  cette  équation  avec  la  suivante 

X'  —  Ay^  =  I . 

Si  le  nombre  k  des  termes  de  la  période  est  pair,  { —  i)*"*  est  égal  à  +  i , 
quel  que  soit  p,  et  les  valeurs 

x  =  pfik,     y  =  qfjik 
seront  des  solutions  entières  de  l'équation  pour  toute  valeur  de  [X,  Si  le 
nombre  k  est  impair,  les  mêmes  valeurs  sont  des  solutions  de  l'équation, 
à  la  condition  d'attribuer  seulement  à  [j.  les  valeurs  paires  :  2,  4,  6,  etc. 
Quant  à  l'équation 

if'  —  Ay^  =  —  I, 

elle  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers,  si  la  période  de  la  frac- 
tion continue  qui  représente  [Xa  se  compose  d'un  nombre  pair  de  termes. 
Lorsque  ce  nombre  est  impair,  les  solutions  seront  fournies  par  les  réduites 
relatives  au  dernier  terme  de  la  première,  de  la  troisième  période,  etc. 
Soit  à  résoudre  l'équation 

On  a 

1/13  =  3(1,   I,   I,    I,   6)  (i,    I,    I,   I,  6).... 

Les  réduites  successives  ont  pour  valeurs 

3    4    7    II     18     119    137    256    393    649 


»  —  »  —  >  —  >  —  >  f 


I     I     2     3      5      33      38      71      109    180 
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Ici  k  est  impair;  il  faut  prendre  les  dernières  réduites  des  périodes  d'ordre 
pair.  Ainsi, 

X  =  64g,     y  =  180 

sera  une  solution  de  l'équation. 
De  même,  la  réduite  18  :  5  donne 

x=i8,     y  =  5 

comme  première  solution  de  l'équation 

x^  —  i^y^  =  —  I. 

S  2. 

PRODUITS    INFINIS.    EXPRESSIONS    DE    SIN    X    ET    DE    CCS    X    EN    PRODUITS   INFINIS. 
FORMULES    DE    WaLLIS    ET    DE    StIRLING. 

118.  Avant  de  nous  occuper  des  produits  infinis,  il  est  nécessaire  de 
définir  la  notion  de  convergence  sur  une  somme  composée  d'un  nombre 
illimité  de  termes,  telle  que 

(s)  W|  -j- ^2  +i^S  -^ \-Un-\-Un  +  )  -\-  ■"■ 

et  que  Ton  appelle  série;  les  nombres  W|,  W2,  •••  se  succèdent  d'après  une 
loi  déterminée,  de  telle  sorte  que,  connaissant  l'expression  du  terme  général 
Un.  on  peut  en  déduire  tous  les  autres.  Posons 

la  série  est  dite  convergente,  si  la  somme  S«  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée,  lorsque  n  croît  indéfiniment;  elle  est  divergente,  lorsque  S„  croît 
au  delà  de  toute  limite;  enfin,  elle  est  indéterminée,  lorsque,  sans  augmen- 
ter indéfiniment,  la  somme  Sp  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée.  Nous 
désignerons  toujours  par  S  la  valeur  d'une  série,  c'est-à-dire,  la  valeur 
limite  de  Sn,  lorsqu'elle  existe. 

L'exemple  le  plus  simple  d'une  série  convergente  est  fourni  par  la  somme 
des  termes  d'une  progression  géométrique  décroissante.  On  sait,  en  effet,  que 
pour  r  <]  I ,  l'expression 

a-^  ar  -\-  ar^  -|_  .  . . . 
a  pour  limite 

s= — '—. 

I  —  r 
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Si  r  >  I,  la  même  expression  constitue  une  série  divergente.  La  série 
générale  (s)  est  aussi  convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent, en  valeur  absolue,  a  pour  limite  une  quantité  k  plus  petite  que  Tunilé. 
En  effet,  soi!  r  un  nombre  compris  entre  A  et  i  ;  pour  une  valeur  de  n  suffi- 
samment grande,  on  aura  les  inégalités 

<^% <r,      --    <  r,      .... 

Un  Un\.\  Un^2 

et  les  termes 

sont  alors  respectivement  inférieurs  à 

run,     r'^Un.     r^Un.     ... 

qui  appartiennent  à  une  progression  décroissante,  puisque  r  est  plus  petit 
que  l'unité;  leur  somme  étant  convergente,  il  en  doit  être  de  même  de  la 
série  proposée. 

Si  k  est  plus  grand  que  l'unité,  il  sera  possible  de  choisir  une  quantité  r 
comprise  entre  i  et  k,  et  pour  une  valeur  convenable  de  w,  Ton  aurait  : 

Un^\  ^  Un^-i  ^  Un+i  ^ 

>  r,      —^>r,     >  r,      ...; 

les  termes 

Un+\y       Un+2t        Un+i^        .... 

seraient  ainsi  supérieurs  à  ceux  d'une  progression  géométrique  croissante 

donc,  la  série  est  divergente. 

Lorsque  /c  =  i,  on  ne  peut  rien  conclure.  Par  exemple,  pour  les  séries 

I  -| U  — J L  • . . , 

2*345 


on  trouve 


lim =  lim =  lim =  i , 

Un  n-\-  l  ,1 

,.  ^ft+<      ,.        w*  ,.  I 

lim =  lim- — : -=  Iim 


Un  (^+0* 


(■+=)" 
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Chacune  d'elles  peut  être  convergente  ou  divergente  ;  mais,  si  on  groupe 
les  termes  comme  suit  : 


I 

—  > 


I.I  112  I  11,114 

22^3«^22       2       42   '   52~62~72  ^4«      4      2^ 

dans  le  premier  cas,  chaque  groupe  a  une  valeur  plus  grande  que  |;  comme 
la  série  se  décompose  en  un  nombre  indéfini  de  groupes  semblables,  elle  est 
nécessairement  divergente.  Au  contraire,  pour  la  seconde  série,  les  diverses 
parties  sont  respectivement  inférieures  aux  termes  d'une  progression  par 
quotient,  décroissante  et  illimitée;  donc,  il  y  a  convergence. 

On  voit,  par  le  premier  exemple,  qu'une  série  peut  croître  au  delà  de 
toute  limite,  alors  que  les  termes  décroissent  de  plus  en  plus  et  tendent  vers 
zéro.  Cette  circonstance  ne  se  présente  jamais,  lorsque  les  termes  sont  alter- 
nativement positifs  et  négatifs.  Pour  le  démontrer,  considérons  une  série  de 
cette  espèce 

OÙ  les  termes  vont  en  diminuant  de  plus  en  plus.  Posons  : 

S2n  =  {U\  U2)  '\'{U^  —  Uk)-\- ]r(U2n-\  Uln), 

Sj^^,  =Ux  [U2  —  U-i)  [U^  M5) •••  {H'in  —  Î*2n  +  |). 

On  passe  de  S2n  à  la  valeur  S  de  la  série,  en  ajoutant  une  suite  de  quan- 
tités positives;  par  suite, 

S  ^  S2» ; 

mais,  pour  passer  de  San+i  à  S,  on  doit  retrancher  une  suite  de  quantités 
positives;  donc 

Comme  n  est  quelconque,  on  en  conclut  que  la  valeur  de  la  série  est 
toujours  comprise  entre  deux  sommes  consécutives  de  termes.  Or,  les 
sommes  d'ordre  pair  San  vont  en  croissant,  tandis  que  les  autres  diminuent; 
de  plus,  on  a  ; 

lim  (S2n+i  —  S2n)  =  lim  î^2n+i  =0; 

par  conséquent,  la  limite  S  est  nécessairement  finie  et  déterminée;  par  suite, 
la  série  proposée  est  convergente. 
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Citons,  en  terminant,  quelques  séries  remarquables  de  l'analyse  jouissant 
de  la  propriété  d'être  convergentes.  On  sait,  par  la  théorie  des  logarithmes, 
que 

e  =  lim(i  -j-  «j* 
lorsque  a  tend  vers  zéro,  ou  bien 

e  =  lim  (  I  -| )   > 

\         m/ 

lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Cherchons  cette  dernière  limite.  On  a 

(I  X"*                       I        m{m  —  i)      I     ,    m(m — i)(m—2)      i     , 
i-^ —       =i^m — --{ --{ 
'm/                       m           1.2        m^               1,2.3            ^ 

m,    OU  bien, 

\         m/  1.2V         m/'i.2.3\         m/\         m/' 

Le  terme  général  de  ce  développement  est  : 

i.2...p\         m/ \         mj  \         mj       \  m     / 

mais  le  produit 

\        mJ  \         mJ       \  f>^    ) 

est  visiblement  plus  petit  que  l'unité  et  plus  grand  que 

\m      m  m     j  im 

si  m  croît  indéfiniment  tandis  que  'p  est  constant  mais  quelconque,  la  limite 
de  ce  produit  est  nécessairement  l'unité.  Par  conséquent,  si  on  passe  à  la 
limite,  le  développement  qui  précède  se  réduit  à 

T  I  I  , 

I  -|-   I    -^ 

1.2'     1.2.3'      1.2.3.4' 

C'est    une    série    convergente   qui    représente  la    base   des   logarithmes 

népériens. 

Posons  ^, 

m' 
on  aura 

:) 


[„  +  .,J]-_(,+i), 
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et  comme  a  tend  vers  zéro  lorsque  m  croît  indéfiniment,  il  vient 


(X 
I  -1 
m 


Si  on  cherche  cette  limite  comme  ci-dessus,  on  trouve 

\ 
II 

^  .... 

1.2         1.2.3 

La  série  du  second  membre  est  convergente  quel  que  soit  x\  car,  on  a 

,.      Wn+I        ,.  ^  r         /       ^      ^ 

lim  —^^  =  lim  — - —  =i  lim  a;  (  — , —  )  =  o. 
Un  n-\-i  \n-\-iJ 

Désignons  encore  par  a  un  nombre  positif  et  par  la  son  logarithme  népérien; 

on  a 

a  =  e^y     et     ft*  =  e*^'»; 

par  suite,  il  vient 

a«  =  I  +  xla  H-  -^(/«r  H [laf  '\ 

'  1.2  1.2.3 

C'est  la   série    exponentielle    générale   qui  est  convergente    pour  toute 
valeur  de  x. 

Comparons,  enfin,  ce  développement  au  suivant  : 

x{x  —  i)  (ac  —  2) 

-\ (a—  1)2  H 

1.2.3 

En  égalant  les  coefficients  de  la  première  puissance  de  x,  il  vient 

/a=(a—  i)_^(a— O^'+^ia—  i)«  —  i  (a  —  i)* -| 

234 

Ce  qui  fait  prévoir,  en  posant  : 

a  =  i  -\-  X, 
que  le  développement  de  l{i  -\- x)  sera  de  la  forme 

/y>2  «5  ^4 

l{i-{-x)  =  x  — --  +  -----] 

234 
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Cette  dernière  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  o  et  i   inclusivement.    D'après  cette  formule,  on  doit  conclure  que 

/  (i  -\-  x)  est  inférieur  à  x  et  plus  grand  que  x ;  donc,  en  désignant 

2 

par  0  une  fraction  comprise  entre  zéro  et  l'unité,  on  peut  poser  : 

l  (i  ~\-  x)  =  X . 

Je 

Nous  ferons  usage  de  cette  égalité  dans  ce  qui  va  suivre. 

IVO.  Considérons  maintenant  un  produit  infini,  c'est-à-dire,  un  produit 
composé  d'un  nombre  illimité  de  facteurs 

et  posons  : 

Pf.  =  U^U'xUi.,.  Un. 

On  dit  que  le  produit  P  est  convergent,  si  Pn  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  il  est  divergent,  si  Pn  croît  au 
delà  de  toute  limite  avec  n\  enfin,  si  Pn  ne  tend  vers  aucune  limite,  le  produit 
infini  est  indéterminé. 

Si  on  prend  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres,  il  vient 

/p„  =  iu^'\-lu%-\-  *■'  -\- lun ; 
par  suite, 

jTji  e     '  n» 

Le  produit  infini  est  convergent  ou  indéterminé  en  même  temps  que  la 
série 

Quand  celle-ci  est  divergente  et  a  pour  limite  -f-  oo  ,  le  produit  P  est 
divergent;  si  elle  a  pour  limite  —  oo  ,  le  produit  P  converge  vers  zéro.  Si  le 
facteur  général  w»  reste  constamment  plus  grand  que  l'unité  ou  plus  petit 
que  l'unité  quel  que  soit  n,  on  n'a  jamais  lim  /î^„  =  o;  la  série  des  loga- 
rithmes est  toujours  divergente  et  elle  tend  vers  -|-  oo  ou  —  oo  ;  par  suite,  le 
produit  infini  est  divergent  ou  il  a  pour  limite  zéro.  Il  suffit  de  considérer  le 
cas  où  lim  /w„  =  o,  c'est-à-dire,  lim  ît„  =  i,  et  nous  supposerons  le  produit 
P  de  la  forme 

P  =  (t  4-ai)(l  +<^2)(i  +«5)  •••  (t  +a„)  (i  +  an-i-i)  •••• 

24 
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où  les   quantités  a  sont   quelconques,  mais  a,,  tend   vers    zéro  lorsque  n 
augmente.  On  aura 

^P„  =  /(i  -|-  a,)  4-  /(i  _|-  a,)  -1 1-  l(i  -f-  an). 

Par  l'application  de  la  formule 

l{i-{-x)  =  x » 

2 

il  vient 

^P„  =  oc,  +  a,-] [-  an  —  i  (0,a?  +  0,4  -] h  ^nal) . 

Soient  Qp  et  9g  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  fractions  0i,  0» ;  l'ex- 
pression entre  parenthèses  au  second  membre  sera  comprise  entre 

Op{4  +  4-] h«')    et-  e,(a;  +  aîH [-«*), 

de  sorte  qu'en  désignant  par  p  une  fraction  comprise  entre  {  0p  et  -  Bg  nous 
pouvons  écrire 

IK  =  (cci -{- <X2 -\ [- an)  —  p(a5 -f  aj  +  •  •  +  «*), 

ou,  d'une  manière  abrégée 

IK  =  2(a)  —  plia')  ; 

par  conséquent,  on  a,  pour  le  produit  infini, 

p  __  g  lim  2(a)  —  p  lim  2(a2) 

Lorsque  les  deux  séries  2  (a)  et  2  (a^)  sont  convergentes  en  même  temps, 
le  produit  infini  a  pour  limite  une  quantité  déterminée  et  il  est  convergent; 
c'est  le  cas  le  plus  intéressant  et  le  plus  utile.  Les  autres  conclusions  à  déduire 
de  la  formule  sont  aussi  évidentes  que  la  précédente  et  nous  les  indiquons 
dans  le  tableau  suivant  : 

lim2(a),     lim2(a'),     Hm  P,  P 

convergent  ; 
convergent  ; 
convergent; 
divergent; 
indéterminé  ; 

A  désigne  une  quantité  finie  et  déterminée.  Il  serait  plus  exact  de  dire   que,] 
dans  le  dernier  cas,  le  produit  parait  indéterminé  ;  il  arrive  parfois  que,  par 
un  moyen  particulier,  on  constate  qu'il  est  divergent. 


—  00, 

A, 

o, 

—  00  , 

-j-ÛO, 

o, 

A, 

+  00, 

o, 

—  00, 

A, 

00, 

+  00, 

+  00  , 

00 
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Par  l'application  de  ces  règles,  on  trouve  que  les  produits 


(■+0(-l)('+0(-i 

(-s)(-ï^)(-?)(-?) 


sont  convergents,  ainsi  que 


(-S)(-é)( 


3*^^ 


4X 


ttVV         3'^VV        5'^V 


pour  toute  valeur  de  x. 
Les  produits 

(i  +  log  1/2)  (i  H-  log  l^J)  (I  +  log  1/^4)  ..., 
sont  divergents,  et  le  produit 

(-;y(-D'0+rj'(--rj- 

est  indéterminé.  Enfin,  les  produits 

('+^)0-^)(-^)(-^)- 

sont  convergents,  mais  ils  ont  pour  limite  zéro. 

mo.  Développement  des  lignes  trigonométriqaes  en  produits  infinis. 
On  sait  que,  par  la  formule  de  Moivre,  on  a 


•  » 


(cos  X  -\-  \/ —  I  sin  x)"^  =  cos  mx  -|-  \/ —  i  sin  mx  ; 

mais,  si  on  développe  le  premier  membre   par  la  formule  du  binôme,  il 
vient  aussi 


(cos  X  -f-  [X —  I  sin  xy 
m    / ,       .  m(m  —  i) 


—  iX —  r  cos"»~'  ar  sin  X cos"*"'  x  sixr  x  4- 

I  1.2 
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En  comparant  ces  relations,  on  trouve  l'égalité 

m(m  —  i)  {m  —  2)  «       .  ,       , 

sin  mx  =  m  cos*"~  '  x  sin  x ^^ cos"»~*  x  sin^  a;  +  •  •  •  • 

1.2.3 

Supposons  ?n  impair;  le  second  membre  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  cos  x;  en  remplaçant  cos*iC  par  i  — sin'x.  il  se  changera  en  un 
polynôme  du  degré  m  en  sin  x  et  ne  renfermant  que  les  puissances  impaires. 
Si  m  est  pair,  on  met  cos  x  en  facteur  et  par  la  même  substitution,  le 
polynôme  qui  multiplie  cos  x  sera  du  degré  m  —  i  avec  des  puissances 
impaires  de  sin  x. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  w  est  impair;  en  remplaçant  x  par  z,  on 
peut  poser 

sin  mz  =  A|  sin  z  -\-  A2  s'in^z  -\-  A|  sin^^r  -|-  .... 
le  second  membre  étant  du  degré  m  en  sin  z;  les  coefficients  Ai,  A2,  A3  ... 
ont  des  valeurs  déterminées;  celle  de  Ai  se  trouve  en  écrivant 

sin  mz 

— : =  Al  -|-  Aa  sin^z  -U  .... 

sin  2:  ' 

et  en  faisant  tendre  z  vers  zéro;  il  vient  ainsi 

sin  wi^r  mz 

lim— ^ =  lim  —  =  m  =  Al. 

sm  z  z 

Par  conséquent,  nous  pouvons  poser  : 

sin  mz  =  m  sin  z  .1^  (y). 

F(i/)  désigne  une  fonction  entière  où  la  variable  y  représente  siri  z;  elle 
est  du  degré  m  —  i,  et,  pour  y  =  0,  elle  se  réduit  à  l'unité. 
D'après  cette  relation,  les  racines  de 

seront  les  racines  de  l'équation 

sin  mz  =  o 
qui  est  satisfaite  en  prenant 

kn 
mz  =  db  /CTT,     ou     z  =  àz  —  • 

m 

La  formule  de  résolution  de  la  première  équation  sera  donc 

.   kn 
2/  =  db  sm  —  I 
m 
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dans  laquelle  on  doit  poser 

m  —  I 
k=  I,  2,  3  ...  — 

2 

On  trouve  ainsi  les  w  —  i  racines 

TT  .27:  .      S^T  ,        •     ^  —   ^    '^ 

drsin  — »     dr  sin — >     zfc  sin  —  »     •••,     or  sm^ —  ; 

m  m  m  i      m 

par  suite,  il  vient 

/         .T^N/i.TiX      /         .w— i7:\/,.   m—n:\ 
F{!/)=A.(,-s,n-j(^,+s.„_|..(^,-sm-^-j(^,+sm-^-j, 

OU  bien 

F(,)  =  A.(^,^  -  sin^  -  j  (^r  -  sin'- j  ...  (^,/ -  sm.-^ -j. 

Ao  étant  une  constante.  On  peut  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

.'^      ..TT  m— ITT/  y^   \       /  .y' 

F(7/)  =  (-i)'    Aosin^ sin^ (  i — \''{    i  — 


I TT  /      _y__\      ' 


m  2      m  î  .  .  "^    I        I  .  «  ^"  —  I  ^ 


sin 


2         M 

Remarquons  que  la  fonction  se  réduit  à  l'unité  pour  y  =  o;  on  doit  donc 


avoir 


, •  .        TT     .       27r  .■       m  —   I    TT 

( —  i)  2    AoSin^— sin^ — •••  sm' =  i. 

m         m  2      m 

Il  en  résulte  qu'en  remplaçant  y  par  sin  z^  on  obtient  la  formule 


sm*  z 
smm2r  =  wsm^/    i  — 


sin-*  — 

m 


ou,  d'une  manière  abrégée, 

sin  mz  =  m  sin  z 


Xsin^  2r  \         /  sin*  ,r       \ 

k  =  !2J:i/  sin^zX 

\  sm^  —  / 


Posons  maintenant 

X 

mz  =  Xj     ou     z  =  — 
m 


on  aura 


.    js  _*= /  m 

sm  X  =  7n  sin  — 11         2 


I  — 


sin*  — 

m 
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Si  on  fait  croître  m  indéfiniment,  on  aura 

X  X 

lim  m  sin  —  =  lim  m  —  =  x, 
m  m 

.     X  X 

sin—  — 

m  m        X 

lim ; — =  lim  —  =  — . 

,    ki:  kn       kn 

sm —  — 

m  m 

Donc,  à  la  limite,  quand  m  est  infini,  il  viendra 

c'est-à-dire 

/         x*\/  x'\/  x^\/  x^  \ 

La  fonction  sin  x  se  trouve  donc  représenté  par  un  produit  infini 
convergent. 

On  arrive  encore  au  même  résultat,  lorsque  m  est  un  nombre  pair. 
On  doit  partir  de  l'équation 

sin  mz  =  m  sin  z  cosz  .¥{y) 

que  Ton  ramène,  comme  ci-dessus,  à  la  forme 

X 

sin^  — 
.    X        X     k  =  -—ii  m 

sinx=  m  sin  -  cos  ~  Ht     ^       I    i 


k: 

\  sin* 

m 


m       m     "—^       I  kn 

sin*  - 


X 

A  cause  de  :   lim  cos  — =  i,  on  obtient  encore  la  même  limite. 

m 

,  ku 

Pour  arriver  a  la  conclusion  qui  précède,  nous  avons  admis  que  l'arc  — 

m 

est  très  petit  et,  dans  la  recherche  de  la  limite,  nous  avons  remplacé  le  sinus 
par  l'arc.  Or,  lorsque  m  est  considérable,  il  arrive  que  le  nombre  A*  prend 
une  valeur  comparable  à  celle  de  m  et  cette  substitution  n'est  plus  rigou- 
reuse. Cependant  le  résultat  est  exact.  Pour  le  démontrer,  considérons  les 
produits 

sin' z 


sin^z\     /  sin*;2r\  /  sin' ^r  \ 

sin*  —  )\  sin«  —  /       \  sin»  —    / 

m  /    \  m  /        \  m  / 


I         x^\(  x^\/  x^\       /  x^  \ 
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dont  les  premiers  facteurs  tendent  à  devenir  identiques  aussi  longtemps  que 

leur  rang  n'est  pas  comparable  à  m.  Ils  sont  tous  deux  convergents,  car  les 

séries 

sin^  z        sin^  z  ^^  sin*  z    . 

sin' —       sin^ —       sin'  — 
m  m  m 

,2 


ou  bien 


/v«Z  /Y»fi  /v»i 

•A/  I  «A/  I  «A/  I 

71*   '   47r^       9?:* 

TT*  47:*  gîT* 

m*  sin*  ;^  /      on^  i     m*       .    i     w^ 

7+7 


^  sin'—  sin^ —  sin''  — 

m  m  m 


S(-+i+^+--) 

sont  convergentes.  Pour  la  seconde,  c'est  évident;  pour  la  première,  en  se 

rappelant  que  le  rapport  d'un  arc  plus  petit  que  -à  son  sinus  est  inférieur  a  -> 

2  ^ 

les  termes  de  cette  suite  sont  moindres  que  ceux  de  la  série  convergente 

4  V        4      9  / 

La  convergence  des  deux  produits  entraîne  cette  conséquence  qu'en  formant 
dans  chacun  d'eux,  le  produit  des  facteurs  à  partir  du  moment  où  k  devient 
comparable  à  m,  ces  produits  partiels  auront  pour  limite  l'unité;  dans  ces 
conditions,  les  produits  complets  ont  nécessairement  la  même  limite  et  l'on  a 
rigoureusement 

Après  avoir  déterminé  le  développement  de  sin  a?,  on  obtient  immé- 
diatement cos  X  par  la  formule 


2X 

sm  2X 

cos  X  =  ; =  

2sma; 

2X 


('-S)0~^)('-^)('-ilr.) 

ou  bien,  après  la  suppression  des  facteurs  communs 
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Connaissant  sin  x  et  cos  x,  il  est  possible  de  convertir  une  ligne  trigono- 
mctrique  quelconque  en  produit  infini  convergent. 
Si  on  pose  successivement 


mil  2inn 

X  =  —  »     X  = > 

2n  2n 


on  trouve 


sin 


.    mn      mn    271  —  di    2n  -\-  m    ^n  —  m    An  -4-  m 
sin  —  =  —  •  •  —  •  .   •  «  • 

2n  291  2W  271  ^71  ^71 

2mn      2mn    27i  —  27n    2?^  +  2m    4^  —  27n    ^n  +  2m 


271  2?i  27i  271  4n  4n 

d'où  on  tire 

27nn 
sin 


mn                     271            2)1  —  2771     271  -\-  27)1      ^71  —  2W     4/i  -|-  2m 
cos = = , • j •    • 

271  mn  271  —  m         271  -f-  7)1         ^71  ^   m        ^71  -\-  7n     ■ 

2  sin  — 

271 

On  peut  déduire  de  ces  formules  quelques  relations  numériques  intéres- 
santes. Par  exemple,  si  on  pose  dans  la  dernière 

5  m 
n  =  i.m.     71  =  2m,     71  =  —  f 
^  2 

et  si  on  observe  que 

71        I      • —  n        I     y —  7:        I 


il  vient 


cos-  =  -^3,     cos-  =  -^/'2,     cos-  =  -(i -1-^/5), 
6      2*^  ^  42  54' 

1  y —     4    8    10    14    16    20 

2  5    7    II     13    17    19 

1  /—     2    6    6    10    10    14 
-I/2=-»-' • — • — -•••» 

2  3.    5    7     9      II     13 

T-Li/r      3  7  8  12  13  17 

4    6    g     II     14     16  _ 

Les  conséquences  du  développement  de  sin  x  en  produit  infini  sont  nom-  ^ 

breuses;  nous  allons  en  déduire  quelques  formules  célèbres  dans  l'analyse. 

n 

181.    Formule  de   Wallis    Posons  dans  la  formule  de  sin  x.  x  =  -  ] 

2 

il  viendra 


=K'-y('-i;)0"i)("~ir^) 
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ou  bien 
I 


=  K'~i)('~^i)('~^'T')('"a-40 


c'est-à-dire, 


■=K'-0('+9(-0('+î)(-00+0 

Si  on  resoud  cette  équation  par  rapport  a-  >  on  trouve 

2 

1:224466  in  in 


1       133557        m—  \    in-\-i 

C'est  la  formule  de  Wallis;  elle  donne  la  valeur  de -sous  la  forme  d'un 

2 

produit  inQni  de  fractions  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que 
l'unité. 

D'après  cette  formule,  on  peut  écrire 

TT        .  (2  •  4  •  6...  inV 

-  =  lim 


2  (1.3.5...2W — iy{in-\-\) 

lorsque  n  augmente  indéfiniment,  ou  bien 

7r        .       ,  (i  .  2  .  3  ...  n)'  (2  .  4  .  6  ...  in\^ 
-  =  lim  2^"  ^^ —^ 

2  (1.2.3.4...  2^)'  (27^  -{-   l) 

c'est-à-dire 

TT  (I  .2.3  .4...^)» 

-  =  lim  2*" 


2  (l  .2.3  .  4  ...  27l)*(2W-(-  l) 

Enfin,  si  on  divise  par-  et  si  on  extraie  la  racine  carrée,  il  vient  la  relation 

2 


(«) 


/  2,.       ,            (i  .  2  .  3  .  4  ...  w)* 
%  /   -lim2'" ^— ^-—^ ^ 

V     ^  (1.2.3.4...  ^n'^l/in-]-  I 


I. 


1S9,  Formule  de  Stirling.  Cette  formule  consiste  dans  la  relation 

I  .  2  .  3  .  4  . . .  ;i  =  iXine-^'n^-^i 

qui  est  très  approchée,  si  le  nombre  n  est  considérable.  M.  J.  Serret  a  déduit 
cette  formule  de  celle  de  Wallis,  comme  nous  allons  l'indiquer.  Posons 

I  .  2  .  3  ...  x 

?w  =    ^  — ^  • 

|/'27re~^x*+? 
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Cette  fonction  jouit  des  propriétés  suivantes  : 
((3)  lim^ii^  =  i, 

(y)  ^*"'^^^^- 

où  w  désigne  un  nombre  qui  augmente  indéfiniment.  En  effet,  conformément 
à  la  définition  de  9,  on  a 

[cp(w)]* (i  .2.3..   7iV   j/27re"2'»(2w)''»+2 

9(2^)       {\/^e-"n-Hy  '  (I  •  2  .  3  •••  2w)  ' 
en  supprimant  les  facteurs  communs,  on  trouve 

[9W]'  _         /  ^  .  22«        (^   •  2-3   '"^)'  ^ 

9(2^i)  V      ^'^       (l   .2.3...2n)i/^^ 

Or,  d'après  la  relation  (a),  la  limite  du  second  membre  est  l'unité;  donc, 
la  relation  (|3)  est  démontrée. 
D'un  autre  côté,  on  a  aussi 

ç{x)     1.2.3...X    \X27ie-''-^{x  ~\- iYH 

9(a^+0       [/^e--x^H    I  .2  .3...a;(x+i)' 
ou  bien 

9(x+i)      e\     X     J  \      '  x) 

par  suite,  il  vient 

Afin  de  simplifier,  appliquons  les  formules 

/      ,    i\       I        9'  /     ,    i\       I         1,9'' 

\  Xj         X         2X^  \  X/  X         2X^     '     3a;* 

0'  et  9''  étant  des  quantités  comprises  entre  o  et  i.  Il  vient  alors 

\        '     2/      \        '    X/  \X         2X^    '     ^X^  J     '     2  \X         2XV 

ou  bien 

(-+0'(.+0-+(f-;)i- 
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Donc,  en  représentant  par  0i  une  nouvelle  quantité  comprise  entre  o  et  i, 
n  peut  écrire 

9. 


(•+:)'(■ +0-+.' 

En  substituant,  on  obtient  finalement 


(y  * 


9(a?4-i) 
Si  on  remplace  successivement  x  par  x-\-  i,  a: -|-  2,  etc.,  on  a  égalemeni 

9(3?+  0^^(^^+T)^ 

9(^  +  2) 

9(^  +  3) 


?(2a?—  i)         r2x-i)2 
cp(2a?) 

Multiplions  toutes  ces  égalités  membre  à  membre    il  viendra 

0,  0a  0*. 

(p(a?)  4+— ^  + 


Cp(2iP) 

La  somme  qui  forme  l'exposant  de  e  est  inférieure  à  a?    -r=  -;  par  suite, 
û  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i ,  on  aura 

_9W_^gX 

9(2X) 

et,  en  remplaçant  x  par  n 

6 

9W       ^; 
=  e  ' 

9(2%) 

Dans  l'hypothèse  où  n  croît  indéfiniment,   on  arrive  à  la  relation  (y), 
savoir  : 

|.      9W 
lim-î^ — -==  I. 

(p(2?i) 
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Les  égalités  (|3)  et  (y)  étant  démontrées,  si  on  les  divise  l'une  par  l'autr* 
on  trouve  lim  (f>{n)  =  i  ;  on  a  donc  approximativement,  pour  n  très  grand, 

I  .2.3.4...^  =  p/27re"'*w''+2. 

Cette  formule  de  Stirling  est  très  utile  dans  l'analyse  et  indispensable 
dans  la  théorie  des  probabilités. 


S  3. 

PREMIERS    PRINCIPES    DE    LA    THÉORIE    DES   NOMBRES    ENTIERS. 

ISS.  Les  nombres  entiers  se  partagent  en  deux  classes  :  les  nombres 
premiers  et  les  nombres  composés.  Un  nombre  est  dit  premier  lorsqu'il 
n'admet  d'autre  diviseur  que  lui-même  et  l'unité;  un  nombre  est  dit  com- 
pose lorsqu'il  admet  plus  de  deux  diviseurs.  II  est  utile  de  laisser  le 
nombre  i  en  dehors  de  ces  deux  catégories;  plusieurs  formules  relatives  aux 
nombres  premiers  ne  lui  sont  pas  applicables.  Tous  les  nombres  premiers 
excepté  2  appartiennent  à  la  série  des  nombres  impairs.  Pour  déterminer  les 
nombres  premiers  inférieurs  à  un  entier  donné  n,  on  commence  par  écrire 
la  liste  des  impairs 

3.    5.    7r    9»    II.    •••    ^; 

ensuite,  à  partir  de  3*  =  g,  on  efface  les  nombres  de  3  en  3  qui  sont  tous 
divisibles  par  3  ;  à  partir  de  5'  =  25,  on  efface  les  nombres  de  5  en  5,  à 
partir  de  7*  =  4g,  les  nombres  de  7  en  7,  et  ainsi  de  suite;  on  s'arrête  dès 
que  Ton  arrive  à  un  carré  supérieur  h  ri.  On  trouve  ainsi  pour  les  nombres 
premiers  inférieurs  à  100 

2,       3,       5.       7»     II.      13»     17.      19»     23,     2g,     31,     37,     41, 
43.     47,     53.     59'     61,     67,     71,     73,     7g,     83,     8g,     g7. 

184.  Diviseurs  d'un  nombre.  On  sait  qu'un  nombre  composé  est 
susceptible  de  se  ramener  à  la  forme 

n  =  p«-q^r^  ...  f>, 

jo,  ç,  r  ...  étant  des  nombres  premiers  inégaux  et  a,  j3,  ...  des  nombres 
entiers  et  positifs.  Il  admet  d'abord  comme  diviseurs  les  a  -j-  i  nombres 
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Si  on  multiplie  chaque  terme  de  cette  suite  par  les  nombres 

g,     q\     ç'     ...     ç^ 
n  obtient 

^2)         q,  pq,  p*q   .■-  p'^q;     q\  pq\   ...;      ...;     q^,  pq^,   ...  7>V. 

ui  sont  aussi  des  diviseurs  de  n;  le  nombre  des  diviseurs  renfermés  dans 
;s  suites  (di),  (^2)  a  pour  expression 

(«4-i)  +  p(«+i)  =  («+0((3+'). 
En  combinant  ces  diviseurs  obtenus  avec  ceux  de  la  suite 

r,     r*,     r',     ...     rT 
\  multiplication  donnera 

(«+0((3-f-i)y 

iviseurs  différents  des  premiers;  en  y  ajoutant  ceux-ci,  on  trouve 

(a+l)((3+ !)+(«+ i)(P+i)y  =  («+i)((3+i)(y+i). 

Il  est  évident  que,   par  la  continuation  de  ce  procédé  on  arrivera  à 
expression  suivante  : 

(a+i)((3+i)(7+.)...a+i) 

our  le  nombre  total  des  diviseurs  de  n  y  compris  lui-même.  De  plus,  ces 
iviseurs  seront  les  différents  termes  du  produit 

(i+P  +  "-+P^){i+q+--\-q^){^+r  +  "'+r^)-"{i+t+,.+ty). 

On  en  conclut  aussi  que  leur  somme  sera  représentée  par  le  produit 

(  —^^———  •   •  •  •  — ^-^— — ^— —  • 

p< — I  q — I         r  —  I  t —  I 

Ainsi,  pour 

7^  =  360  =  2»  .  3'  .  5, 

e  nombre  des  diviseurs  sera 

(3 +0(2 +0(1 +  0=24, 
t  leur  somme  sera  égale  au  produit 

2*  —  13'  —  15'  —  I 

=-=  15  .  13  .  6=  1170. 

2—  I      3—  15—1 
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On  appelle  nombre  parfait  celui  qui  jouit  de  la  propriété  d'être  égal  à  la 
somme  de  ses  diviseurs.  Par  exemple,  pour  les  nombres  6  et  28,  on  a  les 

égalités 

1+2  +  3  =  6, 

1+2  +  4  +  7+14  =  28; 

6  et  28  sont  des  nombres  parfaits.  Les  nombres  parfaits  connus  sont  de  la 
forme 

•2fc-«(2fc    _     I) 

011  2^—1  est  un  nombre  premier  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition 
suivante  : 

Si,  dans  la  progression  géométrique 

1:2:4:8.  ., 

on  fait  la  somme  des  termes  jusqu'à  ce  que  cette  somme  soit  un  nombre  pre- 
mier, le  produit  de  cette  somme  par  son  dernier  terme  est  un  nombre 
parfait. 

En  effet,  posons 

p  =  I  +  2   -f  2^  -|-  ..     -f-  2*=-'  =  2^   —    1 

et  supposons  que  p  soit  un  nombre  premier;  nous  allons  démontrer  que  le 
nombre 

a  =  {2^  —  i)  2*"^'  =  2''~^p 

est  un  nombre  parfait.  Les  seuls  diviseurs  de  ce  produit  plus  petits  que 
lui-même  sont  : 

T  ^  ^i  yyk—l. 

P,       2p,       2'p,        ...       2^~^p. 

Si  on  fait  leur  somme,  on  trouve 

2^ —  I  +/>  (2''"'  —  i) 
ou  bien,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur, 

2*^  —   I  +  (2*  —  l)  (2'^-'  —  l)  =  2'=-'  (2''  —   I)  , 

cette  somme  vaut  donc  le  nombre  a\  donc  ce  dernier  est  un  nombre  parfait. 
Si  on  pose  dans  la  formule 

a  -=  2'^-'  {2^  —  i) 
A:=2,3,5,7,  13,  17,  19,  31,  61, on  trouve  tous  les  nombres  parfaits  connus; 
aucun  d'eux  n'est  impair. 
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On  appelle  aussi  nombres  amiables,  deux  nombres  dont  chacun  est  égal  à  la 
somme  des  diviseurs  de  l'autre.  Il  en  est  ainsi  pour  les  nombres  220  et  284. 
On  a,  en  effet,  pour  la  somme  des  diviseurs  du  premier 

I  +  2  +  4  +  5  -f  10  +  1 1  +  20  +  22  +  44  +  55  +  iio  =  284, 
et,  pour  la  somme  des  diviseurs  de  l'autre 

I -(- 2  "l- 4  +  7 1 -f- 1 42  =  220 . 

Euler  a  trouvé  61  couples  de  nombres  amiables. 

1.^5.  Nombres  premiers  entre  eux .  On  appelle  ainsi  les  nombres  qui  ne 
possèdent  d'autre  diviseur  commun  que  l'unité.  Un  nombre  n'est  jamais 
premier  à  lui-même  si  ce  n'est  l'unité;  c'est  là  un  caractère  du  nombre  i 
qui  le  distingue  des  autres  nombres  premiers. 

Cela  étant,  5/  p  et  q  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  les  restes  de  la 
division  de  chaque  terme  de  la  suite 

Vy     2/?,     ^p,     4;?,      ....     {q—  i)p 
par  q  sont  tous  différents;  ce  sont  les  nombres  de  la  suite 

I,     2,     3,     4,      ...     q  —  i 
mais  dans  un  ordre  quelconque. 

Il  est  d'abord  évident  qu'aucun  nombre  de  la  suite  proposée  n'est  divisible 
par  g,  puisque  les  coefficients  de  p  sont  inférieurs  à  ç  et  g  est  premier  avec  jo. 
De  plus,  si  deux  de  ces  multiples  de  p  donnaient  le  même  reste,  leur  diffé- 
rence, qui  serait  un  autre  nombre  de  la  suite,  devrait  être  divisible  par  g, 
ce  qui  est  impossible. 

Le  produit  pq  est  le  premier  multiple  de  p  divisible  par  q  ;  les  multiples 
suivants  : 

(g+0/>>     (9  +  2);),      (q-\-^)p,      ....     {2q-  i)p 
jouiront  aussi  de  la  propriété  de  ne  pas  être  divisibles  par  q  et  de  reproduire 
dans  le  même   ordre  les    restes  de  la    première  suite  ;  car  les   différences 
respectives  des  nombres  {q-\-  i)p  et;?,  (q-\-  2)p  et  2p,  etc.,  sont  divisibles 
par  q. 

Enfin,  désignons  par  a  un  troisième  nombre  entier  quelconque;  si  on  forme 
la  suite 

a,     a  +  p,     a-\-2p,     a -f  3P^     ••  1     <*  +  (^—  O/^r 
on  démontre  de  la  même  manière  que  la  division  des  nombres  qu'elle  renferme 
par  q  conduit  à  des  restes  tous  différents  qui  sont  les  termes  de  la  suite 

o,      I,      2,     3,     4,      ...,     q  —  I 
dans  un  certain  ordre. 
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La  suite  que  nous  venons  de  considérer  contient  les  q  premiers  termes  d'une 
progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  a  et  la  raison  p.  La 
propriété  précédente  peut  s'exprimer  ainsi  : 

La  division  par  q  des  q  premiers  termes  d'une  progression  arithmétique 
do?it  la  raison  est  un  nombre  p  premier  avec  q  conduit  à  des  restes  tous 
différents  qui  reproduisent  dans  un  certain  ordre  les  nombres 

o»      I,     2,     3,     4,     ....     9—1. 

Remarquons  encore  que,  dans  les  q  termes  de  la  progression,  il  y  en  aura 
autant  premiers  avec  q  qu'il  y  a  de  restes  premiers  avec  q  ;  car,  si  un  reste 
est  premier  avec  q,  il  en  est  de  même  du  dividende,  et  réciproquement. 

t80.  Indicateur  d'un  nombre.  On  appelle  indicateur  d'un  nombre 
positif  n  le  nombre  des  entiers  de  la  suite 

I,     2,     3,     4,     ...,     n, 

qui  sont  premiers  à  w;  on  le  représente  par  la  notation  (p(w).  On  a,  par 
exemple, 

9(i)=i,     9(2)  =  1,     9(3)  =  2,     9(4)  =  2,     9(5)  =  4,  etc. 
Lorsque  n  est  un  nombre  premier  />,  il  vient  évidemment 

(p(^)=p— I. 

C'est  un  exemple  d'une  formule  qui  est  en  défaut  pour  p  =  i  ;  comme  le 
nombre  i  est  premier  à  lui-même,  on  doit  prendre  9(1)  =  i  au  lieu  de 
9(1)  =  0. 

Nous  allons  étudier  quelques  propriétés  de  la  fonction  numérique  9(n). 
D'abord,  étant  donnés  deux  nombres  p  et  g,  premiers  entre  eux,  on  a  la 
relation 

(p(pg)  =  cp(p)(p(ç). 
Désignons  par 

I,     a,     6,     c,     ...,     p  -  i, 

les  entiers  inférieurs  à  ^  et  premiers  avec  p\  leur  nombre  est  représenté  par 
9(jo).  Soit  p  l'un  quelconque  d'entre  eux;  tous  les  termes  de  la  suite 

(a)  p,     p  +  p,     p  +  2;?,     p4-3;),      ...,     ^-\-{q—i)p 

sont  inférieurs  à  pq  et  premiers  avec  /?,  lorsqu'on  remplace  p  par  l'un  quel- 
conque des  nombres  i,  a,  b,  ...  .  D'un  autre  côté,  tout  entier  plus  petit  que 
pq  et  premier  avec  p  est  nécessairement  de  la  forme  ^-\-kp  ohk  est  zéro  ou  un 
entier  inférieur  à  q.  Afin  d'obtenir  9(^9),  il  faut  prendre,  parmi  ces  nombres 
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premiers  avec  ;),  ceux  qui  sont  en  même   temps  premiers  avec  q.  Or,  si  on 
divise  les  termes  de  la  suite  (a)  par  q^  on  obtient  pour  les  restes  les  nombres 

o,  I,  2,  3,  4,  ...  qf— I 
qui  renferment  (p(g)  nombres  premiers  avec  q;  il  y  en  aura  autant  dans  la 
suite  (a)  formée  des  dividendes  ;  mais,  comme  on  doit  remplacer  p  par 
Tun  quelconque  descp(;p)  nombres  i.  a,  b,  ...  p —  i,  on  en  conclut  que  le 
produit  çp{p)  (p(cjf)  représentera  le  nombre  des  entiers  plus  petits  que  pq  et 
premiers  avec;?  et  q,  ainsi  qu'avec  leur  produit;  donc  la  relation  proposée 
est  démontrée. 
On  en  déduit 

(p(pqr)  =  (p{p)  9(qr)  =  (p{p)  (p{q)  (p(r), 
et,  en  général, 

(p(pqr  ,..t)  =  (pip)(p iq)  (p(r)  ...  (p(0- 

Donc,  l'indicateur  d'un  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux  est  égal  au  produit  des  indicateurs  de  ses  facteurs. 

Considérons  maintenant  un  entier  n  donné  par  n  =  p^i  p  étant  un 
nombre  premier.  Parmi  les  entiers  de  la  suite 

I,     2,     3,     4.     .  .     n, 

il  n'y  a  que  les  nombres 

n 
P^     2/9,      3/?,     4/),      ...,     -p  =  p'' 

qui  ne  peuvent  être  premiers  avec  n;  par  suite,  la  différence 

n  (         i\ 

V       \       vl 

représentera   le  nombre   des  entiers   inférieurs  à  ?i  et  premiers  avec  w, 
c'est-à-dire,  9(w). 

Pour  un  nombre  quelconque 

n  =  p^q^r^  ...  ^^, 


on  aurait 


c'est-à-dire, 


9  W  ==©(/)«)  9(;?|5)..,p(^^^ 
=  ,^(:-i),.(.-i)...a(:-;) 

,W  =  «(x-l)(:-i)..(.-i). 


^^ 
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Par  exemple,  on  a  : 

504  =  25.32.7; 
par  suite, 


9(5 


O4)  =  5O4(x-0(i-^)(i-^)  =  i44. 

Désignons  par  rfi,  rfa»  ...  dm  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  w;  il  existe 
encore  cette  proposition  de  Gauss  : 

La  somme  des  indicateurs  de  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  est  égale  à  ce 
nombre  de  sorte  que  Von  a  : 

9(rf,)  -[-  cp(rfî)  -\ 1"  (^(d,n)  =  n. 

Si  on  représente  par 

n  =  p^q^r^  ...  t^ 

le  nombre  donné,  on  sait  que  la  somme  de  ses  diviseurs  est  égale  au  produit 
(,l+p  +  p'+-+p''){i+q  +  q'  +  ...q?){l+r  +  r"-  +  -ry)-. 

Un  terme  quelconque  de  ce  produit  est  de  la  forme  p^'q^'r^'  ...  et  nous 

pouvons  poser 

dt  =p^'qFrV  ...; 
d'ovi 

La  somme  des  valeurs  de  q?  pour  tous  les  diviseurs  de  n  sera  aussi  égale 
au  produit 

[i+9W  +  9(p')H I-9M]  [i+^W  +  tC^')-! 1-9(^^)]-; 

mais,  la  première  parenthèse  a  pour  valeur 

De  même, les  autres  parenthèses  représenteront  respectivement  ç^,r^,..  J^. 
Par  conséquent,  il  vient 

9(^0 +  9(^2)  H h9(c^m)  =  p"gM  "'  =  n. 

Le  nombre  12,  par  exemple,  admet  comme  diviseurs  les  entiers 

I,     2,     3,     4,     5,      12; 
mais,  on  a 

cp(i)=i,     9(2)=!,     9(3)  =  2,     (p(4)=-2,     (p(6)==2,    9(i2)  =  4; 
ce  qui  donne 

9(0 +  9(2) +  9(3)+ 9(4) +  9(6) +  9(12)=  12. 
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En  terminant,  il  sera  utile  de  mettre  ici  en  tableau  les  premières  valeurs 
de  la  fonction  9  et,  à  côté,  les  nombres  qui  leur  correspondent.  On  constate 
que  9  ne  passe  pas  par  tous  les  nombres;  ainsi,  il  n'existe  aucun  nombre  n 
dont  l'indicateur  soit  égal  à  14,  par  exemple,  ou  17,  ou  34,  etc. 


(p{n) 

n 

1 

I,  2. 

9 

3,  4,  6. 

4 

5,  8.  10,  12. 

e 

7,  9,  14,  18. 

s 

15,  16,  20,  24,  30. 

to 

Il,  22. 

t% 

13,  21,  26,  28,  36,  42. 

16 

^7^  32,  34'  40»  48,  60. 

^ 

18 

^9»  27,  38,  54. 

90 

25.  33.  44,50»  66. 

1 

!SS 

23»  46. 

!S4 

35,  39»  45.  52,  56,  70>  72,  78,  84,  90. 

98 

29,  58. 

30 

31,  62. 

39 

51,  64,  68,  80,  96,  102,  120. 

36 

^7i  57 f  63»  74»  7^5  108,  114,  126. 

40 

41»  55*  75*  82,  88,  100,  iio,  132,  150. 

18îf.  Nombres  congrus  pour  un  module^  Lorsque  deux  entiers  a  et  6, 
positifs  ou  négatifs,  sont  tels  que  leur  différence  a  —  5  est  divisible  par  un 
troisième  nombre  m^  on  dit  qu'ils  sont  congrus  ou  éqidvalents  par  rapport 
à  m,  et  ce  dernier  s'appelle  module.  On  exprime  algébriquement  cette 
propriété  par  l'égalité 

a —  h 

=  nombre  entier, 


m 


ou,  par 


a  =  6  ±  un  multiple  de  m. 
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Pour  abréger,  Gauss  a  employé  la  notation 

a  =  b     (mod.  m) 
admise  aujourd'hui,  et  cette  formule  se  nomme  congruence.  D'après  cette 
définition,  on  peut  écrire 

17  =  2     (mod.  5),         9  =  —  5     (mod.  7),  16  =  0     (mod.  8) 

puisque  17  —  2  est  divisible  par  5,  9  -|-  5  par  7,  et  16  par  8.  La  formule 
de  Gauss  doit  se  lire  :  a  congru  à  b  pour  le  module  m. 

Divisons  un  nombre  a  par  m  ;  en  appelant  q  le  quotient  et  r  le  reste, 

il  vient 

a==qm-\-r 

et  r  est  compris  entre  o  et  m.  Mais,  on  a  aussi 

ft  =  (g  -|-  i)m  —  {7)1  —  r), 

c'est-à-dire,  qu'en  augmentant  le  quotient  d'une  unité,  on  doit  prendre  pour 

le  reste  —  (m  —  r).  Si  r  =  — >  m  —  r  a  aussi  pour  valeur  —  ;  mais,  si  r  est 

2  2 

plus  grand  que  —j  m  —  r  est  inférieur  à  —  •  Il  en  résulte  qu'un  nombre 

quelconque  admet  toujours  un  reste  positif  ou  négatif  moindre,  en  valeur 

absolue,  que  la  moitié  du  module.  On  l'appelle  reste  ou  résidu  minimum. 

Observons  que,  r  étant  le  reste  de  la  division  de  a  par  m,  a  —  r  est 

divisible  par  m,  et  l'on  peut  toujours  écrire  pour  chaque  nombre 

a^r    (mod.  m). 

Par  une  extension  du  mot  reste,  les  nombres  a  et  6  de  la  formule 

a=.b     (mod.  m) 

s'appellent  quelquefois  résidus  l'un  de  l'autre    pour  le  module  m. 

H  importe  d  enumérer  les  transformations  élémentaires  que  l'on  peut  faire 

subir  aux  congruences.  En  premier  lieu,  si  deux  nombres  sont  congrus  à  un 

troisième  pour  le  même  module,  ils  sont  congrus  entre  eux;  en  d'autres 

termes,  les  congruences 

a  =  c     (mod.  m),         b^c    (mod.  m) 

entraînent  la  suivante  : 

a  =  b    (mod.  m); 

car,  si  les  quotients 

a  —  c       b  —  c 


t 


m  m 

sont  entiers,  il  en  est  de  même  de  leur  différence. 


—  389  — 

Addition  et  soustraction.  Etant  données  les  congruences  de  même  module 

a^h     (mod.  ^«),         a' ^^h'     (raod.  w), 
on  aura  aussi 

a:ha^  =  bdcb'     (mod.  wi). 

En  effet,  si  on  ajoute  et  si  on  retranche  les  quantités 


a  —  b       a'  —  b 


f 


m  m 

qui  sont  des  nombres  entiers,  il  vient 
a  —  &  ±  (a'  —  b') 


m 
c'est-à-dire, 


nombre  entier, 


î 


a  ■\- a'  ^b -\' b\     a  ^  a'  =  b  —  &'  (mod.  m). 

Multiplication,  élévation  aux  puissances.  On  peut  multiplier  les  deux 
termes  d'une  congruence  par  un  nombre  quelconque  n;  car,  si  l'on  a 

a  =  b    (mod.  7?î), 

a  —  b  ,  .         .     .        n  (a  —  6)    , 

est  un  nombre  entier,  ainsi  que ;  donc 

m  m 

na=nb    (mod.  m). 
Les  congruences 

a=b     (mod.  m),         a'  =  b'     (mod.  m) 

sont  équivalentes  aux  égalités 

a  =  6  -j-  un  multiple  de  w, 
a'  =  b'  ~\-  un  multiple  de  m. 

En  les  multipliant,  il  vient 

flft'  =  bb'  -{-  un  multiple  de  w, 
c'est-à-dire, 

aa'  =  bb'     (mod.  m). 

Si  l'on  a  encore  une  troisième  congruence  de  même  module 

ft"  =  b"     (mod.  m), 
on  écrit  aussi 

a"  =  6"  -|-  "^  multiple  de  m. 
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Par  la  multiplication  de  cette  égalité  avec  la  précédente  on  trouve 

aa'a"  =  hVh^'  ■\-  un  multiple  de  m\ 
donc, 

aa'a"  =  bb'b"     (mod.  w), 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  donc  permis  de  multiplier  entre  elles  les  congruences 
de  même  module. 

En  posant  a  =  a'  =  a",  6  =  6'  =  6",  on  a  aussi 

a' =  6'     (mod.  ;;i),         a^  =  b'     (mod.  m) 

et,  en  général, 

a^^^k     (mod.  7n). 

Division.  Pour  diviser  les  deux  termes  d'une  congrucnce  par  un  nombre  ?î, 
il  faut  que  ce  nombre  soit  premier  avec  le  module.  Soit  la  congruence 

na  =  n6    (mod.  m), 

et  k  un  entier;  on  peut  écrire 

na  =  nb  -\-km; 


d'où 


km 
a  =sb  -\ 

71 


Si  n  est  premier  avec  m,  il  faut  que  A;  soit  divisible  par  w;  nous  aurons 
ainsi 

a  ==  6  -j-  un  multiple  de  m, 
ou  bien 

a  =  6    (mod.  m). 

Quand  il  existe  un  facteur  commun  entre  n  et  le  module,  on  peut  remplacer 

la  fraction  —  par  la  fraction  — r  obtenue  en  supprimant  le  facteur  commun  ; 
n  n' 

il  vient  alors 

a  =  b  -f-k—;  f 
n 

et  A:  devrait  être  divisible  par  n';  il  en  résulterait  alors  une  congruence  d'un 
autre  module  m\ 

Nous  allons  faire  l'application  de  ces  propriétés  à  la  démonstration  de  deux 
théorèmes  importants  de  la  théorie  des  nombres  :  le  théorème  de  Fermât  et 
celui  de  Wilson. 


J 
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189.  Théorème  de  Fermât.  Si  p  est  un  nombre  premier  et  a  un  nombre 
quelconque  non  divisible  par  p,  la  différence  a^~^  —  i  est  un  multiple  de 
p,  c'est  à'dire  que  Von  a  la  congruence 

flP-i  =  I     (mod.  p). 

En  effet,  nous  avons  vu  que  les  entiers  de  la  suite 

a,     2a,     3a,     4«,     ...,     (p—  i)a 

donnent  pour  résidus  relativement  à  p  les  nombres 

I,     2,     3,     4,     ...,     p—i 

dans  un  certain  ordre.  Chaque  nombre  de  la  première  suite  est  donc  congru  à 
un  certain  nombre  de  la  seconde  suivant  le  module;?;  par  suite,  le  produit 
des  premiers  nombres  sera  congru  au  produit  des  autres  et  l'on  a  : 

a  .  2ft  .  3»  .  ...  (p  —  i)ft  =  I  .2  .  3  ...  jo  —  I     (mod.  p) 
ou  bien 

ftP~'  (i  .  2  .  3  ...  jo  —  i)=  I  .  2  .  3  ...p  —  I     (mod.;^). 

Si  on  divise  par  le  produit  i  .2.3.../) —  i  qui  est  premier  avec  le 

module,  il  vient 

aP~^  =  I     (mod.  p), 

II  résulte  de  cette  propriété  que,  si  a  est  un  entier  quelconque,  et  p  un 
nombre  premier,  la  différence  a^  —  a  est  divisible  par  p;  car,  on  a  : 

aP  —  a  =  a{a^~^  —  i)  ; 

si  ;)  divise  a,  la  propriété  a  lieu;  si  jo  ne  divise  pas  a,  il  divise  alors  le 

second  facteur. 

Le  théorème  de  Fermât  est  susceptible  de  généralisation.  Désignons  par  a 

et  m  deux  nombres  premiers  entre  eux  et  par  \ç{m)  l'indicateur  de  m;  on  a 

aussi 

a9<'")  =  i     (mod.  w). 

Pour  le  démontrer,  représentons  par 

(a)  I,     6,     c,     dy     ...,     / 

les  nombres  premiers  à  m  et  plus  petits  que  m;  en  multipliant  par  a,  il  vient 

((5)  a,     ab,     aCj     ad,     ...,     al 

et  aucun  de  ces  nombres  n'est  divisible  par  m,  puisque  a  est  premier  à  m 
et  b,  c,  d  ....  inférieurs  à  m.  Si  on  les  divise  par  w,  tous  les  résidus  seront 
différents;  car,  en  admettant  que  les  nombres  ac  et  arf,  par  exemple,  divisés 
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par  m  donnent  le  même  reste,  leur  différence  a{c  —  d)  serait  divisible 
par  w,  ce  qui  est  impossible;  on  obtiendra  donc  ^[m)  résidus  différents  qui 
seront  précisément  les  termes  de  la  suite  (a).  Chaque  nombre  de  ()S)  est 
congru  à  un  certain  nombre  de  (a),  et  le  produit  des  nombres  de  la  seconde 
suite  sera  congru  au  produit  des  nombres  de  la  première.  Il  vient  donc 

a  .  ah  .  ac  ...  al  =  h  .  c  .  d  ..,  l     (mod.  nt)f 
ou  bien, 

a'^^^'^Q)  .c.d,..l)  =  {b.c.d  ...  l)     (mod.  m)  ; 

En  divisant  par  le  produit  b  .  c  .  d  ...  l  qui  est  premier  à  m,  il  reste 

Donc,  si  a  et  m  sont  premiers  entre  eux,  la  di/férence  a^'^"'^  —  i  est 
divisible  par  m. 

18B.  Théorème  de  Wilson.  Si  p  est  un  nombre  f  rentier,  la  somme 
I  .  2  .  3  ...  (p  —  i)-\-  i  est  divisible  par  p,  c'est'à-dire  que  l'on  a  : 

I  .  2  ,  ^  ...  (p  —  i)-|-iEEo     (mod.  p). 
En  effet,  considérons  la  suite  des  nombres  inférieurs  à  p 
(y)  I,     2,     3,     4,     ...,     p~i, 

et  soit  71  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Formons  avec  7i  la  seconde  suite 

0)  n,     in.,     3%,     4%,     ...,     [p  —  i)n. 

Tous  ces  nombres  divisés  par  p  donnent  pour  résidus  ceux  de  la  première 
suite;  un  seul  sera  congru  à  l'unité;  désignons-le  par  kn-,  on  aura 

kti  =  I     (mod .  p) . 

Les  nombres  k  et  n  sont  différents  l'un  de  l'autre  à  moins  que  7i  soit  i  ou 
p  —  I,  les  termes  extrêmes  de  la  suite  (y).  En  effet,  posons  k^-=  n;  confor- 
mément à  la  congruence,  la  différence  n^  —  i  ou  {n  —  i)  {n  -|-  i)  doit  être 
divisible  par  p,  et  cela  n'est  possible  que  pour  ?^  =  i  ei  7i  =  p  —  i.  Il  en 
résulte  qu'en  laissant  i  et  jo  —  i,  les  autres  nombres  de  la  suite  (y)  sîivoir  : 

2,     3-     4'     5»     •••»     P  —  2 
peuvent  se  grouper  deux  à  deux  de  manière  que  le  produit  des  nombres  de  - 
chaque  groupe  soit  congru  à  l'unité  ;  en  multipliant  les  congruences  corres- 
pondantes à  tous  les  groupes,  il  viendra 

2.3.4...P  —  2=1     (mod,  p) 
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ou  bien, 

I  .  2  .  ^  ...  (p  —  2)  (p  —  i)  =  p  —  I      (mod./)), 

c'est-à-dire, 

I  .  2  .  3  ...  (/)  —  i)  =  — I     (mod.p); 

donc  le  théorème  est  démontré. 

190.  Des  comjruences  en  général.  Les  congruences  proprement  dites 
renferment,  comme  les  équations,  une  ou  plusieurs  inconnues.  Soit  x  une 
inconnue;  il  y  a  lieu  d'étudier  les  congruences  de  différents  degrés  par 
rapport  à  a?,  telles  que 

ax-\-h=:0^     (mod.  w), 
ax^  -\-hx-\-c^:Oj     (mod.  w), 
et,  en  général, 

F(a?)  =  ftû^"  -\-  «lic""'  4"  •  ••  -j-  Cin-\x  -|-  »n  =  o     (mod.  w), 

les  coefficients  étant  des  nombres  entiers. 

On  dit  qu'un  nombre  entier  iCi  est  racine  de  la  congruence 

F(a?)  ^o     (mod.  w), 

lorsque  le  résultat  correspondant  F(a?i)  est  divisible  par  le  module.  Ainsi,  la 

congruence 

3a?  —  1=0     (mod.  5) 

admet  la  racine  x  =  2,  et  la  congruence  du  second  degré 

x"^ -\- $x  —  3  =  0     (mod.  7) 

est  satisfaite  pour  a?  =  3. 

Supposons  que  X{  soit  racine  de 

F(â?)  =  o     (mod.w); 
il  viendra 

F(i(?i)  =  o     (mod.  m). 

Or,  quel  que  soit  l'entier  A,  on  aura  aussi 

F  {Xi  '\-  km)  =  o     (mod.  m)  ; 
car.  si  on  développe  le  premier  membre,  on  trouve 

Y[x^-\-km)==Y(xy)-\-kmY'(x,)-\ F''(a?,)+... 

Comme  le  module  m  est  facteur  dans  tous  les  termes  à  partir  du  second, 
si  F(iCi)  est  divisible  par  m,  il  en  sera  de  même  de  F(a?i  +A7?i).  Donc,  étant 
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donnée  une  racine  de  la  congruence,  on  en  déduit  une  infinité  d'autres  par 
la  formule 

X  =  Xi  -\-km 

où  A'  est  un  entier  quelconque.  On  peut  toujours  déterminer  k  de  manière 
que  la  valeur  de  x  soit  comprise  entre  o  et  m,  et  c'est  celle-ci  que  l'on 
considère  seulement;  on  fait  abstraction  de  toutes  les  autres  valeurs  qu'on 
regarde  comme  équivalentes  à  la  première. 

D'après  cette  remarque,  on  regarde  comme  racines  d'une  congruence 

F(a?)  =  o     (mod.  m) 

les  valeurs  de  x  inférieures  au  module  pour  lesquelles  F(^)cst  divisible  par  m. 

Il  importe  de  faire  remarquer  immédiatement  qu'il  est  toujours  possible 

de  transformer  une  congruence  de  manière  que  ses  coefficients  soient  compris 

entre  o  et  m  ou  bien  encore,  entre et  -1 —  «En  effet,  on  peut  remplacer 

2  2 

la  congruence 

«oic'*  -|-  aia?""'  -{-  '•'-\-an^o     (mod.  m) 
par 

«oa?**  -|-  «lit?""'  + \-  Œn  —  m  ibox""  +  hiX'^~^  -f- [-  6„)  =  o  (mod.  w), 

ou  bien 

[ao  —  m&o)a?'*-|-  {ct'ï  —  mbi)x*'~^  -|-  •••  +  an  —  mbn  =  o     (mod.  w), 

et  les  coefficients  bm  6i  •••  sont  quelconques.  Désignons  par  qo,  Qi  •••,  ?'o,  ?'i,  •• 
les  quotients  et  les  restes  des  coefficients  ao,  at,  «2,  •••  divisés  par  m  et  rem- 
plaçons les  coefficients  b  par  les  quantités  q;  on  aura 

[ao  —  mgo)^**  -}-  (^i  —  mgi)a?"~*  -|-  •  •  •  -f-  f*n  —  mqn  =  o     (mod.  w), 

c'est-à-dire 

rox'' -{-rix^~^ -\- *" -{-Tn^o    (mod.  m). 

■r  .  /  .  m     .  m 

Les  quantités  r  sont  comprises  entre  o  et  m  ou  entre >  -4 —  en 

2       '    2 

employant  les  restes  négatifs.    Comme  exemples  de  cette   transformation, 

soient  les  congruences 

1237a?  —  4096  =  0     (mod.  27), 
I  yx^  -j-  ï 20?^  -j-  2557^  -|-  200?  -[-  49  =  o     (mod.  1 2). 
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En  divisant  les  coefficients  d'un  côté  par  27  et  de  l'autre  par  12,  les  restes 
permettent  de  les  ramener  aux  deux  suivantes  : 

—  50;  -]-  8  ~  o     (mod.  27), 
5x^-{-x*  —  4a;  4-1=0     (mod.  12). 
Remarquons  encore  qu'une  congruence 

ttox""  -}-  «ia?"~*  4" 1-  «H  =  o     (mod .  m) 

est  satisfaite,  quel  que  soit  a?,  lorsque  tous  les  coefficients  sont  divisibles 
par  m;  on  dit,  dans  ce  cas,  qu'elle  est  identique.  Au  contraire,  si  tous  les 
coefficients  excepté  le  dernier  «„  sont  divisibles  parle  module,  la  congruence 
est  impossible. 

Une  congruence  peut  être  impossible  dans  d'autres  circonstances.  On  a 

F(a?  +  w)  ~  V(x)  =  mr{x)  -] r'{x)  -\ ; 

la  différence  du  premier  membre  est  donc  divisible  par  m  et 

¥{x  -\-  m)  =  F  (a?)     (mod.  w). 

Les  restes  de  F(ic  -f-  m)  et  de  F(a7)  pour  le  module  m  seront  identiques;  il  en 
sera  de  même  pour  ^{x  '\-  i  -\-  m)  ç^i  ^  {x  ■\-  i),  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de 
là  qu'en  donnant,  dans  la  congruence 

F  (a?)  =  0     (mod.  m) 

à  X  toutes  les  valeurs  entières  possibles,  les  restes  des  résultats  correspon- 
dants pour  le  module  devront  faire  partie  de  la  suite 

o,      I,     2,     3,      4,      ...,      m—i- 

et  revenir  périodiquement  de  m  à  m.  Or,  en  général,  ces  restes  ne  reprodui- 
ront pas  nécessairement  tous  les  termes  de  cette  suite,  et,  par  conséquent, 
il  ne  sera  pas  toujours  possible  de  résoudre  en  nombres  entiers  une  con- 
gruence donnée.  Par  exemple,  pour  la  congruence 

x^  —  23?  + 3  =  0     (™od.  5), 

si  on  substitue  les  entiers  o,  i,  2,  3,  4  dans  le  premier  membre,  on  trouve 
les  résultats 

3,     2,     3,     6,      II 

dont  les  restes  pour  le  module  5  sont  : 

Z>     2,     3,      I,      I. 
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Pour  tous  les  entiers  positifs  ou  négatifs  substitués  à  a?,  les  restes  seront 
toujours  ceux  qui  précèdent;  la  congruence  proposée  est  donc  impossible 
puisqu'aucun  résultat  n'est  divisible  par  le  modale. 

Au  contraire,  la  congruence 

x^ — iix-}-30  =  o     (mod.  4) 

admet  les  racines  i  et  2.  Les  résultats  des  substitutions  o,  i,  2,  3  étant 

30,     20,     12,     6, 

il  Tient  pour  les  résidus  relativement  au  module  4, 

2,     o,     o,     2. 

Les  restes  des  divisions  des  coefiBcients  par  4  étant  i,  —  i,  2,  on  peut 
remplacer  la  congruence  donnée  par  x- -f- x -j- 2  =  o  et  on  arriye  encore 
plus  facilement  au  même  résultat. 

191.  Des  congruences  de  module  premier.  Soit  p  on  nombre  premier; 

la  congruence  linéaire 

ax  =  6     (mod.  yj 

n'admet  qu'une  seule  racine.  En  effet,  on  peut  toujours  supposer  que  a  et  b 

sont  inférieurs  au  module,   et,  dans  ce  cas,  on  sait  que  les  nombres  de  la 

suite 

a,     2a.     3a,     ...,     (p  —  i)ff 

ont  pour  résidus  relativement  à  p 

I,     2,     3,     ...,     b,     ...,     p— I. 

Il  n'existe  qu'un  seul  nombre  xa  de  la  première  suite  qui  soit  congru  au 
nombre  b  de  la  seconde;  donc,  la  congruence  proposée  ne  possède  qu'une 
racine.  Il  en  est  encorejainjiLJorsque  p  n'étant  pas  premier,  a  est  premier 
avec  p. 

Considérons,  maintenant,  la  congruence  de  Tordre  n 

(i)  'F{x)  =  a.x'^ -\-a,x*-^ -^ '" -\-a^,^o     (mod.p), 

p  étant  un  ni)mbre  premier;   elle  ne  peut  admettre   plus  de  71   racines. 
Supposons,,  en  effet,  qu'elle  ait  7i  -\-  i  racines  savoir  : 

«1»     ^-7.     y-it     •■  ,     ^-f-i» 
et  soit  :/.\  la  plus  petite.  Posons  • 

(a)  x  =  yJ^y,^. 
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La  transformée  en  y  aura  pour  terme  indépendant  F(ai)  qui  est  congru  au 
module;  en  le  supprimant,  la  congruence  en  y  sera  de  la  forme 


(2) 


y{h^if-'  -l-/;,7/»-2_] [-/^„_,)  =  o     (mod.;)). 


Elle  admet  autant  de  racines  que  la  proposée;  d'après  la  relation  (a),  ces 
racines  sont  : 


aa  -  a,,      «s  —  a, 


iS'-n-f  I   ÛC|  . 


Le  premier  membre  de  (2)  est  donc  divisible  par  /?,  si  on  remplace  y  par 
l'un  des  nombres 


a.2  —  ai,      «5  —  «1, 


a.n^x  —  a,  ; 


or,  ils  sont  premiers  à  p,  et  c'est  le  polynôme  entre  parenthèses  qui  doit  être 
divisible  par  />;  en  d'autres  termes,  ces  nombres  sont  les  racines  de  la  con- 
gruence 

^02/""'  +^1^'*"^  + h  ^«-1  ^o     (mod.  2^). 

Donc,  si  la  congruence  du  degré  n  possède  plus  de  n  racines,  on  peut  en 
déduire  une  autre  du  degré  n  —  i  ayant  plus  de  n  —  i  racines.  Par  une 
transformation  analogue,  on  trouvera  une  congruence  du  degré  n  —  2  ayant 
plus  ée  n  —  2  racines;  ainsi  de  suite.  On  arriverait  de  cette  manière  à  une 
congruence  du  premier  degré  qui  aurait  plus  d'une  racine;  ce  qui  est  impos- 
sible. Donc,  toute  congruence  de  module  premier  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dtuis  son  degré. 

Une  congruence  remarquable  de  module  premier  est  la  congruence  binôme 

ajP"'  —  1=0     (mod.  ;;). 

En  vertu  du  théorème  de  Fermât,  elle  est  satisfaite  par  tous  les  nombres 
de  la  suite 


I, 


;;—  I. 


Cette  propriété  fournit  une  nouvelle  preuve  du  théorème  de   Wilson, 
Considérons,  en  effet,  la  congruence 

[x —  i)[x  —  2)  ...[x  —  (p —  i)]  —  {x^-^  —  i)  =0     (mod.  7?); 

la  puisssance  xp~^  disparraissant  par  la  soustraction,  elle  est  du  degré  jo  —  2; 
mais  elle  est  satisfaite  par  les  jo  —  i  nombres 


I, 


p—  I 
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et  elle  doit  être  identique  ;  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  sont 
divisibles  par  p  ainsi  que  le  terme  indépendant;  on  a  donc 

i.2.^...{p —  i)-l-i=o     (mod.p). 

C'est  le  théorème  de  Wilson. 

Lorsque  le  premier  membre  d'une  congruence 

F(a?)  =  o     (mod./)) 

de  degré  inférieur  à  p  est  un  diviseur  de  l'expression 

x^-'  ^  i-\-pf(x), 

où  f(x)  est  aussi  d'un  degré  inférieur  à  p,  elle  admet  toujours  autant  de 
racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  so?i  degré  ;  car,  dans  cette  hypothèse,  on 
peut  poser 

içP-l  —  I  ^pf^x)  =  ¥{x)  .  (i)(x). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  divisible  par  p  lorsqu'on  remplace  x 
successivement  par  les  entiers 

I,     2,     3,     4,     ...,     p— i; 

il  en  résulte  que  le  congruence  de  degré  p  —  i 

'B(x) .  9(ic}  =  o     (mod,  p) 

admet  j9 —  i  racines.  Si  la  congruence  proposée 

F(a?)=o     (mod.p) 

avait  moins  de  racines  que  d'unités  dans  son  degré,  la  congruence 

9(a;)  =  o     (mod.jo) 

en  aurait  un  nombre  supérieur  à  son  degré  ;  ce  qui  est  impossible. 
Considérons  encore  les  congruences  de  module  premier 

F(a?)  =  o     (mod.p,)         f(x)^o     (mod.  jo), 

et  soit  D(x]  le  plus  grand  commun  diviseur  des  premiers  membres;  les 
racines  communes  des  congruences  seront  données  par 

D(£i?)  =  o     (mod.jo). 

Divisons,  en  effet,  F(a:)  par  f{x)  ;  appelons  Q  le  quotient  et  R  le  reste; 

on  aura 

FM  =  Q/-(a:)  +  R; 

mais,  pour  chaque  racine  commune,  F(a;)  et  f{x)  sont  divisibles  par  p\  J 
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donc  R  doit  l'ctre  aussi.  Les  congruences  proposées  admettront  les  mêmes 
racines  que  les  suivantes  : 

f{x)^o     (mod.jo),         R  =  o     (mod. /)). 

Par  la  continuation  de  ce  raisonnement,  on  arrive  évidemment  à  la  propo- 
sition énoncée. 

Remarquons,  en  terminant,  que  les  racines  d'une  congruence 

F(a?)  =  o     (mod.  7?) 

sont  inférieures  à  p;  elles  appartiennent  donc  aussi  à  la  congruence  binôme 

a;P~'  —  i=o     (mod.p). 

Par  conséquent,  pour  la  résoudre,  on  déterminera  le  plus  grand  commun 
diviseur  D  entre  r(^)  et  xp~^  —  i  ;  la  congruence 

D  =  o     (mod.p) 

admettra  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré,  puisque  D  est 
diviseur  de  œP~*  —  i  ;  ces  racines  appartiendront  à  la  congruence  proposée. 
1918.   Congruences  du  premier  degré  à  une  inconnue.  Une  congruence 
de  cette  espèce  peut  se  ramener  à  la  forme 

ax  =  b     (mod.  m). 

Nous  avons  vu  que,  dans  l'hypothèse  où  a  est  premier  avec  m,  elle  ne 
p^ossède  qu'une  racine.  En  désignant  par  y  un  nombre  entier,  on  peut 
remplacer  la  congruence  par  l'égalité 

ax  =^h  -\-  my  ; 
s'il  existe  un  facteur  d  commun  entre  a  et  m,  on  aurait  : 

a         b   .   m 

et  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  moins  que  d  ne  divise  h. 

Supposons  donc  que  le  plus  grand  commun  diviseur  ^  de  a  et  de  m 
divise  b;  la  congruence  réduite 

ax b 

admettra  une  seule  racine  Xi  ;  les  autres  valeurs  qui  satisfont  à  la  congruence 
proposée  seront  fournies  par  la  formule 


(mod.|^) 


m 

X^Xi  +-T^ 


—  400  — 


en  attribuant  à  k  les  valeurs   i,  2,  3,  ...  (5  —  i  ;  ce  qui   donne  d  racines 
inférieures  au  module,  savoir 


-    I 


•  5 


^1 


(5 


m. 


à'     ^'    '     à 
Soit,  par  exemple,  la  congruence 

9^  =  6     (mod.  15). 

Le  plus  grand  commun  diviseur  3  de  g  et  de  15  divise  6.  On  a  d'abord 

la  congruence  réduite 

3^  =  2     (mod.  5) 

dont  la  racine  est  4.  Les  racines  de  la  première  seront  donc 
4»     4  +  5  =  9»     4  +  10=14. 
Laissons  ces  cas  particuliers,  et  cherchons  une  méthode  de  résolution  de  la 

congruence 

ax  =  b     (mod.  m). 

lorsque  a  et  m  sont  premiers  entre  eax^  Elle  peut  être  résolue  de  plusieurs 

^~  ^  a  p 

manières.  Développons,  d'abord,  —  en  fraction  continue  ;  appelons -l'avant 

7n  q 

a 
dernière  réduite,  la  dernière  ayant  pour  valeur  —  •  On  a  la  relation  entre 


m 


deux  réduites  consécutives 


d'où  on  tire 

Donc,  il  vient 
ou  bien 


aq  — pm  =  ( —  i)**; 
aq  —  {~  i)n 


nombre  entier. 


m 


aq  =  ( —  i)"     (mod.  m), 
( —  i)"ag  =  I     (mod.  m), 


et  en  multipliant  par  6, 

«•( — iybq~b     (mod.  m). 
En  comparant  avec  la  congruence  proposée,  on  en  déduit  : 

X  =  ( —  lyhq^ 
c*est-à-dire,  x  =■  Iq^  si  le  rang  n  de  la  dernière  réduite,  est  pair,  et  x=  —  hq^ 
si  n  est  impair. 


-  /*oi   - 

Soit  à  résoudre  la  congrucnce 

31a?  E£  2     (mod.  13). 


On  trouve 


i+- 


et^  pour  les  réduites, 


.  +  - 


2        5        7        12       31 
_ ,      _ ,      _ ,     — ,     — 

I        2        3         5         13 


par  suite,  g  =  5  et,  comme  n  est  impair,  a?  =  —  2  .  5  =  —  10.  La  for- 
mule de  résolution  sera  donc 

X  =  —  10  -\-k  .  13. 

Si  on  pose  /c  ==  i,  il  vient  a?=  3  qui  sera  l'unique  racine  positive  plus 
petite  que  le  module. 

Soit  encore  la  congruence 

17a?  =  3     (mod.  39). 


On  a 


—  =  0  + 


39  ,1    I 


3  +  ^ 


^V- 


d'où  on  tire  pour  les  réduites 


o,       ->       -»      — -»       -    , 

2       7       16       39 

par  suite,   œ=  —  3X  16=  —  48.    Il  vient   ainsi    pour  la   formule  de 
résolution 

x  =  —à^^-\-k.  39. 

La  valeur  k  =  2  donne  a?  =  30  qui  est  la  racine  positive  plus  petite  que 
le  module. 

Lorsque  le  module  de  la  congruence  n'est  pas  considérable,  on  cherche 
directement  les  résidus  des  nombres 

ft,     2(1  y     3a,     4^,     (m  —  i)a. 

26 
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Si  ucL  est  celui  qui  donne  pour  reste  &,  on  aura  évidemment  x  =  (x. 
Ainsi,  pour  la  congruence 

170?  =  5     (mod.  9) 

on  trouve  que  le  nombre  4  X  ^7  admet  pour  reste  5;  donc,  a?  =  4  sera  la 

racine. 

De  même,  lorsque  le  coefficient  de  x  n'est  pas  un  nombre  très  grand,  on 
résoud  la  congruence  en  la  remplaçant  par  Féquation 

ax  =  b  zt  my; 

d'oii 

b  ±  my 

a 


X 


On  attribue  à  y  les  valeurs  i,  2,  3,4,  ...  jusqu'à  ce  que  le  numérateur 
soit  divisible  par  a.  Par  exemple,  la  congruence 

50?  —  8=0     (mod.  27) 


revient  à 
d'où 


53?  —  8  =  271/; 
8  +  272/ 


X  = 


En  posant  y=\,    on   arrive  au   but  et  l'on   trouve  a;  =  7.    Pour   la 
congruence 


il  faut  prendre 


70?=  100     (mod.  Il) 
100  —  iiy 


X  = 


Les  valeurs  i,  2,  3  pour  y  ne  conviennent  pas;  mais  en  posant  ?/  =  4,  on 
trouve  ic  =  8. 

De  même,  si  l'on  veut  résoudre  la  congruence 

380;  =  541     (mod.  17) 

011  les  coefficients  sont  considérables,  on  la  simplifie  d'abord  en  les  remplaçant 
parleurs  résidus  pour  le  module  17;  ce  qui  donne 

4^=  14     (mod.  17), 

et  en  divisant  par  2  qui  est  premier  avec  17, 

2^  =  7     (mod.  17). 
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On  en  déduit  la  formule 


X 


7+  172/ 


ou  bien 
c'est-à-dire 


et,  pour  t/  =  I ,  il  vient  a?  =  1 2 . 

Enfin,  il  arrive  parfois  que,  par  de  simples  transformations  sur  une 
congruence,  on  trouve  la  racine.  Soit  à  résoudre 

35a?  =  78     (raod.  97). 

Le  résidu  négatif  de  35  est  —  62,  et  on  peut  écrire 

—  620?  EE  78     (mod.  97), 
ou  bien 

—  31a?  =  39     (mod.  97). 

Ajoutons  celte  congruence  à  la  proposée;  on  trouve 

4a?  =  117     (mod.  97) 

4X  =  20     (mod.  97) 

a?  =5     (mod.  97);  y 

donc,  :r  =  5.  ^ 

ld3.  Congruences  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues.  Soit  à 
résoudre  le  système  suivant  : 

.         _  ^       (mod.  12). 

Si  on  retranche  membre  à  membre,  il  vient 

Sy  =  —  5     (mod.  12); 

de  sorte  que  l'on  peut  remplacer  le  système  proposé  par  le  suivant  : 

4a?  ?E  1  —  72/ 

(mod.  12). 

La  dernière  congruence  a  pour  racine  —  i  ou  11.  Par  la  substitution  de 
—-  i  k  y  dans  la  première,  il  vient 

4^1?  =  8     (mod.  12). 

Or,  dans  celle-ci,  il  existe  un  plus  grand  commun  diviseur  4  entre  le 
coefficient  de  x  et  le  module,  et  puisque  4  divise  8,  il  y  aura  quatre  racines. 
En  divisant  par  4,  on  trouve  la  congruence  réduite 

0?  =  2     (mod.  3); 


—  404  — 

< 
donc,  a:  =  2,  et  les  racines  de  la  première  seront  : 

Il  faut  y  ajouter  la  valeur  y  ==  —  i. 
En  second  lieu,  considérons  le  système 

4^  — 32/ +  7^  =  5» 

5x-\-    il/  — 32r  =  2,     (mod.  14). 

iT  -  41/  —    z=  I, 
La  troisième  donne 

x^i-\-^y-\-z     (mod.  14). 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  on  trouve 

i^y-\-  nz=  i  .      .       . 

,        _  (mod.  14), 

ou  bien 

,       ^  (mod.  14). 

72/  +  2^  =  — 3, 

La  première  peut  s'écrire 

2/  =  —  I  —32:     (mod.  14), 

et,  en  vertu  de  celle-ci,  la  seconde  devient 

52=  —  4     (mod.  14). 
On  substituera  au  système  proposé  le  suivant  : 

0?  =  I  +  42/  +  ;?, 

1/  =  —  I  —  3Z,      (mod.  14). 

52^  =-4- 
La  dernière  revient  à 

5^=10     (mod.  14),     ou     z^Q.     (mod.  14); 
par  suite,  z  =  2.  La  seconde  congruence  donne  ensuite,  y  =  —  y  ou  -f-  7, 
et  la  troisième,  a?  =  3. 

194.  Résidus  des  puissances  d'un  nombre.  Etant  donné  un  nombre  a, 
cherchons  les  restes  des  différents  termes  de  la  suite 

(a)  a,  a%a',  a*,  ...  ft",  ft"'^'',  ...  ^ 

par  rapport  à  un  nombre  premier  impair/)  qui  ne  se  trouve  pas  dans  a.  Pour 
les  calculer,  il  n'esl  pas  nécessaire  de  déterminer  ces  puissances;  on  sait  que, 
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si  r  est  le  résidu  de  a'",  le  résidu  de  »'"+•  sera  le  reste  de  la  division  du 
produit  ar  par  j).  D'après  cette  règle,  si  on  cherche  les  restes  des  puissances 
des  nombres  2,  4,  8,  g  pour  />  =  13,  on  trouve 

2»,     29,    2'%     2",    2", 

9'    5»    10.    7^     I- 


Puissances  : 

2, 

2%    2% 

2*,    2%    2^, 

2% 

Résidus  : 

2, 

4,     8, 

3'    6,    12, 

II, 

Puissances  : 

4. 

4%  4% 

4%  4%  4^ 

Résidus  : 

4» 

3»    12, 

9,     10.     I. 

Puissances  : 

8, 

8\  8', 

8*. 

Résidus  : 

8, 

12,  5, 

I. 

Puissances  : 

9. 

9%   9'' 

Résidus   : 

9» 

3^     I- 

On  s'arrête  dans  ce  tableau  à  la  puissance  qui  donne  l'unité  pour  reste; 
nous  allons  démontrer  que,  pour  les  puissances  plus  élevées,  les  restes  se 
reproduisent  dans  le  même  ordre. 

Les  divers  termes  de  la  série  (a)  sont  premiers  avec  p  et  aucun  résidu  ne 
sera  égal  h  zéro;  mais,  on  ne  peut  trouver  que  p  —  i  restes  différents; 
donc,  il  y  aura  nécessairement,  dans  cette  suite  indéfinie,  deux  puissances 
af^  et  «"^^^  qui  donneront  le  même  reste  et  pour  lesquelles  on  peut  écrire 

a'^'^f^^a^-     (mod.p). 

Si  on  divise  par  af^  qui  est  premier  avec  le  module,  on  a 

ft"  =  I     [mod.p). 

Par  conséquent^  il  existe  toujours  une  puissance  qui  admet  le  reste  i  pour 
le  module  p  ;  mais  il  peut  y  en  avoir  plusieurs  jouissant  de  la  même  propriété. 
Désignons  par  g  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  on  a 

a!^  ^  I     (mod.  p). 
Les  puissances 

I,     a,     a"^,     ft',     a*,     .,.,     a^~* 

donneront  des  résidus  tous  différents;  comme  on  a  : 

a'J^i,     ft''"^'  =  a,     a3^^z:a^,     etc. 

les  restes  des  puissances  suivantes  vont  se  reproduire  dans  le  même  ordre 
jusqu'à  a^3  qui  sera  aussi  congru  à  l'unité,  etc.  Les  diverses  puissances 

a^,     a'^3,     a^3.     a*^,     ... 

donnent  pour  résidu  l'unité;  or,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a  : 

ftP~' =  I     (mod.p); 
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par  suite,  il  faut  que  p  —  i  soit  un  multiple  de  g.  Dans  l'hypothèse  oii  g  est 
l'exposant  minimum  pour  lequel  a»  E5  i  (mod.  p),  on  dit  que  le  nombre  a 
appartient  à  l'exposant  g  pour  le  modale  p;  pour  abréger,  on  dit  aussi 
que  g  est  le  gaussien  de  a  pour  le  module/).  D'après  la  remarque  précédente, 
le  gaussien  d'un  nombre  a  pour  le  module  p  est  toujours  un  diviseur 
de  p  —  I . 

On  vérifie  cette  propriété  par  le  tableau  dans  lequel,  pour  le  module  13, 
le  gaussien  de  2  est  12,  celui  de  4  est  6,  celui  de  8  est  4  et  celui  de  g  est  3. 

Lorsque  g  est  le  gaussien  de  a,  on  a 

a^  =  r     (mod.  p)\ 
par  suite,  a  est  une  racine  de  la  congruence  binôme. 

x^  =  I     (mod.  p). 

Il  en  sera  de  même  d'une  puissance  quelconque  de  a  et  de  son  résidu. 
En  effet,  soit  k  l'un  des  nombres 

1.     2,     3,     4,     ...,     g—  i\ 

si  on  élève  la  congruence  a^^i  (mod.  p)  à  la  puissance  /t,  il  vient 

a^^'^i     (mod.jo),       ou       {a^y^ii     (mod.p); 

donc,  a^  est  racine  de  la  congruence  binôme.  Désignons  par  r  le  résidu  de  a*; 
on  aura  :  a'''=:r  (mod.  p),  et  en  élevant  à  la  puissance  g 

r3  E^i     (mod.  p)^ 

et  r  est  aussi  racine  de  la  même  congruence. 

Il  en  résulte  que  les  racines  de  la  congruence  binôme 

x^^lI     (mod.  p) 

seront  les  différents  termes  de  la  suite 

I,     a,     a%     a',     ...,     a3~^ 

ou  les  résidus  de  ces  puissances. 

Par  exemple,  on  prend  pour  les  racines  de 

x^^=.  I     (mod.  13), 

tous  les  restes  depuis  i  jusqu'à  12  inclusivement,  et  pour  la  congruence 

x^  =  I     (mod.  13), 
les  nombres 

I,     5>     8,     12; 

car  12  est  le  gaussien  de  2  et  4  le  gaussien  de  8. 
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Lorsque  le  degré  ti  d'une  congrucnce  binôme 

x""  =  j     (mod.  p) 

est  premier  avec  p  —  ly  il  n'existe  aucun  nombre  différent  de  l'unité 
appartenant  à  l'exposant  n  pour  le  module  /?,  et  celle  congruence  n'a  pas 
d'autre  racine  que  l'unité.  Dans  l'étude  des  congruences  binômes,  il  suffit 
de  considérer  celles  dont  le  degré  divise  p  —  i. 

Désignons  donc  par  g  un  diviseur  de  p  —  i,  et  soit  a  un  nombre  qui  a  g 
pour  gaussien  relativement  au  module  ;;.  Les  puissances 

a.      a^,      a%      ...     a^ 

représenteront  les  racines  de  la  congruence 

ic^  =  I     (mod.  p). 

S'il  existe  un  autre  nombre  apparlenant  à  l'exposant  g,  il  doit  être 
congru  à  l'une  de  ces  puissances.  Parmi  celles-ci,  il  n'y  a  en  réalité  que 
les  puissances  dont  l'exposant  est  premier  avec  g  qui  appartiennent  à 
l'exposant  g;  les  autres  appartiennent  à  un  exposant  moins  élevé.  En  effet, 
soit  k  un  nombre  premier  avec  g\  dans  ce  cas,  on  peut  déterminer  un 
nombre  m  de  manière  à  satisfaire  à  la  congruence  du  premier  degré 

km  =  I     (mod.  g)^ 
et,  pour  cette  valeur  de  m,  on  aura 

^fcm  =  ^     (mod.  jo). 
Si  a*  appartenait  à  un  exposant  e  plus  petit  que  g,  on  aurait 
(ctJ'Y^i     (mod./)),       et       «♦"**=!     (mod.  jo); 
mais,  a"'*  =  a  (mod./));  par  suite,  il  viendrait 

a*  =  I     (mod.  p)  : 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que  g  est  le  gaussien  de  a  ;  il  faut  que  e^  g. 
Lorsqu'il  existe  un  facteur  commun  p  entre  k  et  g,  la  congruence 


(i)'., 


{mod,  p) 
est  identique  à  la  suivante 

(a'')P=ï     (mod.»), 

et  la  puissance  a*,  au  lieu  d'appartenir  à  l'exposant  g,    appartiendrait  à 

g 
l'exposant  -  pour  le  module  p. 

P 
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Par  conséquent,  parmi  les  puissances 

a,      a%      ,a\      ...,      a^ 

il  faut  seulement  prendre  celles  dont  l'exposant  est  premier  avec  g  pour 
avoir  les  nombres  qui  appartiennent  au  diviseur  g  àQ  p  —  i  ;  il  y  en  aura 
en  tout  (^ig),  cpig)  élant  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  g  et  non 
supérieurs  à  g. 

195.  Racines  prbnitives.  Prenons,  pour  diviseur  de  yj  —  i,  ce  nombre 
lui-même  ;  il  y  aura  (^{p  —  i  )  entiers  ayant  pour  gaussien  p  —  i ,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  (pfp  —  i)  nombres  tels  que  leur  {p  —  i)»^»»*  puissance  est  congrue 
à  l'unité  pour  le  module  p,  tandis  que  leurs  puissances  inférieures  ne  le 
seront  pas;  chacun  d'eux  est  une  racine  primitive  du  nombre  p.  Donc, 
si  l  est  une  racine  primitive  de  p,  les  puissances 

/,   /^   /^   ....   fr-' 

donneront  des  résidus  différents  qui  reproduiront  les  termes  de  la  suite 

2,     3,     4,     ...,     p  — I. 

Lorsqu'on  possède  une  racine  primitive  /  d'un  nombre  p,  on  obtient  les 
autres  en  formant  les  puissances  de  /  dont  les  exposants  sont  premiers 
avec  p  —  i:  nous  avons  vu,  en  effet,  que  ces  puissances  appartiennent 
au  même  exposant  que/.  D'après  le  tableau  des  restes,  pour  p=  13,  le 
nombre  2  est  une  racine  primitive  de  13  ;  ses  diverses  puissances  inférieures 
à  /)  —  I  donnent  les  résidus 

2,     3,      ....      12. 

Les  autres  racines  primitives  du  même  nombre  seront 

2%       2^        2'' 

puisque  S--  7^  ^  ^  sont  les  seuls  nombres  premiers  avec  12.  Or,  on  a  : 

2^  ^6,     2'=  II,     2"  =  7     (mod.  13), 

et  ce  sont  les  nombres  2,  6,  7  et  11  que  l'on  prend  pour  les  racines 
primitives  de  13. 

La  détermination  des  racines  primitives  repose  sur  la  proposition  suivante  : 

Si  deux  nombres  a  et  b  appartiennent  respectioe?nent  aux  exposants  m  et  n, 
leur  produit  appartient  à  l'exposant  mn,  lorsque  les  entiers  m  et  n  sont 
premiers  entre  eux. 
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Par  hypothèse,  on  a 

a"*~i,     b^'EEi     (mod.  p); 
par  suite, 

a^n^  I,     })'""=  I     (mod.  p), 
et 

(ah)'^''  ^  I     (mod   p). 

Il  reste  à  démontrer  que  l'exposant  m}i  auquel  appartient  ah  ne  peut  être 
plus  petit  que  m?i.  Soit  k  le  gaussien  de  ab;  on  aura 

{ab)''=i       et       (afe)"»''^!      (mod.  p), 
c'est-à-dire, 

^mfe^  l)mk=   j         (mod.  p). 

Or,    ft"**^^  I    (mod.  jo);   il  vient  donc 

^'"*^~  I     (mod  /)). 

Puisque  b  appartient  à  l'exposant  7i  pour  le  module  75,  l'exposant  mk  doit 
être  divisible  par  71;  ce  qui  exige  que  k  divise  ?i,  car  ?i  et  ni  sont  premiers 
entre  eux.  On  prouve  delà  même  manière  que  A;  doit  divisera;  donc  le 
gaussien  k  de  ab  ne  peut  être  inférieur  à  mn 

Ce  principe  étant  démontré,  proposons-nous  de  trouver  une  racine  primi- 
tive d'un  nombre  premier  p.  On  commence  par  faire  choix  d'un  nombre  a  se 
trouvant  dans  la  suite 

2,     3,     4,      ...,     p  —  i. 

Prenons  a  =  2,  par  exemple;  on  forme  les  résidus  des  puissances  de  a 
jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  reste  égal  à  l'unité;  on  détermine  ainsi  le  gaus- 
sien A;  de  a.  Si  A;  =  p  —  i,  a  est  une  racine  primitive;  si  A  <  p  —  i,  on 
prend  un  second  nombre  b  qui  ne  se  trouve  pas  parmi  les  restes  des  puis- 
sances de  a,  et  on  détermine  également  son  gaussien  A'.  La  suite  des  restes 
pour  le  nombre  a  renferme  tous  les  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  k 
et  aussi  ceux  qui  appartiennent  à  un  exposant  sous  multiple  de  k  11  en 
résulte  que  k'  ne  sera  pas  un  diviseur  de  k  puisque  le  nombre  b  ne  fait  pas 
partie  de  ces  restes;  mais  k'  pourrait  être  un  multiple  de  /c  et  6  appartiendrait 
ainsi  à  un  exposant  plus  élevé;  ce  qui  est  une  circonstance  favorable;  car  on 
cherche  un  nombre  qui  appartient  au  plus  grand  exposant  p  —  i . 

Admettons  que  k'  ne  soit  pas  un  multiple  de  A;,  et  déterminons  le  plus  petit 
commun  multiple  d  de  A;  et  k'  ;  partageons  ensuite  ô  en  deux  facteurs  h  et  li' 

k 

premiers  entre  eux,  et  tels  que  k  soit  divisible  par  h  et  k'  par  h' ;  alors  a^ 

kl  k         k^ 

appartiendra  à  l'exposant  li  et  b^'  à  l'exposant /i';  par  suite,  a^  .  a^'  appar- 
tiendra à  l'exposant  hh'  =  ^. 
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En  continuant  ce  procédé  qui  conduit  toujours  à  un  exposant  plus  élevé, 
on  arrivera  finalement  à  un  nombre  qui  appartiendra  à  l'exposant  p  —  i, 
c'est-à  dire  à  une  racine  primitive  du  nombre  jo. 

Comme  exemple,  cherchons  une  racine  primitive  de  103.  En  choisissant 
d'abord  «  =  2,  on  trouve,  pour  la  suite  des  résidus  des  puissances  de  2  pour 
le  module  103. 


2, 

4. 

8. 

16. 

32, 

64, 

25» 

50, 

100, 

97» 

91» 

79' 

55» 

7' 

14. 

28, 

56, 

9' 

18, 

36. 

72. 

41» 

82, 

61, 

19» 

38, 

76, 

49» 

98, 

93' 

83. 

63, 

23' 

46, 

92, 

81. 

59» 

15» 

30» 

60, 

175 

34» 

68, 

5Z^ 

66, 

29, 

58, 

13» 

26, 

52, 

Le  gaussien  de  2  est  51.  Le  nombre  3  ne  se  trouve  pas  permi  ces  restes. 
Prenons  donc  &  =  3  et  cherchons  les  résidus  des  puissances  successives  de  3 
pour  le  module  103.  On  obtient 


3» 

9» 

27» 

81, 

37» 

8, 

24 

72, 

10, 

30» 

90» 

64» 

89» 

•61, 

80, 

34' 

102, 

100, 

94» 

76. 

22, 

66, 

95» 

79» 
42, 

31» 

23» 

93» 
69, 

73. 
I. 

13. 

39. 

14» 

Le  gaussien  de  3  est  donc  34.  On  a 

51  ==3  X  17     et     34  =  2  X  17; 
le  plus  petit  commun  multiple  entre  A;  et  /:'  est  3  X  2  X  17=  1 02  =^  5 1 
On  peut  prendre  maintenant 

nombres  premiers  entre  eux  et  qui  divisent  51  et  34,  Le  produit 


il 

2'*  .  3 


1: 


=  2.3' 

appartient  à  l'exposant  51X2=  102,  et,  par  conséquent,  c'est  une  racine 
primitive  de  103.  Or,  d'après  les  derniers  résidus,  on  a  : 

3"  =  102     (mod.  103). 

La  racine  primitive  est  ainsi  2  X  102  =  204  et  comme 

204^101      (mod.  103), 

c'est  le  nombre  joi  qu'il  faut  choisir  pour  la  racine  primitive  de  103. 
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i.a  méthode  pour  trouver  les  racines  primitives  exige  souvent  des  calculs 
très  laborieux.  On  a  construit  des  tables  qui  donnent  la  plus  petite  racine 
primitive  des  nombres  premiers  jusqu'à  une  certaine  limite.  Nous  terminerons 
ces  notions  sur  la  théorie  des  nombres  par  un  tableau  renfermant  la  plus 
petite  racine  primitive  des  nombres  premiers  plus  petits  que  200. 


Nombres. 

1 
3           5 

7 

i[ 

13 

17 

19 

23 

29 

Rac.  prim. 

2 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

5 

2 

Nombres. 

31 

1 
37 

41 

43         47          53 

1 

59 

61 

67 

Rac.  pi'im. 

3 

1 
2 

6 

3 

5 

2 

2               2 

2 

Nombres. 

71 

73 

79 

83 

89 

97 

lOI 

103        107 

Rac.  prim. 

7 

5 

3 

2 

3 

5 

2 

5 

1 

2 

Nombres. 

109 

113 

127 

131 

137 

139 

149 

151 

157 

Rac.  prim. 

6 

3 

3 

2 

3 

2 

2 

6 

5 

Nombres. 

163 

167 

173 

179 

181 

191 

193 

197 

199 

1 

Rac.  prim. 

2 

5 

2 

2 

2 

19 

5 

2 

1 
3 
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INTRODUCTION. 


A   LA 


THÉORIE  DES  FORMES  ALGÉBRIQUES 


CHAPITRE  I. 

DÉFINITIONS.  FORMES  LINÉAIRES  ET  QUADRATIQUES. 
FORMES  CANONIQUES. 


DÉFINITIONS.     EXPRESSIONS     DES     FORMES.     TRANSFORMATIONS     LINÉAIRES. 

196.  On  donne  le  nom  de  for?ne  à  toute  fonction  algébrique  homogène 
considérée  en  elle-même,  indépendamment  de  l'équation  qui  en  résulte  en 
l'égalant  à  zéro.  On  distingue  les  formes  binaires,  ternaires,  quater- 
naires,  etc.,  suivant  que  la  fonction  homogène  renferme  deux,  trois,  quatre 
variables,  etc.  On  dit  aussi  qu'une  forme  est  quadratique,  cubique,  quarti- 
que,  quintique  eic.f  si  elle  est  du  second,  du  troisième,  du  quatrième,  du 
cinquième  degré,  etc.  Nous  représenterons  les  variables  par  une  même 
lettre  x  affectée  des  indices  i,  2,  3,  4,  .  .,  et  nous  allons  indiquer  d'abord 
la  manière  d'écrire  une  forme  quelconque. 


i 
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Une  forme  binaire  de  Tordie  n  renferme  les  différents  termes  du  dévelop- 
pement 

(x,  +  x,Y  =  a?7  +  nx^l-'x,  -\- -^ -x\-'x\  4 \- xy, 


I    .   2 


son  expression  sera  complète  en  y  ajoutant  des  coefficients  ao,  «i,  ...««; 
il  vient  donc  pour  l'expression  de  la  forme  binaire  de  degré  n 

,  n{n  —  i)  „ 

f  =  a^xl  +  na^x^-^x^  -\ a^x'l-^xi  -|-  .  .  4-  wa„_iiP,a?^-*  +  ft„a?^. 

Par  exemple,  les  formes  binaires  quadratique,  cubique,  quartique,  quin- 
tique  s'écrivent  comme  suit  : 

aç^x\  -\-  ^a^x]x^  +  ^%x\x\  -\-  ^a^x^xl  +  a^x\, 
a^,x\  -\-  5a,a?J^2  +  loa^x^xl  -\-  ioa^x\x\  -\-  ^a^x^x\  -\-  a^xl- 

Le  nombre  des  termes  de  la  forme  binaire  générale  est  n-\-  i.  -^^        "^ 
L'expression  de  la  forme  ternaire  de  l'ordre  n  se  déduit  du  développement 

{X\  -\-X2-\-  XiY  =  [Xi  -\-  X2Y  +  ^K^i  +  X2)"-^X% 

+  \  ^  ^  {x^ + x2Y-'x\  +  •  •• + ^^ 

dont  le  nombre  de  termes  est  donné  par 

(«+!)  +  (>»)+(«-  1)+.-  +3  +  2+  '='""^f^""^^^- 

Après  avoir  effectué  le  développement  du  second  membre,  il  reste  à 
ajouter  des  coefficients.  Pour  les  formes  quadratiques  et  cubiques,  les 
coefficients  se  désignent  généralement  par  une  même  lettre  a  portant  deux 
ou  trois  indices  correspondant  aux  variables;  on  écrit  donc 

f=  a, ,  ^x1  -}-  c^222^2  4"  ^535^3  ~r  3*1 12^1^2  ~r  3*1 15^'i^ô  4~  3*i  2-2^2^1 

+  3*223^2^3  +  3*.  33^5^1    +  3*233^5^2  4"  ^^^ iiô^ i^i^Z' 

Considérons  encoje  le  développement 

(xi-\-X2-\-Xs']-XiY=  (^1  +^2  +^3j"  -i-fiixi  +ir» +a?j)"-  'a?-,  -] [-xf 


-<f 
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après  les  calculs,  le  nombre  de  termes  sera  représenté  par 

{n  -f-  i)  (w  +  2)       n{n  -\-  i)       jn—  i)n  3.42.3,1.2 

2  2  2  '222 

ou  bien 

-;[(«+!)(«  +  I  +  !)+«(» +I)  + (»-!)(«-  1  +  1)+.. .  4- 

2(2+0  +  1  +  1] 

c'est  à-dire, 
llin  +  ly  -{-n^  +   "  +2'  +  !']-{'  {[(n  +  i)  +  n  +    ••  i-  2  +  i]. 
Par  l'application  des  formules  du  n®  85,  cette  expression  se  réduil  à 

{n-{-i){n  +  2)(n+  z) 
1.2.3 

Ce  sera  le  nombre  de  termes  de  la  forme  quaternaire  de  l'ordre  n  dont 
l'expression  complète  s'obtient  en  ajoutant  des  coefficients  aux  différents 
termes  du  développement  qui  précède.  Conformément  à  cette  loi.  on  écrit 
pour  la  forme  quaternaire  quadratique  et  cubique 

f=a^^x]  +  a.^xl  +  a^.xl  +  a^^x]  +  2a^gX,a?2  +  2a^^x^x^ 
+  2a^^x^x^  +  2aj^x^x^  +  2a.2^x^x,  +  2a,^x.x^. 

"1"  3^11  2^i^2  "T"  3^H5^1^3  "r  3^4  4  4^4^* 
"1  3^22i^i^l  "T"  3*225^2^3  ~i~  3^'J24^2^4 
+  3fi^334^5^l  +  3a332^3^«  +  3a354^3^4 
+  3»*  4  ,^!^|   +  3<^4  »  2^î^2  +  3^4  4  5^î^3 

+  6a^^^x^x^x.+  6a^J,x,x^x^-\-6a^^^x^x,x^  +  6a^,^^x^x.x^. 

Si  on  continue  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrivera  à  l'expression 
générale  d'une  forme  de  Tordre  n  à  A;  variables  dont  le  nombre  de  termes 
sera  égal  à 

{?i  +1)  {n-\-  2)  {n  +  3)  •..  {n  +  A-  —  i) 

— — — — ■ — « 

I.  2.  3  •••  A'  —  I 
Cette  expression  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
k{k+i)  [k-\-2)  ."  {k-\-7i—i) 
I.  2.  3   •••  n 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  l'on  peut  adopter  la  notation  que  l'on  veut 
pour  les  coefficients  d'une  forme;  mais,  à  cause  de  la  symétrie  des  calculs  et 

27 
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des  résultats,  on  les  écrit  presque  toujours  avec  les  coefficients  numériques 
du  binôme. 

19'?'.   Transformation  linéaire.  Transformer  linéairement  une  fonction 
homogène  donnée  de  l'ordre  n 

f(ao,ai,  a2i  '",XiyX2y  •"  Xk), 
c'est  remplacer  les  variables  par  des  expressions  de  la  forme 

j?i  r=  ai  Xi  -j-  «2  X2  -(-  •  •  •  -|-  afc  Xa, 

a;2  =  P.X, +(32X24 \-^kXk, 

Xk  =  ^1  X,  -}-  /2  X2  +  •  •  -]-  /fc  Xfc, 
où  X|,  Xo,  •••  Xfc  représentent  des  variables  nouvelles  en  même  nombre  que 
les  premières.  On  appelle  modale  de  la  sub'stitution  le  déterminant  des  con- 
stantes a,  (3  ...;  nous  le  désignerons  toujours  par  r\  on  aura  : 


r  = 


ai     0.2     '"     cck 


(3.     (32     .-.     (3, 


On  regarde  les  variables  de  la  forme  donnée  comme  indépendantes,  et  le 
module  r  est  toujours  supposé  différent  de  zéro.  Nous  désignerons  par 

F(Ao,  A|,  A2,  ••*,  Xj,  X2,  "",  Xk) 
ce  que  devient  f  par  cette  substitution;  c  est  \di  fonction  transformée.  En 
général,  les  coefficients  A^,  Ai,  A2,  ...  de  celle-ci  seront  des  fonctions  homo- 
gènes du  premier  degré  des  coefficients  de  f  et  du  degré  n  par  rapport  aux 
,  constantes  de  la  transformation.  Soit,  par  exemple,  à  transïormer  la  fonction 
suivante  ; 

f=  a^x]  +  2aiXiX2  -{-  (^2x1 . 

Les  formules  de  substitution  seront  : 

a?i  =  «iXi  +  «2X2,     a?2  =  (3iXi -j- (32Xa  ; 

par  suite  il  vient 

F  =  ao(a,Xi-l-a2X2)24-2ai(a,X,-}-a2X2)(3iX,+[32X2)  +  ct2((3,Xi4-(32X,)«. 

F  est  de  même  degré  que  f  et  de  la  forme 

F  =  AoXj  +  2A,X,X,+  A,X;, 
où 

Ao  =  fto^î  +  ^«^«^(S,  +  a,(3J,     A,  ==  a^ccl  +  2a,a3(3,  -f-  a,(3», 
A|  =  a,aia2  -f-  ai(ai(32  -j-  ^*^i)  +  ct2Pi|32 . 
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La  théorie  des  formes  s'occupe  spécialement  des  pi^opriétés  des  fonctions 
qui  ne  sont  pas  altérées  par  une  transformation  linéaire;  une  fois  vérifiées 
sûTTïne  forme  donnée,    elles  se  reproduisent  sur  l;outes  les  transformées 
quelles  que  soient  les  formules  employées  pour  passer  de  l'une  à  l'autre.  Ces 
propriétés  peuvent  se   rapporter  à  des  fonctions  de  coefficients  ou  à  des 
fonctions   de  coefficients    et   de   variables.    Il   est  nécessaire   d'étudiefT^ërT 
premier  lieu,  un  système  de  fonctions  homogènes  du  premier_degré  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  ~~ 

198.  Système  de  formes  linéaires.  Considérons  le  système  de  k  formes 
linéaires 

/*,  =  ax  \Xx  -\-  aiiX2  -j -|-  aïkXk, 

(i)  fi  =  aiiXi -\-a2iœi~{- \- a2kXkf 


fk  =  cikiXi  -\-  ak2X2  -\- 
Soit  ô  leur  déterminant;  on  a 


+  CtkkXk, 


a^ 


dix  d^i 


Œxk 

Cl2k 


h 


Clkl        Clki        ..•        Click 

Lorsqu'il  n'existe  aucune  relation  spéciale  entre  les  coefficients,  on  doit 
regarder  ces  formes  comme  indépendantes.  Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque 
l'on  a,  par  exemple, 

a  =  o; 

car,    en   les   multipliant   respectivement    par    les   premiers    mineurs    An, 
A21,  ...  Aai  de  (5  et  en  ajoutant,  il  vient 

Al  1/1  -f-  A2l/*2  +   • \-  Afci/i  ~:J>^ 

On  pourrait  également  nauTnpîier  par  les  mineurs  d'une  autre  colonne 
quelconque;  mais  les  relations  que  l'on  obtiendrait  seraient  identiques, 
puisque,  si  un  déterminant  est  égal  à  zéro,  les  mineurs  4'une  colonne  sont 
proportionnels  aux  mineurs  correspondants  d'une  autre  colonne  quelconque. 
On  a  donc  cette  proposition  : 

Quand  le  déterminant  d'un  système  de  formes  linéaires  en  nombre  égal 
aux  variables  s'annule,  il  existe  entre  elles  une  relation  identique  et  une 
seule. 

Cette  propriété  suppose  que  tous  les  premiers  mineurs  ne  sont  pas  nuls 


\ 


.tC^' 


.^ 
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en  même  temps  que  S.  Considérons  le  cas  général  où  le  déterminant  du 
système  s'annule  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à  ceux  de  Tordre  k  —  e  -j-  i 
inclusivement,  tandis  qu'un  mineur  au  moins  de  l'ordre  k  —  /  est  différent 
de  zéro.  Prenons  les  k  —  i  dernières  formes 

/"i+i  =  ai+i,iXi -{-••• -f- at+i,fc.Xft, 

,  .  fi+2  =  «1+2,1  aci  -j- 1-  tti^i^kOCk. 

(.2/  

et  admettons  que  le  mineur  de  l'ordre  k  —  i 

«j+2,tM  I         «»  +  2,i.f2         •••        fl't-f2,fc 


«k,t>I,  Cik,i^2  •••         (ikk 

soit  différent  de  zéro.  C'est  le  mineur  de  d  obtenu  en  supprimant  les  i 
premières  lignes  horizontales  et  verticales. 

Ajoutons  au  système   (2)  l'une    quelconque  des  i  premières  fonctions, 
savoir  : 

(3)  /a  =•  axixt  -\-  ai2X2  4-  •  •  cilkXk^ 

"k  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  comprises  entre  i  et  i.  Si  l'on  pose 


^;i.i  = 


on  a  un  déterminant  mineur  de  l'ordre  k  —  i  -\-  i  qui,  par  hypothèse, 
est  égal  à  zéro.  Cela  étant,  multiplions  respectivement  les  formes  (2)  et 
(3)  par  les  premiers  mineurs  A,+i,  1,  Ai+s,  i,  ...,  A*,  1,  A;^,  1  des  éléments  de 
la  première  colonne  de  à^\  et  ajoutons  ensuite;  il  viendra 

Ai+i,  i/*»+,  4- Ai+2,  i/'»+2  +  •••>  +-^*5  iA+  ^>'  >A  =^î 
parce  que,  dans  la  somme,  les  coefficients  des  variables  sont  des  mineurs  de 
l'ordre  k —  /-}-  i  de  (5.  On  ne  trouvera  pas  d'autre  relation  en  multipliant 
par    les    premiers    mineurs    d'une    autre    colonne    de    ài,\.    En    posant 
)  =  I,  2,  3,  ...  «,  on  obtiendra  i  relations  distinctes.  Donc, 

Si  le  déterminant  d'un  système  de  formes  linéaires  enjnomhre  égal  aux 


V 


c--! 
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variaMes_s^ annule  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre 
k  —  ^■  -|-  I  inclusivement,  tandis  qu'un  mineur  au  moins  de  l'ordre  k  —  i 
est  différent  de  zéro,  il  existe  entre  elles  i  relations  identiques  distinctes. 

Il  en  résulte  que  les  premières  fonctions  s'expriment  au  moyen  de  /"j^i, 
/*»+2  •♦•  /ft  et  ces  dernières  seulement  sont  indépendantes. 

Revenons  maintenant  au  système  (_i^  dans  le  cas  où  à  est  différent  de  zéro, 
pour  lui  appliquer  la  transformation  suivante  : 

Xx  =  a,Xi  -\-  aoXi  4-  •••  -(-  ^-k^ki 

Xk  =  AiXi  -j-  /2X2  -j-  • ..  -[-  IkXk. 
Désignons  par  F|  ce  que  devient  /",  par  cette  substitution;  on  aura 

F|  =  (anai  4"'^ i2j3i+  •  •  -j-  ajfcAi)  X|  -|-  (ftn^a  -j-  fti2(32  -\ -|"  f^<*^'2)  X2 

-{-•'    -{-  {anak-\-  ai2^k'\-  '"  -\-  ai0.k)Xk, 


En  posant 


bik  =  auak-\-ai2^k-{-  '••  +  ^ifc^*, 


il  vient 


Fi  =  &11X1  -|-  612X2  -{-...-{-  6uXfe. 
On  trouvera  de  même 

F2  =  621X1  -f"  622X2  +  •.••  -|-  62fcXfc, 
Fj  =  6$,Xi  +632X»  +  •••  +  ftskXfc, 


Fjic  ==  6feiXi  -f'  6*2X2  -}"  "*  "i"  bkkXk. 

Désignons  par  A  le  déterminant  de  ces  fonctions  transformées;  d'après  les 
valeurs  des  coefficients  6,  on  a  la  relation  A  =  rè,  r  étant  le  module  de  la 
substitution.  Par^qnséquent, 

Le  déterminant  d'un  système  de  formes  linéaires  transformées  est  égal  au 
déterminant  du  système  primitif  multiplié  par  le  module  de  la  transforma- 
tion. 

Le  déterminant  ^  est  un  exemple  d'une  fonction  des  coefficients  d'un 
certain  nombre  de  formes  données  qui^  après  une  transformation  linéaire, 
ne  diffère  de  sa  valeur  primitive  que  par  un  facteur  dépendant  seulement  des 
constantes  de  la  substitution;  si  le  module  r  était  l'unité,  la  fonction  d 
resterait  égale  à  elle-même. 
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En  vertu  de  la  relation  précédente,  le  déterminant  A  s'annule  en  même 
temps  que  d;  s'il  existe  une  relation  entre  les  formes  données,  una  relation 
semblable  aura  lieu  entre  les  fonctions_transformées. 

199.    Transformation  orthogonale.  Étant  données  les  formules 

Xi  =  «iX,  -j-  «2X2  -|-  ...  -|-  ajfcXfc, 
x^  =  6,X,  +  jSaXa  -I h  (3 A, 


I 


Xk  ==  /iXi  -|-  /2X2  -j-  . . .  -|-  /fcXfc, 

on  dit  que  la  transformation  correspondante  est  orthogonale,  si  l'on  a  la  rela- 
tion fondamentale 

<  +  <^ l-a;,^  =  x;  +  x»+...+x|. 

Cette  égalité  entraîne  diverses  relations  entre  les  constantes.  En  effet, 
remplaçons  Xi,  x^,  -",  Xk  par  leurs  valeurs  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  produits  des  variables  Xi,  X2y  ...,  Xt.  Il  viendra 


«l  +  (3|  +  ...+>|  =  i, 
«la»  +  ^1^2  -\ — •  +  A|^2  =  o, 
aias  +  PijSs  +  •••  +  AiAi  =  o, 

ak-iO-k  -f-  (3fc_i|3k-l-  • |-^_i^  =  o. 

Leur  nombre  est  égal  à 

k{k-i)       k{k-^i) 

1.2  2  r 

De  plus,  si  on  forme  le  carré  du  déterminant 

ai     /3i      ...,     Ai 


r 


«2 


(3= 


a*     |3i 


•î 


en  tenant  compte  des  égalités  précédentes,  on  trouve 


I. 


^ 


7, 
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Le  carré  du  module  d'une  transformation  orthogonale  est  donc  égal  à 
l'unité  positive. 

Une  substitution  orthogonale  est  aussi  caractérisée  par  une  autre  propriété. 
Étant  données  les  équations 

Xî  =  (3,x,  +  |3îX2 -1 1-PA, 


> 

la  transformation  sera  orthogonale,  si  on  peut  en  déduire  les  formules 
suivantes  :  '^  jgs 

V,  ^ '      '     'M  pr        ^ 

où  les  coefficients  sont  transposés,  c'est-à-dire  que  les  constantes  disposées 
horizontalement  sont  les  coefficients  disposés  verticalement  dans  les  pre- 
mières. En  effet,  il  vient  alors 

x]-\-xl-\- l-x|  =  (aiXi  +  ^2X2 -j- •••  ^fcXfc)xi 

+   ((3iX,  +  P2X2  -\ \-  ^kXk)X2  +  •••  (A.X,  +  A2X2  +   •  ■  .   lkXu)Xky 

et 

X?  +  X^  H h  XI  =  {otat  +  (3,X2  -1 \-  >iX*)X, 

+  (^2^1  +.82X2  -\ -\-  hxk)X2  4-  .•■  (akXt  +|3ka;2+    "  hxk)Xk. 

Or,  il  est  facile  de  vérifier  que  les  seconds  membres  de  ces  égalités  sont 
identiques  ;  par  suite,  on  a 

^',+^1-] 1-  ^'  =  X!  +  X|  +  ...  +  XI;  |. 

donc,  la  transformation  est  orthogonale. 

Un  exemple  d'une  substitution  de  cette  espèce  est  donné  par  la  transfor- 
mation des  coordonnées  dans  l'espace.  On  sait  que  les  formules  pour  passer 
d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  de  même  nature  sont 
de  la  forme 

X  =  ttx'  -|-  by'  -\-  cz', 
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avec  les  conditions 

et 

"^  =  I. 


ft 

6 

ft' 

6' 

a" 

6'' 

C'est  donc  une  substitution  orthogonale.  Il  y  a  neuf  constantes  dans  les 
formules;  en  se  donnant  arbitrairement  le^  valeurs  de  trois  d'entre  elles, 
toutes  les  autres  seront  déterminées  par  les  relations  précédentes.  Dans  le 
cas  général,  le  nombre  de  constantes  arbitraires  se  réduit  à 

hr  —  • =  -^ • 

1.2  1.2 

S  2. 

FORME    QUADRATIQUE. 

tSOO.  Une  forme  quadratique  à  A:  variables  a  pour  expression 

f=a^^x\  -\-  2a^^x^x^-\-  2^,30:^X3+  •••  -{-^.axhXiXk 

+  a^^x\       -\-  2a^^X2X^  -\ +  2a2kX2Xk, 

■^a^^x\       -\- •  " -\- 2aikXiXk 
4-.      .     .     .     . 

-{-auxl^ 
ou,  d'une  manière  abrégée, 

avec  la  condition  ai^  =  a^ji. 

Désignons  par  /"i,  /"a,  •••  fky  les  demi-dérivées  par  rapport  aux  variables. 
On  aura 

fi  =  ciwXi  -\-ci'i2X'i  -\-  ftisocs-l -\-a\kXk-, 

/  \  (2  =  aziXt  -\-a22X2  +  ttisXs  +  •••  -|-  a2fcXfc, 

fk  =  CkiXi  ~\-  ak2X2  +  ^ksXs  + \-  akkXk. 


6f 


m 


y 
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On  sait  que  le  déterminant 


an 

«12 

a, S     . 

«Ik 

«21 

«22 

«2  3          . 

.•        «2* 

«51 

«32 

«Î3         . 

dzk 

ttkl 

«A  2 

«A3 

dkk 

de  ces  fonctions  est  le  discriminant  de  f.  De  plus,  en  vertu  d'une  propriété^ 
des  fonctions  homogènes,  on  a  aussi  la  relation. 

Appliquons  à  la  fonction  quadratique  la  transformation  suivante  : 

x,  =  a,X,  -j-  a2X2  -]-...  -|-  cckXky 
a;2  =  |3,X,  +  (32X2 -^ y^kXk, 


(2) 


Xk  =  AiXi  +  A2X2  -|-  ...  -]-  ^Xfc. 


Pour  arriver  à  l'expression  de  la  transformée  F,  substituons  d'abord  ces 
valeurs  dans  le  système  (i);  il  viendra 


(3) 


f\   =  bliXi   -\-  ^12X2  -|"   •  ■•    4"  bik^ky 

f,  =  &2iX,  -\-  622X2  -]-•••  -|-  taiX*, 


fk  =  bkiXi  -j-  642X2  ~r  •  •   "{"  bkkXk. 
Si  on  représente  par  di  le  déterminant  de  ce  système,  nous  avons  vu  que 

Ji  =  rd. 

Nous  arriverons  à  une  forme  quadratique  ne  renfermant  que  les  variables 
nouvelles  en  multipliant  les  équations  correspondantes  des  systèmes  (2)  et  (3). 
Il  vient  ainsi 

Xifi   -\-  X2f2    -\ \-  Xkfk 

=  (6nX,  +  6,2X2  -\ 1-  6,  A)  (a.Xi  +  a,X2  +  •  •  4-  oikXk) 

+  (62,X,  +  6i,X2  H \-buXk)  ((3,X,  +  1S2X2  H \-  |3*X0 

+     •     •     '. 

+  {bkA  +  6*2X2  -\ \-  bkkXk)  (>,X,  +  A2X2  -j h  >kXkl 
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ou  bien 

F  =  {ctiX,  -{- C12X2  +  ••  '  +  CikXk) X, 

-\-  (C2|Xi   -\-  025X2  -!-•••+  C2kXk)  X2 

+ 

-\-  (ciiXi  -|-  0^2X2  -j-  •••  -f"  c*fcXfc)  Xk, 
où 

Cil  =  biiat  -\-  621P1  +  ^3171  + 1-  hkih, 

c\2  =  &!««!  +  ^ïjPi  +  &5271  H +  hktki, 


Le  discriminant  A  de  la  transformée  est  le  déterminant  formé  avec  les 
coefficients  c  ;  mais,  d'après  leurs  valeurs,  on  doit  avoir 

A  =  rJ,. 
Si  nous  remplaçons  à{  par  sa  valeur,  il  vient  finalement 

A  =  r^à. 

De  là  cette  proposition  ; 

Si  on  transforme  une  fonction  homogène  quelconque  du  second  degré,  le 
discriminant  de  la  transformée  est  égal  au  discrimi7iant  de  la  forme  'primi- 
tive multiplié  par  le  carré  du  module  de  la  transformation. 

Pour  une  transformation  orthogonale  où  r  =  i ,  on  aurait  : 

Le  discriminant^  est  donc  un  exemple  d'une  fonction  des  coefficients 
d'une  forme  unique  qui  reste  invariable  par  une  transformation  linéaire, 

^Ot.  Fonction  adjointe.  Gauss  a  introduit  dans  l'étude  d'une  forme 
quadratique  une  nouvelle  fonction  de  même  degré  appelée  fonction  adjointe. 
Afin  de  la  déterminer,  transformons  la  forme  donnée 

f^  2    1  Ht^xyXt^^ 

en  prenant  pour  nouvelles  variables  les  demi-dérivées  de  /*.  Posons  donc 

Xi  =  ftiix,  4-^^12X2 -| YaxkXky 

Xa  =  «âiiCi -|-a22iC2-{- • — \-a<ikXk^ 

Xk  =  a\t\X\  4"  a*2iC2  -|-  ••  •  4"  O'itkXk* 
Le  déterminant  de  ce  système  est  le  discriminant  de  /.   Supposons-le 
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différent  de  zéro  et  résolvons  ces  égalités  par  rapport  à  Xiy  X2,  x-o  ....  En 
désignant  par  an,  «12,  «is,  etc.  les  premiers  mineurs  de  (5,  il  viendra 

dxi  =  auXi  -j-  c(.2iXi  -\-  a:$iXs  -}"■•*  +  ûc^jX*, 
dxz  =  «12X1  -|-  «22X2-!-  ^52X5  + \-  cckiXkj 

dxk  =  «ikXi  -|-  a2ftX2  -\-  asfcXs  -}-  •••  +  a^kX*. 

Si  on  multiplie  ces  égalités  respectivement  par  Xi,  Xa,  Xs,  ...,  et  si  on 
les  ajoute  ensuite,  on  trouve 

d  .  f=  (anXi  -\-  «21X2  -j-  «51X5  -] \-  ak\Xk)Xi 

-j-  («12X1  -}-  «22X2  -j"  <^52X5  -|-  ...  -|-  afe2Xfc)X2 

-[- («15X1 -]- «asXo -1- «13X5 -] • -j- afc3Xi)X3 

+ 

-j-  (aifcXi  -{-  «2^X2  +  «3^X5  +  •••  -f-  atfcXft)Xfc. 

On  sait  que  le  discriminant  d  est  symétrique  et  on  a  la  relation  :  ara  =  a«r; 
par  suite,  en  développant,  on  arrive  à  l'expression  suivante  : 

d  .  f=  <x^^X]  +  2a,,X,X,  +  2a^,X^X.  -\ f-  2a,^X,X^ 

+  «22^1  +  2a23XjX3  H 1-  2a^^X^X^ 

+  «33X3  H-  •  •  +  ^<^zk^ô\ 
+ 

C'est  ce  produit  du  discriminant  par  la  fonction  donnée  qui  constitue  la 
fonction  adjointe.  Son  discriminant  est  le  déterminant  formé  avec  les 
premiers  mineurs  «n,  au,  ...  de  d.  En  le  représentant  par  Ai,  on  aura 

A,  ^^d"-'. 

Donc,  le  discriminant  de  la  fonction  adjointe  d'une  forme  quadratique 
à  k  variables  est  égal  à  la  (k — ly^me  puissance  du  discriminant  de  cette 
forme.  Soit  la  forme  à  trois  variables 

/"=  »i  i^î  +  <^22^1  +  ^33^3  +  2a,2^i^2+  2a,3X,a;3  +  2a^^x^x,, 

pour  laquelle 

d=     ati     ftij     «15 

a<ii        ftj2        ^25 
asi        0^32        Ct>5i 
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La  fonction  adjointe  aura  pour  expression 

-j-  2  (fli3«35  —  a)2ar33)X,X^  -|-  2(ai2a->5  —  ai'^a22)^i^s 
-{- 2{a\2aii  —  aa5ai,)X2X5. 

909.  Réduction  d'une  formé  quadratique  à  une  somme  de  carrés. 
Étant  donnée  la  forme  générale  quadratique  à  k  variables,  il  est  possible  à 
priori  de  la  ramener  à  une  somme  de  carrés  de  k  formes  linéaires.  En  effet, 
supposons  qu'elle  soit  complète  et  posons  l'identité 

-i  î  A  "y  Tiv    /       Si  on  égale  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  carrés  des  variables  et 
des  doubles  produits,  on  obtient  un  nombre  d'équations  égal  à 


k{k—i)     k(k+i) 

fi  -J = ; 

1.2  2 


mais,  dans  k  formes  linéaires  à  k  variables  il  y  a  k^  coefficients;  en  retranchant 
de  ce  nombre  celui  qui  précède,  il  reste 


rA        ^  .  kik-i) 


1^ 


,'U 


-  y\_A  ^yT^   Parmi  les  constantes  de  la  transformation,    on  peut  en  prendre  arbi- 

*c  .  k{k—i)        ^  ,,^   .  ..... 

Ai^^'  trairement  et  les  autres  se  déduiront   ensuite   des   équations  de 

2 

condition.  Le  problème  proposé  est  donc  possible  d'une  infinité  de  manières. 
Nous  allons  indiquer  un  procédé  qui  permet  en  allant  de  proche  en  proche 
d'arriver  à  une  somme  de  carrés.  Soit  donc 


+ 


co 


+  ttkkXk  . 

Supposons  ftn  différent  de  zéro;  on  peut  écrire 

/•=  a^y^  +  2(a,,X2  +  «43X3  H (-  a^j^x^)x,  +  9, 

ou  bien 

OÙ  cp  représente  une  fonction  jiinéaire  et  91  une  fonction  quadratique  qui 


M 


n. 
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renferment  seulement  l'une  et  l'autre  les  variables  X2,  x^    ..;  on  en  déduit 


2 
ttii  an 


I  Oj' 

f  =  —  (cinXi  4-9)'  +  ?i  —  — » 


et,  en  posan'. 


X|  =anXi  +9, 

ait  au 

On  a  ainsi  introduit  au  second  membre  un  premier  carré  d'une  forme 
linéaire,  et  il  y  a  en  plus  l'expression  ^ 

m  ^' 

91 

«Il 

qui  est  une  forme  quadratique  k  k  —  i  variables.  En  admettant  que  le 
coefficient  de  xl  soit  différent  de  zéro,  on  opère  semblablemcnt  sur  celle-ci 
pour  introduire  un  second  carré  d'une  forme  linéaire  à  A —  i  variables  plus 
une  fonction  quadratique  h  k  —  2  variables;  ainsi  de  suite.  On  arrivera 
nécessairement  à  un  résultat  final  de  la  forme 

f^p,X]+p,\l+p,Xl  +  ...  +p,Xf 

où  le  nombre  i  est  au  plus  égal  à  A  et  les  quantités  Xi,  X2,  X5  ...  repré- 
sentent des  expressions  comme  suit  : 

X,  =a^,x,  +  "- 

X,  =  0  .  ac,  +<ja;2H 


Xi  =  o  .  Xl  4-  •  •  •  +  o  .  Xi_,  -)-  a'iiXi  -j-  •  • , 

car,  on  peut  toujours  désigner  par  Xi,  X2,  ...  x»  les  variables  sur  lesquelles 
on  a  opéré  successivement.  Le  déterminant  des  coefficients  de  X|,  X2,  ...  x, 
ne  renferme  que  des  zéros  d'un  côté  de  la  diagonale  et  il  se  réduit  à  son 
terme  principal 

Il  est  donc  différent  de  zéro  puisqu'aucun  coefficient  an,  a' 22,  ...  n'est  égal 
à  zéro.  Il  en  résulte  que  les  formes  Xi,  X2,  ....  Xj  sont  indépendantes. 

Cette  méthode  n'est  plus  applicable,  lorsque  l'on  rencontre  une  forme 
quadratique  ne  renfermant  aucun  carré.  Il  est  nécessaire,  dans  ce  cas, 
d'opérer  comme   nous  allons  l'indiquer.  Soit  ^  une  forme  du  second  degré 


t 
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ne  renfermant  que  des  doubles  produits;  en  admettant  que  le    coefficient 
de  X\X2  est  différent  de  zéro,  on  peut  écrire 

^  =  aXiX2  +  ^liCi  -\-  4^23^2  +  TT, 

où  J^i,  ^2  sont  des  formes   linéaires  et  tt  une  forme  quadratique  qui  ne 
renferment  plus  Xt  et  Xa.  Or,  on  peut  poser  : 

I                                                     'J'i^'* 
d/  =  -(axi  +  J^a)  (aXi-\-^i)-]-  n > 


et,  par  conséquent, 


^t^^. 


é=  —  (axi  +  ax2  +  4^i  +  ^2)' {aXi  —  ax2-{-^2 — ^J^i)^  +  7T' 

Si  nous  représentons  par  Y,,  Y2  les  expressions  entre  parenthèses,  on  a 


4»  46t  a 

Il  y  a  de  cette  manière  deux  carrés  au  second  membre  et  une  forme 
quadratique  qui  contient  deux  variables  en  moins.  On  lui  appliquera  le 
même  procédé,  ou  encore,  si  elle  renferme  un  carré,  on  peut  reprendre  la 
première  méthode.  Il  est  à  remarquer  que  les  fonctions  linéaires  Yi,  Ya  sont 
de  la  forme 

Yi  =  axi  -|-  axa  -\-  "" 

Yf  =  axi  —  ax2-]-"* 

En  écrivant  leurs  coefficients  sur  deux  lignes  j 

a     a     ... 
a     —  a 

et  en  retranchant  la  première  de  la  seconde  pour  substituer  à  celle-ci  les 
résultats,  il  vient 

a  a     ... 

o  —  2a     ... 

II  en  résulte  que  le  déterminant  relatif  aux  fonctions  Y  peut  prendre  la 
même  forme  que  pour  les  fonctions  X.  Nous  avons  donc  démontré  la  propo- 
sition suivante  : 

Une  forme  quadratique  à  k  variables  est  égale  à  une  somme  de  carrés 
de  {ormes  linéaires  indépendantes  do?ît  le  nombre  est  au  plus  égal  à  k. 


\ 
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Admettons  que  la  form(3  f  se  ramène  à  une  somme  de  A:  carrés  et  que  l'on 

ait  : 

f=p,X\  +p,Xl  +  p^  +  ■■■+P.XI 

Regardons,  pour  un  moment,  cette  expression  comme  une  forme  donnée 
à  k  variables  Xi,  X2,  ...  X*  et  ayant  pour  discriminant 

A  =  pipip5  ...  pk. 

En  remplaçant  les  quantités  X  par  leurs  valeurs,  on  retrouvera  la  forme 
primitive  qui,  dans  notre  hypothèse,  sera  la  transformée  de  la  précédente. 
Désignons  par  r  le  module  de  la  substitution,  c'est-à-dire,  le  déterminant  des 
fonctions  X;  nous  savons  qu'il  est  différent  de  zéro.  Si  on  se  rappelle  que  le 
discriminant  de  la  transformée  est  égal  au  discriminant  de  la  forme  primitive 
multiplié  par  le  carré  du  module  de  la  transformation,  il  vient  la  relation 

(5  =  r^.p^pipr,  ...pk. 

Or,  le  second  membre  étant  différent  de  zéro,  il  en  sera  de  même  de  à  ; 
réciproquement,  si  ^  n'est  pas  nul,  aucune  des  constantes  p  ne  sera  égale  à 
zéro;  enfm,  lorsque  0=0,  il  faut  que  l'un  au  moins  des  coefficients  p  soit 
nul.  Par  conséquent,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  forme 
quadratique  se  ramène  à  une  somme  d'autant  de  carrés  qu'elle  renferme  de 
variables  est  que  son,  discriminant  soit  différent  de  zéro;  lorsque  0  =  0. 
le  nombre  de  carrés  sera  moindre .  ~ ~' 

90S.  Quand  une  forme  quadratique  est  réelle,  on  peut  toujours  par  une 
substitution  orthogonale  la  ramener  à  la  forme 

/•=s,x!4-.,x|  +  ...  +  «,x|, 

où  les  constantes  5i,  52,  ...  Sk  sont  réelles.  Aiiu  de  simplifier  l'écriture,  nous 
allons  démontrer  cette  propriété  pour  une  forme  à  trois  variables  ;  la  méthode 
est  la  même  dans  le  cas  général.  Soit 

/•=  a, ,x\  +  a,2^'  +  (^^-A  +  2a,,x,x,  4-  2a,,x,x.^  -\-  2a^.x._x. 

la  forme  donnée,  et 

Xi  =  aiXi  -|-  ««Xj  -\-  asXf , 

(4)  ^2=(3,X,  +  (32X,  +  j35Xs, 

Xi  =  yiXi  4-  yjXî  -|-  /«Xs 

une  substitution  orthogonale.  On  a  les  formules  inverses 

Xi  =  aiXi -|- (SiXz  4- yiXf, 
(5)  X2  =  aaXi  -f-  (3»a;i  -f  y^Xi^: 

Xô  =  oLiXx  -J-  [SjXi  +  ytXz. 
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Il  faut  déterminer  les  constantes  a,  |3,  y  de  manière  à  ramener  la  fonction 
à  la  forme 

(6)  /•=.,x;  +  s,x,'  +  .,x*. 

La  fonction  donnée  peut  s'écrire 

f=  [axyXx  -|-  ai«X2  +  axzXi)  xi  +  [a^Xx  +  «82X2  -\-  ^25X3)  Xj 

OU  bien,  d'après  les  formules  (4) 

f  =  (a\xXx  -\-  a\2Xi  -f  XxiX%)  (a,Xi  -\-  «2X2  -f-  asXs) 

(7)  4"  (^21X1  4-  c^22iP2  -f-  a2iXi)  ((3,Xi  -|-  (3îX2  H-  (SjXs) 
-h  («nXi  -f-  as2a?a  +  ctîi^s)  (yiXi  +  72X2  +  75X5). 

D'un  autre  côté,  la  fonction  (6)  devient  par  les  formules  (5), 

(8)  f=:.sx{aix  H-  (5,X2  +  71^5)  X,  +52  («2X1  -f-  |3?^2  -f-  72X5)  X2 

-\-  Ss  {a.iXi  -\-  (SjXs  -f-  73^5)  X5. 

Identifions  les  expressions  (7)  et  (8)  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
produits.  Si  on  exprime  d'abord  que  les  coefficients  de  XjXi,  Xi^Uj,  X1X3  sont 
égaux,  il  vient 

chioci  -\-  a22(3i  -j-  ^3271  =  5, (3,, 
ttnai  +  a2sQx  -\-  dssyx  =  Siyi, 
ou  bien 

(axx  —  Si)  a.1 -{-ttix^x -\-asxy i=Oy 

(9)  aiiax-\-(a22 — 5i)  (3| -[-«5271  =0, 
t  ttisai  4"  ^23(3i +(aj3  —  5,)7i  =  o. 

En  second  lieu,  l'égalité  des  coefficients  de  X2X1,  X2X2  et  X1X3  donne 
aussi 

(an  —  S2)  a.2-]-aii^t-^asiy2  =  o, 

(10)  ai2a2  +  («i2 — «2)  jSa  +  0^3272  =  o, 
^^15^2  +  ftasjSî  -J-  (cLsi  —  52)  72  ==  o. 

Enfin,  en  égalant  les  coefficients  de  XsXi,  X3X2,  X$Xg,  on  trouve  encore 

(a,  1  —  5$)  as  -r  o,2if^'o  +  «317$  =  o, 

(il)  C^i2a5  +(^22  —  5j)(35  +  a327s  =0, 

«13^5  -1-  ^23(3$  -|-  («35   —  53)73  =  O. 
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Si  on  élimine  successivement  «i,  (3|,  yi  ;  «a,  (Sa,  ^2;  «a,  Ps?  73  ^^"s 
les  systèmes  d'équations  (9),  (10)  et  (11),  on  arrive  à  ce  résultat  que  les 
constantes  5i,  53,  Ss  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 


an  —s 

aia 

«13 

au 

«22  —  s 

«Î5 

«31 

«3  2 

«35    —    S 

=  0, 


où  s  représente  l'inconnue.  On  sait  (N®  65)  que  les  racines  de  cette  équation 
sont  toujours  réelles.  Après  les  avoir  déterminées,  on  les  substitue  dans  les 
égalités  (9),  (10),  (i  I  )  qui,  avec  les  relations 

«î  +  (5î+7!  =  i,     o.l  +  fil  +  yl=i,     c.l  +  ^l  +  yl  =  i 
sont  suffisantes  pour  calculer  les  valeurs  des  constantes  d'une  transformation 
orthogonale  réelle  propre  à  ramener  la  fonction  donnée  à  une  somme  de  trois 
carrés . 

Dans  le  cas  général  d'une  fonction  quadratique' à  k  variables,  la  réduction 
à  la  forme 

^,x?  +  5,x»4 hs,xi 

dépendra  la  résolution  de  l'équation  du  degré  k 

«n  — ô"     «12  «is  ...      «ik  =0. 


«21 

«22  S 

«25 

•  •  • 

«2fc 

«5i 

«32 

«55  S 

•  •  • 

«5fe 

ttkk S 


A 


«Jkl  «A2  «*5  < 

Nous  avons  donc  la  proposition  suivante  : 

Une  fonction  quadratique  réelle  à  k  variables  est  susceptible  de  se  ramener 
à  la  forme 

s^X]+s,Xl-\ 1-5*X| 

par  une  substitution  orthogonale  et  par  la  résolution  d'une  équation  du 
degré  k  dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 

Si  on  développe  le  déterminant  qui  précède  (N°  28),  on  sait  que  le  terme 
indépendant  de  l'inconnue  s  est  le  discriminant,  savoir  : 


ô  = 


«H 
«21 
«51 


«12 
«22 
«32 


«1/c 
«2fc 
«3k 


«*1         «/c2 


likk 
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Lorsque  d  est  différent  de  zéro,  il  n'y  a  pas  de  racine  nulle  et  le  nombre  de 
carrés  de  la  forme  réduite  est  égal  à  k;  mais,  si  (5  =  o,  il  y  a  une  racine  nulle, 
et  le  nombre  de  carrés  est  alors  k  —  i.  De  plus,  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  s  est  la  somme  des  premiers  mineurs  de  d  correspondants  aux 
éléments  dd  la  diagonale;  en  les  désignant  par  «n,  «22,  etc.,  il  y  aura  deux 
racines  nulles,  si  Ton  a  : 


a,  1=0,     «22  =  0,     jc53=-o, 


(Xkk  =  o  ; 


dans  ce  cas,  le  nombre  de  carrés  de  la  forme  réduite  sera  A;  —  2.  On  peut 
remarquer  que  tous  les  autres  premiers  mineurs  seront  nuls  ;  car,  lorsqu'un 
déterminant  symétrique  s'annule,  on  sait  que 


ai2  =  l/ociiOC22t     «13  =|/ ajiass,     «23  =  ^a22a5$,  etc. 

Le  coefficient  de  5'  est  la  somme  des  mineurs  de  l'ordre  k  —  2  que  l'on 
obtient  en  groupant  diagonîllement  k  —  2  à  /:  —  2  les  A;  éléments  de  la  diago- 
nale; lorsqu'ils  sont  tous  nuls,  l'équation  en  s  possède  trois  racines  égales  à 
zéro.  On  peut  continuer  ainsi,  en  se  basant  sur  le  développement  du  premier 
membre  de  l'équation  du  degré  k.  Donc 

Lorsque  le  discriminant  d'une  forme  quadratique  réelle  est  différent  de 
zéro,  il  yak  carrés  dans  la  forme  réduite;  il  n'y  en  a  que  k  —  i,  si  le  dis- 
criminant est  nul,  k  —  2,  si  les  premiers  mineurs  relatifs  aux  éléments  de 
la  diagonale  du  discriminant  sont  nuls;  etc. 

Soit,  par  exemple,  la  forme  quadratique  à  quatre  variables 

f  =  a,  ,x\  +  a^^x\  +  a^^x\  +  a^^x\  -\-  2a^^x^x^  +  2^,3X^X3 
-j-  2aii,XiXi  -}"  2a2sX2X5  -\-  2^24X2X4  -|-  2^34X5X4. 
On  a  :  '   -^_. 


3  = 


4- 


a%{     an 


au 

CL2k 

asi 
a^i, 


\(o 


c 

^  u 


«41         «^J        «45 

Lorsque  ce  déterminant  n'est  pas  égal  à  zéro,  la  forme  réduite  est 

Si  5  :=  o,  elle  devient  : 

.,X*+s,X|  +  ..Xl. 


<î 


fb.l^ 
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Avec  les  conditions 

et  11         (Il  2  Cl  15 

0/21         0^28  Ofii 

dsX         (^12  Ojil 


9)  ^  c> 


C^ll 

ait 

au 

ft2l 

ft2a 

«24 

^4  1 

«4  2 

«4  4 

=  o. 


Oj\\  Clts  Clir, 
«61  «55  «34 
«il         «4  5        «44 

la  fonction  donnée  se  ramène  à  la  forme 


«22 

«25 

«24 

«52 

«8  5 

«34 

«42 

«43 

«44 

Enfin,  la  même  fonction  se  réduit  à  un  carré  parfait  avec  les  conditions  :        r^  g  '  ; 


«Il 

«12 

=  o, 

«21 

«22 

«22 

«aj 

—  0, 

«32 

«53 

o. 


=  o. 


«11 

«14 

«41 

«44 

«55 

«J4 

«45 

«44 

=  0, 


h^ 


o. 


«Il  «15 

«31  «36 

«22  «24 

«42  «44 

Observons  encore  que,  dans  le  cas  où  ^  =  o,  la  fonction  adjointe  est  un 
carré  parfait.  Pour  l'exemple  qui  précède,  elle  a  pour  expression 

«I  i^î  +  «22^2  +  «33X3  +  ^uK  +  ^a^a^iX,  +  2a, 3X^X3 

-j-  2ai4XiX4  4"  2a2jX2X5  -f-  2^24X2X4  -f-  2a54X5X4. 

Or,  on  a  les  relations 


OJ 


■^' 


b' 


,1, 


tÂ 


\f- 


V\l, 


«12  ="^Xana2a,     «15  =  |/aiia33,     «h  =  j/'aiia44, 

«25=1/082063»        024=1/022044,        CCti  =  yC(,ssCCiA. 

En  substituant  ces  valeurs,  la  fonction  adjointe  devient  : 

Il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  dans  le  cas  général. 

1604.  Loi  d'inertie  des  signes.  Quand  une  fonction  quadratique  réelle 
j     à  A  variables  est  ramenée  à  la  forme 

les  coefficients  pi,  ;?«,  ...   peuvent  être   positifs   ou  négatifs  et   quelques 
F     uns  d'entre  eux  égaux  à  zéro.  Un  terme  positif  tel  que  -|-jO,Xj  est  équi- 


C 


\c 


(^ù^o 


1 


(i   >^Y^ 


V^  "2i 


^ 


a_ 


\^  - 


^ 


\ 


4     ^' 


i'\ 
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valent  à  (X4//?,)%  et  un  terme  négatif — p^Xl  à  —  (X^j/p,)».  La  forme 
réduite  peut  donc  s'écrire 

lorsqu'elle  admet  h  carrés  positifs  et  tous  les  autres  négatifs.  Supposons  que, 
par  un  autre  mode  de  décomposition,  on  trouve 

/"=  Z*  -{-  Zj  -| — •  4-  ^«  —  ^<Vi  —  ^t-h2  —  •••  —  Z»; 

on  devra  avoir  /  =  /t,  c'est-à-dire,  le  même  nombre  de  carrés  positifs  dans 
les  formes  réduites.  En  effet,  admettons  /i  <!  2;  le  nombre  h -\- k  —  i  sera 
au  plus  égal  à  A:  —  i,  et  si  on  considère  les  équations  linéaires 

Y,  =0,     Y2  =  o,      ...     Yh  =  o, 
y^H-i  ==  o,     Zi^2  =  o,     ...     Zk  =  o 

dont  le  nombre  h-{-k —  i  ne  peut  pas  dépasser  k —  i,  il  est  possible  de 
trouver  pour  les  k  variables  Xiy  X2,  ...  Xk  des  valeurs  qui  vérifient  ce  système 
et  pour  lesquelles  l'une  au  moins  des  fonctions  Y^^i,  Y^^a,  ...  prenne  une 
valeur  différente  de  zéro  choisie  à  volonté.  Dans  ces  conditions  la  forme  f  se 
réduit  à 

f  =  —  Yft^i  —  Ya+2  *  •  •  —  Yfc , 

/■=zî  +  zl  +  ...  +  zf, 

et  ces  deux  valeurs  doivent  être  égales;  ce  qui  est  impossible,  la  première 
étant  négative,  puisque  l'une  au  moins  des  fonctions  Y/,^i,  Yh^2  ...  est 
différente  de  zéro,  et  l'autre  positive.  Ainsi  h  ne  peut  pas  être  plus  petit 
que  i;  on  démontre  également  que  h  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  i; 
donc,  h  =  i  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Quelle  que  soit  la  manière  de  ramener  une  forme  quadratique  réelle 
à  une  somme  de  carrés  indépendants,  le  nombre  de  carrés  positifs  et  le 
7iombre  de  carrés  négatifs  restent  invariables .  C'est  la  loi  d'inertie  due  à 
M.  Hermite. 

Nous  avons  démontré  qu'une  forme  quadratique  réelle  se  ramène,  par  une 
substitution  orthogonale,  à  l'expression 

5,x;  +  5,xn ]-SkXl 

où  les  coefficients  sont  réels.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  en  s  sont 
positives,  la  fonction  restera  positive  quelles  que  soient  les  valeurs  des 
variables;  on  dit  alors  que /"est  une  forme  positive  ;  quand  toutes  les  racines 


I 


I 
I 
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sont  négatives,  on  dit  que  /"est  une  forme  négative;  s'il  y  a  en  même  temps 
des  racines  positives  et  négatives,  on  dit  que  f  est  une  forme  indifférente. 
On  peut  encore  regarder  deux  formes  quadratiques  comme  étant  de  mcme 
espèce,  lorsque,  dans  leurs  expressions  réduites,  il  y  a  le  même  nombre  de 
termes  positifs  et  négatifs. 

905.  M.  Hermite  a  profité  de  la  loi  d'inertie  des  signes  pour  résoudre  le 
problème  du  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  deux  limites  données. 
Désignons  par  a,  b,  c,  ...  /,  les  racines  d'une  équation  de  degré  n  :  F(a:)  =  o 
et  considérons  la  fonction  homogène  du  second  degré 

/*= -ixi  +  ax2  4-  a'xs  -\ 1-  ff»-'x„)' 

a  —  t 

+  j-^(a;,  +  bx,  +  ¥x,  -\ \-  6-'x„)« 


+ 


(Xi  -f-  1X2  +  l-Xs  -j \-  /"-'Xn)», 


¥ 


'  l  —  t 

dans  laquelle  a?i.  iPa,  ...  Xn  représentent  les  variables  et  t  une  indéterminée 
réelle.  Posons  : 

Xt  ==  Xi  -\-  aX'2  -|-  a^Xs  -f-  •  — |-  r<t"~'^„, 

X„  =  xi  -\-  1x2  -|-  /'a?3  -| 4"  ^""'^n. 

Il  viendra 

(13)  f=-^Xl  +  — ^X^  -I 1-  -^ 


XI 


Quand  toutes  les  racines  sont  réelles,  la  substitution  (12)  l'est  aussi  et  le 
nombre  de  carrés  dans  (13)  affectés  de  coefficients  positifs  est  égal  au  nombre 
de  racines  plus  grandes  que^;  toute  autre  substitution  donnera  le  même 
résultat. 

Supposons  que  deux  racines  a  et  b  soient  imaginaires  et  de  la  forme 


a  =  r(cos  a  -|-  [X —  i  sin  a),     b  =  r{cos  a  —  \/ —  i  sin  a). 
Si  on  pose 

X,  =  Y,  +  Yî  \/^,     X,  =  Y,  —  Y..>  \/^, 


.vV    f 


--  \ 
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et  si  on  remplace,  dans  X|  et  X2,  a  et  b  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

y,  =xi  -{-  7'X2  cos  a  -\-  r'^xs  cos  2a -] |-r'*-'a7„  cos  (n  —  i)a, 

Yj  ==  iCi  -|-  rx2  sin  a  +  r^Xs  sin  2a  +  •  •  •  +  r^'-^Xn  sin  (w  —  i)a. 

La  substitution  (12)  sera  encore  réelle  en  remplaçant  X,,  X2  par  Y,,  Y^. 
On  fera  la  même  chose  pour  chaque  couple  de  racines  imaginaires,  s'il  en 
existe  plusieurs. 

Dans  la  forme  réduite,  deux  racines  imaginaires  fourniront  les  termes 


(Y,  +  YapX_i)^+- .(Y,-Y,[/~[)K 


a  —  t  ^   b  —  t 

Posons  : 

-==p(cos(p  +  |/—  I  sin  9), -=p{cos(p  —  [/^  isincp); 

U)  —  l  0  —  t 

l'expression  précédente  revient  à 

p  J  j^cos? + ^/-irT  sin  ?)  (^Y,  +  Y,  i/:r7^  j' 
+p  [(<^os^ — iX^sin  î^^  Nx  —  Y2  ^xitt'^I', 


ou 


pf^Y,  cos?  — Yasin?  j-f  |/~  i  /^Y,  sin?-]- Y2  cos?  jl' 
+  p  U  Y,  cos  ?  —  Y2  sin  ?  j  —  j/HT/^Y,  sin  ?  +  Yj  cos  ?  j  j 

/  CD  (d\^  /  ©     ,  ÇD\' 

==  2p  (  Y,  cos-  —  Yism-  j  —  2p(  Yi  sin--j-Y2  cos-  j  • 

Chaque  couple  de  racines  imaginaires  donne  lieu  à  un  carré  positif  et  à  un 
carré  négatif.  Donc,  toute  substitution  réelle  ramènera  /"à  une  forme  réduite 
dans  laquelle  le  nombre  de  carrés  positifs  sera  égal  au  nombre  de  couples  de 
racines  imaginaires  augmenté  du  nombre  de  racines  réelles  plus  grandes  que  t. 
Cela  étant,  désignons  par  ta  et  ti  deux  valeurs  de  t,  ^  >  ^0;  par  Co,  Ci  les 
nombres  de  carrés  positifs  pour  t  =  tQQit  =  ti\  par  No  et  Ni  les  nombres  de 


I 
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racines  réelles  respectivement  plus  grandes  que  t^  et  ti  ;  par  2R  le  nombre  de 
racines  imaginaires.  On  aura 

Co  =  No  +  R, 

d'où 

Co  —  C|  =  J\o  —  N|  ) 

par  suite,  la  différence  Co  —  Ci  sera  égale  au  nombre  de  racines  réelles  com- 
prises entre  ta  et  li. 

S  3. 

FORMES   CANONIQUES. 
I 

906.  Par  une  transformation  linéaire,  une  forme  quadratique  peut  se 

ramener  à  une  expression  ne  renfermant  que  des  carrés.  On  a  cherché  égale- 

jnentpour  une  fonction  homogène_guelconque  une  expression  typique  plus 

simple  à  laquelle  on  donne  le  nom  déforme  canonique .  Nous  nous  proposons 

de  tl^tercette  question,  mais  en  restant  dans  le  domaine  des  formes  binaires. 

Soit  d'abord  une  forme  binaire  d'ordre  impair 

(i)  /•=ft^j?;'*+'  +  (2w  +  i)a^a?J«^2 

(2n +1)271  2„-,^,  ^  ...  ^  «2„4-i^^+'. 

1.2 
Elle  est  susceptible  de  se  ramener  au  type  suivant  : 

(2)  /•=  hoipCx  +  >o^,)2'*+'   -f-  lu  {X,  +  hx,y-^'  H \-h,  [Xi  +  lnX')'^^^\ 

par  une  détermination  convenable  des  coefficients  h  et  ?.,  et  celte  expression 
est  la  forme  canonique  de  la  fonction  donnée.  Dans  (i),  il  y  a  2?i  -j-  2  coeffi- 
cients «0,^1,  ...  a2n+t  ;  dans  l'expression  (2),  il  y  a  aussi  27i  -|-  2  constanles 
arbitraires  &o,  Ih,  ...  bn,  h,  ^tf  ...  ^n-  Le  problème  semble  donc  déterminé. 
Afin  de  calculer  les  valeurs  de  ces  dernières  constantes,  identifions  les 
fonctions  (i)  et  (2)  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  des 
variables.  On  aura  : 

ho'{-bt-]-b>-\ -f-    hn  =aoj 

(3)  ^0^0 +  ^^!  +  KK  +  ''  +  ^O^u  =  r/„ 
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Il  s'agit  de  résoudre  commodément  ce  système  de  2n  -\-  2  équations.  Pour 
abréger,  posons  : 


A== 


A,= 


I 

I 

..      I 

lo 

h         . 

.  •   ^n 

K 

V,        . 

..  « 

^■; 

>î   ■ 

..  As 

ai 

I 

I 

ai 

h                 . 

..    >n 

as 

l]               . 

An 

n 

.n+, 

>ï   • 

Ao  = 


A2  = 


ao 

I 

I 

» 

«1 

>.  ... 

K 

«2 

/,    ... 

« 

an 

^    ... 

^2 

az 

I 

I 

as 

^    . 

..   >„ 

ai, 

a;    . 

an-\-2 

>?    • 

}n 

etc. 


Développons  ces  déterminants  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne 
qui  est  la  seule  différente.  En  désignant  par  Ao,  Ai,  A2,  ...  A»  les  premiers 
mineurs  relatifs  aux  éléments  de  la  première  colonne  de  A  ,  on  trouve 

A   =A„  +   A.>„  +  A,X;-] 1-A„X-, 

Ao  =  Ao^O  -\-  AiCti  -[-  A2^2  -f-  •  •  •  -j-  An^n, 

Al  =  Aofti  +  Ai^a  -j-  A2az  -\-  •.•  -j-  Anan+19 
A2  =  AoCt2  -\-  Ai^s  +  A2a>  +  •..  -\-  Ana„^i, 

Cela  étant,  prenons  les  n-\-i  premières  équations  (3)  et  regardons 
&a,  &i,  ...  bn  comme  les  inconnues.  Il  viendra  pour  la  première  60, 

par  suite, 

—  A&o  +  Ao«o  +  Aic^j  +  •.•  +  A„an  =  o. 

Prenons,  en  second  lieu,  les  {n-\-  i)  équations  (3)  qui  suivent  la  première 
en  considérant  boT^o,  ti^i,  ...,  bn^^n  comme  les  inconnues.  On  aura  également 
par  la  valeur  de  bolot 

—  A&o^o  4"  Ao^i  -\-  Aiai-\ [-  Anftn+i  =  o. 

Avec  \es  n  -{-  I  équations  suivantes,  il  viendra  encore 

—  Aboli  -{-Aoa,^-{-A^a,^-\ ]- A„a„4.2  =  o. 

Ainsi  de  suite;  les  n  -\-  i  dernières  équations  donneront 

—  A?)çAj+'  -|-  A^an+i  -j-  Aia„^.2  -| +  A„rt2n+i  =  o. 


—  u\  — 

Ces  dernières  équations  au  nombre  de  n-\-  2  sont  homogènes  relativement 
à  A60,  Ao,  Al,  ...,  A„;  pour  qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ait  : 

I  ao        «I         fti        ...       an        =0. 

Àq  fl-i  ftj  a$  ...        ftn^-i 

a^        as        ax       ...     ^^«4.2 


(4) 


/^  '  '        ftrj-fl        an-\.2       an^S        •••        û^2n-).l 


I 

ao 

ai 

a2 

«n 

l 

a, 

ft2 

as 

ttn^i 

l' 

^*2 

•          • 

a» 

an+i 

Dans  la  résolution  des  différents  systèmes  de  w  -^  i  équations,  nous  avons 
seulement  considéré  les  premières  inconnues  60,  ^o^o'  ^0^0»  •••'  P^"^  ^^^ 
valeurs  dès  autres  inconnues  6,,  61  Ai,  ...;  62,  &2/2..  .••»  on  arrive  aussi  à  la 
même  équation  (4)  où  "ko  est  remplacé  successivement  par  li,  ?.2,  ...,  )n» 
Il  en  résulte  que  les  n  -\-  i  constantes  1  sont  les  racines  de  l'équation 

=  o. 


(5) 


A"+*        ««4.1        a„^2       fl^n+l        ...        «2»+l 

Celle-ci  étant  résolue,  les  ^i  -]-  i  premières  équations  (3)  donneront  les 
valeurs  des  coefficients  bo,  bi^  ..  .yh».  Par  conséquent,  le  passage  d'une  forme 
binaire  d'ordre  impair  in  -j-  i  à  sa  forme  canonique  s'opère  d'une  seule 
manière  et  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  degré  w  -j-  i . 

!809.  Appliquons  cette  méthode  à  la  forme  cubique  et  quintique.  Soit, 
en  premier  lieu, 

/"=  aoxl  -f  3a^x]x^  -}-  ^a^x^xl  +  a,^xl. 

Pour  la  ramener  à  la  forme 

bo(x,  -|-  loXif  -f-  &i(Jt^i  +  ^iXiY, 

il  faudra  résoudre  l'équation  du  second  degré 


T 

A 


fto     ai 

Al     a^ 

^2     as 

dont  les  racines  seront  Ao  et  A,.  Les  coefficients  ?>o,  ^1  se  déterminent  ensuite 
par 

to-j-t,  =fîo,     bolù-\-bili  =  at» 


=  o 
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Posons  : 


On  en  tire 


a:i+^X2  =  X|,     X, -|- AiXa  =  Xs. 


Xi==x :r-{ — XiXi -|->.oX«),      Xi=- ^(Xi — Xa). 

Par  cette  transformation,  la  fonction  donnée  se  réduit  à  une  expression  de 

la  forme 

/XJ  +  mXl 

qui  est  sa  forme  canonique. 

Soit,  en  second  lieu,  la  quintique 

f=  a^x]  +  S^.rrîo^g  +  loa^x^xl  +  îoa^x]xl  +  Sa^x^x^  +  a^x^, 

qui  peut  se  ramener  à  la  forme 

^o(xi  -\-l0X2Y  -]-bi(xt'}'hx2y  -\-b2(xi  -{-hx2Y 

par  la  résolution  de  l'équation 

I  «0       CLi       tti         =0, 

À      ai     ai     as 
A^     az     «3     «4 
À'     as     a%     as 
Ao,  ?!,  ^2  étant  les  racines.  Les  constantes  bo,  &i,  b2  se  déduisent  des  équations 

Si  on  pose 

a7i4-/oiP2  =  ; r-Xi,     a?i +  /ia;2  =  X2, 


/a  —  / 


on  tire  de  ces  égalités 


X 


(«) 

par  suite. 


I  =  ^: 7-  I  — ^ ^ — X|  -\-  /0X2  1; 

372  =  ^ r-    r ;-  Ai  —  A2  h 

/o  —  ^1  L^2  —  /i  J 


Xi  -)-  ^2a?2  =  T z-  (Xi  +  Xa). 

/ft  —  /l 
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Par  conséquent,  par  la  transformation  linéaire  (a),  la  quintique  se  ramène 
à  une  expression  de  la  forme 

qui  est  sa  forme  canonique.  Souvent,  on  pose 

X5  =  — (X.  +  X2),     OU     X, +X2  +  Xî  =  o, 
et  l'on  prend,  pour  la  forme  canonique  de  la  quintique,  l'expression 

pX'  +  qXl  +  rXl 
Î808.  Considérons  aussi  le  cas  d'une  forme  binaire  d'ordre  pair 

7  1  2.1       '2.11(211   l)  ,         ,  ,  ,  ,„ 

f  =  af.x]''  -\-  2naix\'*-^X2  -\ ^^ -aixl^'-^Xi-^- [- a2na?r, 

et  proposons-nous  de  la  ramener  au  type  suivant  : 

h,  (x,  +  lox-^'"'  +  &,  {x,  +  hx.y-  H Yh..(x,-{-  ).nx.y\ 

Si  on  identifie  ces  deux  expressions  et  si  on  opère  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, on  arrive  encore  aux  équations 

AMo  -{-  Aofti   +  Aia2  -{-•••  +  AnCtn+l   =  O, 


—  A6o^o  +  Ao^;,  -|-  A,«„4.i  -!-•••  +  A„«2.»  =  o. 
Ce  système  renferme  71  -(-  i  équations  et  71  -{-  2  inconnues  —  A&o,  Ao, 
Al,  ...,  A»;  il  manque  une  équation  pour  que  le  problème  soit  déterminé. 
Supposons  60  =  o;  il  ne  restera  plus  dans  la  forme  canonique  que  71  termes; 
mais  alors  les  équations  précédentes  étant  homogènes  relativement  à  Ao, 
A|,  ...,  A„,  il  faut  que  Ton  ait  : 


ao 

ax 

a7 

an 

ai 

«2 

as 

an^\ 

at 

• 

«3 
• 

a% 

•          •         • 

fin+2 

=  o. 


((5) 


an        fl-n+l         ttn^t         ...  a-in 

Donc,  lorsque  les  coefficients  d'une  forme  binaire  d'ordre  pair  271  satisfont 
à  la  relatw7i  (3),  elle  peut  se  ramener  à  une  somme  de  71  puissa7ices  271; 
si  le  déterininant  ((3)  est  différeiit  de  zéro,  il  est  possible  d'u7ie  infinité  de 
manières  de  la  ramener  à  une  somme  de  n  -\-  i  puissances  27i. 
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Il  faut  donc  qu'une  condition  soit  remplie  pour  passer  de  l'expression  géné- 
rale d'une  forme  d'ordre  pair  à  sa  forme  canonique.  A  cause  de  cette  circon- 
stance, on  a  été  amené  à  compléter  la  somme  des  n  puissances  2n  par  un 
terme  additionnel  comme  suit  : 

-]-  A:  (a?«  +  A«a?2)'  (xi  +  ^2X2)'  {xi  -{-  ltX2y  .. .  (a?!  -}-  ^iPa)*, 

et  cette  expression  constitue  sa  forme  canonique. 

On  est  parvenu  avec  assez  de  peine  à  trouver  les  expressions  canoniques 
des  formes  du  quatrième,  du  sixième  et  du  huitième  degré.  Nous  indiquerons 
ici  la  marche  à  suivre  pour  une  quartique.  Soit 

Posons  : 

/  =  6,  (xi  +  A,a?2)*  +  ^2  (xi  -f  ^2^»)*  +  6k  [xi  -f-  >.i3;2)*  {xi  -{-  hXiY- 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  termes  de  ces  deux  expressions,  on 
trouve  les  égalités 

fti  -|- &2 -f- 6Â:  =  c^o, 

hxli  -\-  bih  +  3^'(^«  +  ^2)  =  «1, 

(6)  b,^  +  Ml  +  M^î  +  ^  +  i\K)  =  «.. 
h,^  +  b,ll-^3k^M\  +  K)  =  ^^-.^ 

Posons  : 

Les  quantités  Ai,  ^2  seront  les  racines  de  l'équation 

(7)  z''  —  sz-\-t=^  o. 

Avec  ces  valeurs  les  équations  précédentes  deviennent 

(8)  bi  -\-  b2-\-  6k  —  «0  =  0, 

(9)  bili  -\-b2h-h  5fis  —  «1=0, 

(10)  b,l',+b,llA-Hs'  +  2t)-a2  =  o, 

(11)  ^i^  +  M»  -H  3^*^  —  ^3  =  O' 

(12)  b,l\  +  b^'X\-]-6kt^  —  a,  =  o. 

Éliminons  entre  (8),  (9)  et  (10)  les  coefficients  61,  bo»  On  aura 


I  I      6A;  —  ttfl 

II  Aj     ^ks  —  «i 


=  0, 


—  W6  — 


o 
I 


OU  bien 

{Il  —  Aï)      o  i      6k  —  tto 

^a     ;^ks  —  ai 

•2     /^     k{s^-\-2t)  —  a2 
Multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne  par  Aj  et  retranchons 
les   produits   des  éléments  de   la   deuxième   colonne;    en   supprimant    le 
facteur  li  —  A2,  on  a  la  relation 

o       I       6k  —  tto  =0. 

(13)  10      3Â;5  —  »! 

s     — t     k{s^-\-2t)  —  «2 

Éliminons  encore   6iX|,   64X2   des   équations    (g),  (10),  (11),    et   b^l\, 
b^l]  entre  les  équations  (10),  (11),  (12);  on  trouve  aussi  : 


(14) 


(15) 


0  I  ^ks  —  »!  =0, 

1  o  k{s^-\-2t)  —  ai 
s  <—  i  ^kst  —  as 

0  I  k{s^  +  2t)  —  ai     =0. 

1  o  ^kst  —  as 
s  —  t  6kt^  —  «4 

Par  le  développement  de  ces  déterminants,  il  vient 

aot  —  aiS  -\-  «2  —  A;(8^  —  25')  =  o, 
ait  —  a2S-\-a5  —  ks{^t  —  5')  =  o, 
a2t  —  a-.s  -\-  «i  —  kt{St  —  25^)  =  o. 

k{St   —  26'')  =  p, 

a^t  —  aiS  -\-  «2  —  |u,  =  o, 
ait  —  (0'i-\ — j  s -\- as  =  o, 

(«2  —  p)i  —  ais  -|-  ^4  =  o. 

Enfin,  par  l'élimination  de  s  et  de  f,  on  arrive  à  l'équation  du  troisième 
degré  en  ^ 


En  posant  : 
on  peut  écrire 

(16) 


«0             ai 

ai  —  |x 

2 

as 

a^  —  (ji,     as 

a, 
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Après  avoir  déterminé  les  racines  de  celte  équation,  on  substitue  l'une 
d'elles  dans  (i6)  pour  en  déduire  les  valeurs  de  5  et  de  ^  L'équation  (7) 
donnera  ensuite  les  constantes  lx,h;  enfin,  les  égalités  (8),  (9),  (10)  per- 
mettront de  calculer  bo,  bi,  k,  et  le  problème  proposé  est  résolu.  Comme 
l'équation  cubique  en  ^  admet  trois  racines,  on  arrive  au  but  proposé  de 
trois  manières  différentes. 

En  posant  : 

il  est  démontré  que  la  quarlique  peut  se  ramener  à  la  forme 

x;  +  x;  +  6>x;x*. 

Il  est  utile  de  faire  remarquer,  en  terminant,  que  le  passage  à  la  forme 
canonique  n'est  pas  possible  dans  tous  les  cas;  lorsqu'une  fonction  présente 
une  certaine  particularité,  par  exemple,  si  elle  renferme  un  facteur  au  carré, 
le  problème  peut  être  impossible.  Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  une  cubique 
ne  peut  pas  prendre  la  forme  IX\  -\-  wX^,  mais  la  forme  XJX^. 


ï 


CHAPITRE  IL 
INVARIANTS  ET  COVARIANTS 


§  ^- 


DÉFINITIONS.      PROPRIÉTÉS      DES     INVARIANTS. 

909.  Considérons  la  forme  binaire  quadratique 

f  =  aox]  -j-  2aiiPiii?2  -{-  diocl . 
Par  la  substitution 

Xi  =  cCiXi  -{-  «2X2, 
Xi  =  (3,X,  +|38Xa, 
elle  devient 

F  ==  AoXJ  +  2A,XiX2  +  A.oX^, 
ou 

Ao  =  «oa?  +  2aiajj3|  -)-  aapj,     Ao  =  a^ccl  -{-  2aia2^2  +  azjSj, 

A,  —  a(,<xt(X2  -\-  «I  (aijSj  -j-  a«Pi)  -j-  as^iPs. 

Formons  avec  les  coefficients  de  f  différentes  expressions  telles  que 

ainsi  que  les  expressions  correspondantes  sur  la  transformée 

^o  +  A^+Aj,     AoA^A^,     AqA,  — Aj,     AqA,  — A^,      ... 

qui  renferment  à  la  fois  les  coefficients  ao,  «i>  ct,2  et  les  constantes  de  la 
transformation  «i,  «2,  |3i,  jSa.  En  comparant  celles-ci  aux  premières,  il  arrive 
quelquefois  que  l'une  d'elles  ne  diffère  de  l'expression  correspondante  que 
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par  une  certaine  puissance  du  module.  Si  on  remarque,  par  exemple,  que 

Q^^d^ ft«,  A0A2  —  A^  sont  respectivement  les  discriminants  de  la  fonction 

et  de  la  transformée,  on  a  la  relation 

A0A2  —  a;  =  r2  {a,a^  —  aj), 

comme  on  le  vérifie  d'ailleurs  facilement  avec  les  valeurs  de  Ao,  Ai,  Aa;  mais, 
il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  autres  expressions.  L'idée  que  renferme  cette 
équation  s'exprime  brièvement  en  disant  que  a^a^  —  a^  est  un  invariant  de/". 
En  général,  on  Jippelle  invariant,  une  expression  des  coefficients  d'une 
forme  telle,  qu'après  une  transformation  liénairej^  l'expression  analogue 
avec  les  nouveaux  coefficients  £St  tgale  à  la  première  multipliée  par  une 
certaine  puissance  du  module  de  la  transformation^  ~"^  ^ 
Soit  une  forme  binaire  de  l'ordre  n  '^ 

.  nin  —  i)           0,1 
f=  a^x'l  +  na^x\-'Xî-\ a^x\-^x\  -\ \-  anX""^ 

ayant  pour  transformée 

F  =  AoX'î  4-  wA^X^-'X,  -\ h  AnX^, 

toute  fonction  (p(ao,  ^i,  ^2,  ...)  des  coefficients  de  /"qui  satisfait  à  l'égalité 

9(Ao,  Ai,  Aa,  ...)  =  r^(p(fôo,  «1,  aa,  ..) 
estsin  invariant.  Si  >  =  o,  on  a 
^  cp(Ao,  Ai,  Aa,  ...)  =  (p(ao,  C^i,  tta,  ...), 

et  l'invariant  cp  est  alors  une  expression  qui  reste  égale  à  elle-même  pour 
toute  transformation  linéaire,  même  pour  celles  dont  le  module  est  différent 
de  l'unité.  On  dit  alors  que  cp  est  un  invariant  absolu. 

Lorsqu'une  forme  admet  plus  d'un  invariant,  on  peut  toujours  en  déduire 
un  invariant  absolu.  Supposons,  par  exemple,  que  /"possède  les  deux  inva- 
riants 9(^0»  CLy,  •••)  et  ^{^(«0,  «1,  ...)  ;  on  aura  les  égalités 

(p(Ao,  Ai,  ...)  =  r>(p(ao,  tti,  ...), 
t];(Ao,  Al,  ...)  =  r/*4^(ao,  fti,  ...)» 


par  suite, 


d'où 


[(p(Ao,  A.,  ...)]/*  =r/*>[(p(a.o.  «.,  ...)F, 
[tJ^(Ao,  A, ,...)]>  =  r>/^[tj;(ao,  ai,.. .)P; 

[(p(Ao,  A,,  ...)3/^^[(p(ao,  ftj,  ...)Y ^ 
[^(Ao,  Al,  ...)]X       [^J;(«o,  tti,  ...)P' 


t,^'^^ 


\  ni 
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La  fraction  du  second  membre  doit  être  considérée  comme  un  invariant 
absolu. 

Afin  de  se  rendre  compte  de  l'existence  de  semblables  expressions,  il  faut 
remarquer  que  la  transformation  linéaire  introduit  dans  une  forme  binaire 
quatre  constantes  a,,  «2,  (3,,  fia;  si,  entre  les  71  -j~  i  égalités  qui  donnent  les 
valeurs  des  coefficients  Ao,  A,,  ....  on  élimine  ces  constantes,  il  restera  n  —  3 
relations  entre  ao,  a,,  ^2,  ...,  et  Ao,  A,,  A.,  ....  Quand  l'une  d'elles  peut 
se  ramener  à  la  forme 

(p(tto,  «1,  0^2,  ...)  =  (p(Ao,  A,,  A2,  ...) 

la  fonction  cp  est  un  invariant  absolu.  Une  forme  binaire  de  Tordre  71  ne  peut 
donc  admettre  plus  de  n  —  3  relations  de  cette  nature;  les  formes  quadra- 
tique et  cubique  n'ont  pas  d'invariant  absolu;  elles  ne  peuvent  avoir  qu'un 
seul  invariant  qui  est  leur  discriminant.    • 

181 0.    Invariant  slmuUané.  Soit  un  système  de  formes 

/'=«-o<-i >     fi  =  ^hx\-\ ,     /'2=Co^iH »     etc. 

En  effectuant  une  transformation  linéaire,  il  viendra 

F  =  AoX'î  +  ...,     F,=B,X^  +  ...,     F,==CoX;  +  ... 

Une  fonction  ç  des  coefficients  de  toutes  ces  formes  qui  satisfait  à  l'équation 

(p(Ao...,  Bo...,  Co...)  =  r^9(ao  ...,  &o  ...,  Co ...) 

s'appelle  invariant  simultané  du  système  donné. 

Nous  avons  déjà  rencontré  des  fonctions  de  cette  espèce.  Quand  on  trans- 
forme un  système  de  k  formes  linéaires  à  k  variables,  on  a  : 

A  et  (5  étant  respectivement  les  déterminants  des  formes  transformées  et  des 
formes  primitives;  il  en  résulte  que  à  est  une  expression  des  coefficients  des 
fonctions  linéaires  jouissant  de  la  propriété  de  l'invariance;  c'est  un  invariant 
simultané  de  ces  formes. 

On  sait  que  à  est  le  résultant  du  système;  une  propriété  semblable  existe 
pour  l'éliminant  de  deux  formes  binaires  quelconques.  Soit 

/■=  a^x"^  -\-  ma^x'['-'x^  -\ \-  a^x''^, 

/",  =  60^?  +  nh^x'\-'x2  -| 1-  Kx\. 

Désignons   par   (/^iÇi),  (jOaÇt),  ...(jo«,g«.)    les   racines  de   /"^o,    et  par 

S9 


^ 


^ 
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do  ==  qiqt  "'  q^f  ^m  =  PiP2 


(fiSi)i  (^282),  ...  (rnSn)  les  racines  de  /',  =0.   On  peut  écrire  en  posant  : 

Pmj   bo  =  SiS2  ...  5n,   bn  =  1\r2  ...  Tn* 

Pi 
Xi 

Pour  obtenir  le  résultant  R,  substituons  dans /"i  les  racines  de  f=o  ci 
multiplions  les  résultats.  On  aura 


f- 

Xi 

Xi 

• 

Xi 

X, 

... 

X\ 

X2 

Pi 

Qi 

Pi 

92 

Pm 

qm 

f^  = 

Xx 

Xi 

• 

Xi 

X2 

... 

Xi 

Xt 

ri 

Si 

r2 

S2 

rn 

Sn 

R  = 


Pt 

qi 

' 

Pi 

9l 

... 

Vi 

Si 

^2 

52 

Pm       qm 


Si  on  applique  les  formules  de  la  transformation 

Xi  =  aiXi -j- a2X2, 
X2  =  |3|X|  -j-PaXa, 

le  premier  déterminant  de  f  devient  : 

«1X1  + «2X2     |SiXi-]-|3aX2      =(^ia,  — />,(3,)X|  —  (jo,[32— çia^Xî; 

Pi  qy 

par  suite,   les  valeurs  de  Xi  et  de  X2  qui  correspondent  à  ce  facteur  sont 
proportionnelles  à 

jo,(32  —  qiCf.7j     q\&.\ — pijS.  ; 

de  même,  dans  la  transformée  de  /"i,  Xi  et  X2  seront  proportionnels  à 

rK^2  —  5ia2,     5i«i — riPi  ; 
or,  le  déterminant  de  ces  quantités  a  pour  valeur 

P\^2  —  qiOit     q\cx.x — pi^x 

n|32  — Sioi.1     SiOii  —  r,|3i 

Donc,  chaque  déterminant  du  résultant  R'  des  transformées  est  égal  au 
déterminant  correspondant  de  R  multiplié  par  le  module,  et  comme  il  y 
a  mn  déterminants  semblables,  on  a 

R'  =  r"»".  R. 

Par  conséquent,  le  résultant  de  deux  formes  binaires  quelconques  est  un 
invariant  simultané  de  ces  formes. 
Il  est  utile  de  remarquer  qu*en  posant  : 

Pi  -=  jO«|32  —  (/ia2,     Qi  =  q\C(.t  — ^i|3i 


'■^- 

a.     l3i 

• 

Pi 

<?» 

«2        jSî 

r. 

Si 
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on  a  la  relation  : 

Xi. 

X2 

= 

X, 

X2 

Pt> 

9i 

P. 

Q. 

Pour  la  vérifier,  il  suffit  de  remplacer  Xi,  0:2,  par  leurs  valeurs. 

1811.  Le  discriminant  d'une  forme  est  un  invariant.  Il  a  été  démontré 
antérieurement  que,  pour  une  forme  quadratique,  on  a  : 

A  =  r'd, 
A  étant  le  discriminant  de  la  transformée  et  d  celui  de  la  forme  primitive; 
par  définition,  d  est  donc  un  invariant.  Cette  propriété  a  lieu  pour  le  discri- 
minant d'une  forme  quelconque;  nous  allons  le  démontrer  en  considérant 
seulement  une  forme  binaire  de  l'ordre  n,  savoir  : 

f==  af^x^l  -\-  na^x1~'x^  -j-  ••    -}-  anX^. 

Si  on  désigne,  comme  ci-dessus,   par  (jo,gi),  (P2Ç2),  .  .  (puqn)  les  racines 
de  /";:=  o,  on  a  : 


/= 


Xi       5C2 


0^1       X2 

P'2      q-i 


Xx     ûc-. 


Pn         qn 


On  sait  encore  que  le  discriminant  d  de  /"est  représenté  par 


d  = 


Pi      qi 
Pi     Ç2 


Pn-K        qn-{ 
Vn  qn 


Pi     qi 

Pi    q-o 

On  vient  de  voir  que,  dans  la  forme  transformée,  les  racines  qui  corres- 
pondent aux  deux  premiers  facteurs  sont  proportionnelles  à 

JOiP?  —  qiC(2,      qiai — pi^r, 
P2^2  —  g2a2,     Ç2ai  —  jOîjSi  ; 


or,  on  a  : 


p\^i  —  q\&.2     qtoci  ^  pi^i 
JO2IS2  —  qiC(.2      qtUi  —  pa^i 


ai      (X2 

(3,     (3. 


P<    Il  I 

P2     q2    I 


Ainsi,    chaque    déterminant   du    discriminant   A   de   la   transformée  est 
égal  au   facteur  correspondant  de   ô   multiplié  par  le  module;  comme  il 

n{n  —  I  ) 


renferme 


déterminants  semblables,  il  vient 

n(n— 1) 


ou  bien 


par  suite,  d  est  un  invariant  de  /. 


-  4^0*2  - 

Il  résulte  de  cette  démonstration  qu'en  représentant  par  (t*iQa  —  P2Q1) 
ce  que  devient  (jo,(/i  —  ^2^1)  par  la  transformation,  l'on  a 

P1Q2  —  P2Q1  =  r{piq2  —  q^Pi)- 

Donc,  une  fonction  quelconque  des  déterminants  {piq2  —  P2<?i), 
(piqs  —  Pôq*)-/  etc.  où  chacun  d'eux  entre  d'une  manière  égaie  sera  un 
invariant. 

!91!9.  Pour  une  forme  binaire,  une  fonction  symétrique  des  différences 
des  racines  est  un  invariant,  lorsque  chaque  racine  s'y  trouve  un  même 
nombre  de  fois. 

On  sait  que  les  fonctions  symétriques  des  racines  sont  des  expressions 
rationnelles  des  coefficients.  Dans  la  forme  binaire 

f=aç,x'\-\-na^x\-'x^-\ \- anX\, 

oïl  ao  est  différent  de  l'unité,  ces  coefficients  sont — >— »  etc.  Afin  de  rendre 

aa  ao 

la  fonction  entière,  il  est  nécessaire  de  multiplier  par  une  puissance  conve- 
nable de  ao  pour  faire  disparaître  tous  les  dénominateurs.  Supposons  la 
fonction  donnée  décomposée  en  ses  facteurs  linéaires 


/■= 


et  posons 


P' 


Xi       X2 

• 

Xi       X2 

... 

Xx       X2 

Pi    qi 

Pz      qi 

Pa        qn 

— -, 

P2  = 

q2 

•      pn 

qn 

Xi 


Les  quantités  p  seront  les  racines  de  /'  =  o  où  l'on  considère  — comme 

'  Xo 

l'inconnue. 

Soit  la  fonction  symétrique  suivante  : 

<2(p, -P2)^(p3-pj^... 
où  chaque  racine  entre  au  degré  p.  En  remplaçant  les  racines  par  leurs  valeurs 

elle  devient 

9 


V^i     qtj  \qs     qj 


ou  bien 


<2 


<IW2^\ 


(Piq2  —  Piqiy  {psqk  —  p.qs)'^  ... 
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et  puisque  chaque  racine  entre  également  dans  les  termes  de  la  somme,  le 
dénominateur  sera  le  même  partout  ;  sa  valeur  étant 

fonction  symétrique  donnée  se  réduit  à 

l{ptq2  —P2qiy{psq',  ~  P',q^Y  ... 

et  nous  venons  de  voir  qu'une  telle  expression  est  un  invariant. 
Par  exemple,  la  formule 

<{Pi  —  P2)' 
représente  l'invariant  de  la  forme  quadratique,  et  l'expression 

a]  (pi  —  p^y  ipi  —  p-oY  {p-2  —  P'.y 

celui  de  la  cubique. 
De  même  les  sommes 

(lll{p^  —p2y(ps  —  p^y 

(il  Kpi  —  p^y  (ps  -  p^y  (pi  --  p4)  (p2  —  Pi) 

correspondent  à  des  invariants  de  la  quartique. 

913.   Après  ces  définitions,  nous  allons  démontrer  les  propriétés  fonda- 
mentales des  invariants  d'une  forme  binaire  de  Tordre  71 

Première  propriété.   Un  invariant  est  une  fonction  homogène  des  coeffi- 
cients et  de  poids  constant. 

Appliquons  à  la  forme  f  la  transformation  spéciale 

x\  =  Xj,     Xi  =  ^X2 
ayant  pour  module 


=  1. 


o     l 
Si  (p  est  un  invariant,  on  a 

9(Ao,  Al,  Aï,  ,..)  =  A*9(fto,  «1,  0-2,  ...). 
Remarquons  que  le  changement  de  x%  en  ÏX2  revient  à  multiplier  chaque 
coefficient  de  la  forme  par  une  puissance  de  A  égale  à  son  indice,  de  sorte  que 
l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

(p(fto,  axïf  ^2^^,  ...)  =  X''9(rto,  ^^1,  (i'i  •..)• 
En  vertu  de  cette  relation,  chaque  terme  du  premier  membre  doit  renfer- 
mer le  facteur  A*;  ce  qui  exige  que  la  fonction  9  soit  homogène  et  que  la 
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somme  des  indices  dans  chaque  terme  soit  constante  et  égale  à  k  ;  c'est  préci- 
sément cette  somme  qui  constitue  le  poids  de  l'invariant. 

Deuxièyne  propriété.   Un  inoariant  reste  le  même,  en   valeur  absolue, 
si  on  échange  les  coefficients  éqmdista?its  des  extrêmes. 
Eflfecluons  la  transformation 

X\  •=  A.2»      Xi  =^  A.| 

dont  le  module  est  —  i  ;  on  aura 

(p(Ao,  A,,  As,  ...)  =  (—  if  (p(ao,  a^,  «a  ...), 

k  étant  le  poids  de  l'invariant.  Or,  une  telle  substitution  donne  une  trans- 
formée où  «0  est  remplacé  par  an,  «i  par  an-.\  et,  en  général,  ai  par  an-x\ 
«1  cause  de  l'égalité  précédente,  cet  échange  laisse  la  fonction  invariable  si  k 
est  pair,  et  il  y  a  seulement  changement  de  signe,  si  k  est  impair.  On  appelle 
invariants  droits  ceux  qui  conservent  leur  signe  par  l'échange  des  coeffi- 
cients équidistants  des  extrêmes,  et  invariants  gauches  ceux  qui  changent 
de  signe. 

On  exprime  encore  la  propriété  qui  précède  en  disant  qu'un  invariant  est 
symétrique  par  rapport  aux  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes . 

Troisième  propriété.  Le  poids  d'un  invariant  du  degré  B  par  rapport 
aux  coefficients  est  \nd. 

En  effet,  si  dans  chaque  lerme  aragat  ...,  on  remplace  ar  par  an-ry 
as  par  an-.,,  etc.,  l'invariant  conserve  la  même  valeur  absolue;  il  faut  donc 
que  l'on  ait  : 

r -\-  s  -\-  t  -\-  •  '  =  n  —  r  -{-  n  —  s  -\-  n  ~  t  -\-  *" 
ou 

2(r  4-5  +  i  H-  •••)  =n-\-n-{-n-\-'"=^n9; 

par  suite, 
Il  en  résulte  que,  pour  une  transformation  de  module  r,  il  viendra 

nÔ 

(p(Ao,  Al  ...)  ==r  2  (p(fto,  fti,  ...)• 

Le  poids  de  l'invariant  étant  un  nombre  entier,  on  en  conclut,  pour 
n  impair,  que  son  degré  B  doit  être  pair;  ainsi,  une  forme  de  degré  impair 
ne  peut  posséder  que  des  invariants  de  degré  pair. 


à 
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Quatrième  propriété.  Un  invariant  satisfait  aux  équations  différentielles: 

d(p    ,  d(D    .  d'i>    .  .  d(D 

ao- h  2».  :i r  3<*2 1 \- +  na„_,  j-^  =  o, 

dtti  da-i.  das   '  '  aa„ 

d(p    ,    ^  ^      d(D       ^  .      d(p    ,  ,  d(û 

nai ]-  {n  -  i)ai- \- {n  ^  2) a^ -- -\- -  •  .  .  -4-  r/„ =  o. 

duQ  dai  daz  '       dan-i 

Pour  le  démontrer  effectuons  la  transformation 

X\  =  Xi  — j—  /Xg» 
X2  =  X», 

dont  le  module  est  l'unité.  L'invariant  9  reSTera  identique  à  lui-même.  Or 
on  trouve,  pour  la  transformée,  \^ 

a,\\  +  n{a,l  +  a,)X\-'X^  +    ^^  {a,l'  +  2a^l  +  a^)  X^-^X^ 

?ï(n —  i)(w —  2) 


et  l'invariant  pris  sur  cette  transformée  a  pour  valeur 

(p(ao»  »! -f-<*oA,  a2-{-  2ai'k-\-  aol'^^  ^3 -|- 3^2^ -|- 3aiA' -|- f(-o^',   .•) 

Ctftl  Clft2 

Comme  la  fonction  cp  reste  invariable  par  la  transformation,  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  A  doivent  être  nuls;  en  égalant  à  zéro  celui  de  la 
première  puissance,  on  obtient  la  première  équation  différentielle.  La  seconde 
se  déduit  immédiatement  de  l'autre  en  changeant  a^  en  «„_<  à  commencer  par 
le  dernier  terme.  Toutes  les  autres  équations  provenant  des  coefficients 
de  A',  A'  ...,  égalés  à  zéro,  expriment  la  même  chose  que  la  première  et 
doivent  être  satisfaites  en  même  temps;  il  est  inutile  de  les  écrire. 

Cinquième  propriété.  Si  fi  et  fo  sont  deux  formes  binaires  de  mèine 
degré  et  9(^^o>  ^1»  CI2,  ...)  un  invariant  de  la  première,  l'expression 

a«o  dat  da-i  dan 

sera  un  invariant  simultané  de  ces  formes,  6a,  ^i,  ^j,  ...  étant  les  coeffi- 
cients de  la  seconde  forme 
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En  effet,  formons  la  fonction  composée 

/.  +  M,  =  {((o  +  kbo)x'l  +  n(a,  +  kb^)x^l-'x^ 

+ !!:i!ii-^  (a,  +  kb,)xr'xi  + . . . 

Quand  cp{ao,  «i,  «2  ...)  est  un  invariant  de  /'i,  l'expression 

(p{cbo  -\-  kbo,  «I  4~  ^^1  »  ^^i  ~\~  ^"^2,  • . .) 
sera  un  invariant  de  la  forme  /"«  +  kfz  quel  que  soit  A:.  En  développant,  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  â:  jouiront  de  la  propriété  de  l'invariance 
et,  en  particulier,  l'expression  proposée  qui  est  le  coefficient  de  la  première 
puissance;  comme  elle  renferme  à  la  fois  les  coefficients  a  et  b,  c'est  un 
invariant  simultané  des  deux  formes.  Par  exemple,  on  sait  que  a^a^  —  a]  est 
un  invariant  de 

ft  =  a^x]  +  2a^x^x^  -j-  a^xl. 
Posons  : 

ft  =  bf,x^^  +2b^x^x^-\-b^xl. 

Si  on  effectue  sur  9  =  a^a^  —  al  l'opération 

dao  dai  da^ 

on  trouve  l'expression 

aibo  —  2fti&i  -\-  aob2 

qui  sera  un  invariant  simultané  des  deux  formes  quadratiques. 

914.  Il  sera  utile  d'appliquer  les  principes  que  nous  venons  d'exposer 
à  la  recherche  de  quelques  invariants.  Après  avoir  choisi  le  degré  9  de  la 
fonction  à  déterminer,  on  calcule  le  poids  par  la  formule 

n  étant  le  degré  de  la  forme.  Il  faut  ensuite  combiner  les  indices  o,  i,  2, ...  n 
de  la  lettre  a  de  manière  à  former  une  somme  égale  à  jo;  ce  qui  permet  d'écrire 
la  partie  littérale  de  l'invariant.  On  ajoute  aux  termes  des  coefficients 
A,  B,  C,...  qui  se  déterminent  par  l'emploi  des  équations  différentielles. 
D'après  la  manière  de  composer  les  termes,  l'expression  écrite  sera  symé- 
trique, et  il  suffit  dans  la  pratique  de  se  servir  d'une  seule  équation. 

Forme  quadratique.  Elle  ne  possède  qu'un  invariant  qui  est  son  discri- 
minant. On  a  :  9  =  2,  \n9=  2;  par  suite,  l'invariant  est  de  la  forme 

ka^a^'\-^a\. 
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A  et  B  étant  des  constantes  numériques.  En  appliquant  à  cette  expression  la 
première  équation  différentielle,  on  trouve 

ao  (2^111) -\~  2ai  (Aao)  =  o 
ou  bien 

(A  -\-  Bjttofti  =0. 

On  donne  la  valeur  que  l'on  veut  à  l'un  des  coefficients;  car  l'invariant  peut 
toujours  être  multiplié  par  un  nombre  quelconque.  Prenons  A  ==  i  ;  la  rela- 
tion précédente  donne  ensuite  B  =  —  i .  Donc,  l'invariant  cherché  sera 

En  posant  :  A  =  2,  il  viendra  :  B  =  —  2,  et  l'invariant  se  trouverait 
multiplié  par  2;  ce  facteur  est  inutile;  pour  déterminer  les  constantes  numé- 
riques, on  prend  toujours  A  =  i. 

Forme  cubique  : 


Son  discriminant  est  un  invariant  et  elle  n'en  a  pas  d'autre.  On  a  ici:  6  =  4, 
^  n9  =  6.  Il  faut  donc  composer  une  expression  du  quatrième  degré  et  telle 
que  la  somme  des  indices  soit  égale  à  6  dans  chaque  terme.  D'après  cela, 
l'invariant  sera  de  la  forme 

Aalal  -\-  Ba^a]  -\-  Qa^a^a^a^  -\-  \)a\a^  -\-  Ea\a\, 
L'équation  différentielle  donne 

-|-  3^2  [2kala^  -f  ^"f^o^^S  +  Dajj  =  o, 
ou  bien, 

(G  +  6A)  ala^a^  +  (2C  +  3D)  a]a,a^  +  {2E  +  6B  +  3C)  a,a,a\ 
+  (4E  +  3D)aX  =  o; 

par  suite,  on  a  les  relations 

C-j_6A  =  o,     2C  +  3D  =  o,     2E -f- 6B -f- 3C  =  o,     4E -f- 3D  =  o. 
Avec  la  valeur  A  =  i,  on  trouve 

(:  =  _6,     D  =  4,     E=-3,     H-:^4. 
Donc  l'invariant  de  la  cubique  a  pour  valeur 

alal  +  4^0^*2  —  àa^a^a^a^  -\-  4»^».  —  s^f']^]- 
Forme  quartique  : 
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Cherchons  si  elle  admet  un  invariant  du  second  degré.  Si  G  =  2,jnQ  =  4, 
et  la  composition  de  l'invariant  doit  être 

Par  l'équation  différentielle,  on  trouve  sans  peine    A  =  i,    B=  —  4, 
C  =  3.  L'invariant  du  second  degré  de  la  quartique  est  : 

»oC^4  — 4^^«3  +  3c^^ 
Supposons,  en  second  lieu,  0  =  3;  alors  ^n9  =  6,  Si  on  combine  les  nom- 
bres o,  I,  2,  3,  4  trois  à  trois  de  manière  à  former  une  somme  égale  à  6,  on 
arrive  à  l'expression  : 

L'équation  différentielle  conduit  aux  valeurs  : 

A=i,     B  =  —  I,     C  =  --i,     D==2,     E==-~i, 
et  l'invariant  sera  : 

^oS^4  ~-  ^^0^1  —  ^^î«4*-l-  2a^a^a^  —  al.     . 
Pour  la  forme  canonique 

x\  -\-x\-\-  6lx\x\ 
les  deux  invariants  que  l'on  vient  de  trouver  et  que  nous  désignerons  par 
i  et  j  se  réduisent  à 

On  sait  que  le  discriminant  de  la  quartique  est  un  invariant,  mais  il  n'est 
pas  indépendant;  il  s'exprime  au  moyen  de  i  et  de  /  par  la  formule 

^  =  i'^  —  2']  p. 

On    le    démontre   facilement    par    la    forme    canonique.     Les    équations 
dérivées  étant  : 

si  on  pose  a;2  ==  i ,  la  première  donne 

Substituons  ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de  la  seconde  et  multi- 
plions les  résultats  ;  on  aura 

5  =  (i-9>»)(i-9X=)  =  (£-9A«)'. 
Or,  on  vérifie  facilement  que 

(  I  -  gA'r  ==  (  I  +  3X»)^  ^  27  (A  -  l^)\ 
c'est-à-dire, 

(5  =  î'^  —  2  7^' . 
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C'est  là  une  relation  invariante  qui  aura  lieu  aussi  pour  la  forme  générale. 

Remarque.  Comme  moyen  de  vérification,  on  fait  usage  de  cette  propriété 
que  :  La  somme  des  coefjicienls  numériques  d'un  incariant  est  toujours  égale 
à  zéro,  lorsque  la  forme  est  écrite  avec  les  coefficients  du  binôme.  Pour 
s'en  rendre  compte,  il  faut  observer  qu'en  posant  : 

ao  =  Ui  =  f^2  ==^  •  •  •  ==  an  =  I , 
la  forme  f  se  réduit  à  une  puissance  exacte,  savoir  : 

et  l'équation  /*==  o  a  toutes  ses  racines  égales.  Or.  nous  avons  vu  qu'un 
invariant  s'exprime  par  une  fonction  symétrique  des  différences  des  racines 
qui  s'annule  quand  les  racines  sont  égales.  Il  en  résulte  que  cet  invariant  est 
identiquement  nul  pour 

ao  =  ai  ==  *•   =  ttn  =  I  ; 

par  conséquent,  la  somme  de  ses  coefficients  numériques  doit  être  égale  à  zéro. 
Il  n'en  est  pas  ainsi,  quand  on  écrit  la  forme  comme  suit  : 

f  =  a^x ^  -j—  a^x^      x^  -\-  a^x ^     x^  -j—  •  ••  ; 

car  elle  ne  devient  pas  une  puisssance  exacte  lorsque  tous  les  coefficients  sont 
égaux  à  l'unité. 

Nous  vérifierons  plus  tard  par  d'autres  méthodes  que  les  expressions  que 
l'on  vient  de  trouver  sont  réellement  des  invariants.  Lorsqu'une  fonction 
rationnelle  des  coefficients  d'une  forme  vérifie  l'équation  différentielle  sans 
satisfaire  aux  autres  conditions  de  poids  et  de  symétrie  d'un  invariant,  on 
l'appelle  semi-invariant  ou  péninvariant. 


S  2. 


PROPRIETES    DES    COVARIANTS. 

^tS.  JJn_covariant  est  une^xjoressioiLJ^^^  coefficients  et  des  variables 
d'une  forme  telle,  qu'après  une  substitution  linéaire,  la  même  expression 
prise  sur  la  transformée  est  égale  à  la  première  multipliée  par  u?ie  puissance 
du  module  de  la  transformation. 

Soit 

f=z  a^x^  +  wft,a?J~'  -]-••  +  ^n^a 
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une  forme   binaire   de  l'ordre   n  qui,    par   une   substitution   linéaire   de 
module  r,  devient 

F  =  A^XI  +  ;iA,X,-X,  -| h  A,X- 

toute  fonction  (^[ao,  a\,  ...yX\.  x^)  qui  satisfait  à  Tégalité 

9(An,  A,.  ...,  Xi,  Xj^  =  7'''9(fto,  «1,  ...,  a;,,  iCâ) 
est  un  covariant  de  f. 
Soit  une  cubique 


=  «o^î  +  i^^i-^î^j  +  3^2^^,.^^  4-  a 


3^2- 


qui,   égalée       zéro,  admet  les  racines  po,  pi,  ps;  on  peut  obtenir  immé- 
diatement un  covariant  au  moyen  des  différences  des  racines.  Posons  : 

5  =  fi^;2  (Pl  —  p2)M^1    —  P3^2)' i 

en  remplaçant  les  racines  par  les  rapports 


--, 

21 

<?' 

92  ' 

75 

elle  devient 

s  =  l(piq2  — P2q\f(xtqs  —  X2Pzy 
et  nous  avons  vu  précédemment  que  ces  déterminants  jouissent  de  la  propriété 
de  l'invariance.  La  somme  s  se  compose  de  trois  termes  résultant  de  la  permu- 
tation des  racines;  en  laissant  le  fadeur  rtj,  on  aura 

*  =  (pi  — p2)*(^,  —  P5a?2)'4-(P*—   P^Yi^t  —  pja?2)*+(p2  —  p^yicOi   —  P1X2Y 

=  <  [(pi  -  pa)'  4-  (p.  -  P^r  +  (p.  -  ps)']      , 
—  ^XxX2  [pi  (pî  —  ps)»  +  pa  (p,  —  p^y  4-  p5  (pi  —  p2)'J 

+  <  [pî  (p,  -  p,y  +  Pi  (p.  -  p^y  +  p!  (p.  ~  p^n 

Si  on  substitue  aux  fonctions  symétriques  leurs  valeurs,  et  si  on  multiplie    ^ 

ensuite  par  a\^  on  trouve,  à  un  facteur  numérique  près,  ™ 

» 

(«0^2  —  »?)  A  +  (^(/'.-i  —  fSf^2^-^'l^2   +  (^^'1^3    ~    ^-2)^2  1 

qui  est  l'expression  définitive  du  covariant  du  second  degré  de  la  cubique. 

Comme  nous  l'avons  fait  remarquer  pour  les  invariants,  une  expression 
composée  avec  les  différences  des  racines  et  des  facteurs  linéaires  renfer- 
mant les  variables  ne  peut  représenter  un  covariant  qu'à  la  condition  que 
toutes  les  racines  y  entrent  un  même  nombre  de  fois.  Ainsi, 

(tj  2  (p,  —  pj)' (p,  —  ps)  (j;,  —  p2a;t)*  (a;i  —  pBjîî) 

i 
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est  un  covariant  du  troisième  degré  de  la  cubique,  et 

(l'1 2  (p.  —  p2)'  (p2  —  p^y  (pi  —  po*  {xi  —  pAX2y 

al  2(p,  —  p2)  (pi  —  pi)  (pi  —  04)  {oci  —  piX2y  [xi  —  p^x^y  (x,  —  P4.X2)' 

sont  des  covariants  du  quatrième  et  du  sixième  degré  par  rapport  aux 
variables  de  la  quartique.  Les  diverses  expressions  analogues  que  l'on  pourrait 
former  pour  une  fonction  homogène  quelconque  à  deux  variables  n'ont  qu'une 
importance  théorique.  Il  existe  des  méthodes  plus  faciles  pour  déterminer  les 
covariants;  elles  reposent  sur  diverses  propriétés  de  ces  fonctions  que  nous 
allons  démontrer. 

tSIG.   D'après  l'identité  fondamentale 

(p(Ao,  A,,  ...,  X,,  Xs)  =  r''"®(/io,  <Ai,  ...,  «I.  X2), 

le  coefficient  de  X*,XJ  dans  le  premier  membre  doit  être  égal  au  coefficient  de 
x\x\  multiplié  par  r*;  la  puissance  k  se  nomme  indice  ou  poids  du  covariant. 
Désignons  par  G  le  degré  du  covariant  par  rapport  aux  coelïicients  et  par  v 
son  degré  par  rapport  aux  variables.  Si,  dans  une  forme  quelconque  de 
l'ordre  n,  on  change  a?t  en  /a?i,  et,  en  même  temps,  ai  en  «</»,  il  se  fait  que  À" 
est  facteur  dans  tous  les  termes.  Mais,  par  ces  deux  changements,  un 
terme  a^xd'^  ...  x\xl  du  covariant  renfermera  /Ha+/3f...^  g^  l»^u  ^yj^^^ 

l  -\-  a-^-p  -\-  *'*  =  constante. 
Or,  si  on  effectue  la  transformation 

X\  =  X2,      Xa  =  Xi 
dont  le  module  est  —  i,  le  covariant  reste  le  même  en  valeur  absolue, 
tandis  que  aa  devient  an-an  ^tc.  et  x\,  x\~^:,  par  suite,  il  faut  que 

/  +  a  +  j3  -| «=  V  —  /  -(-  (w  —  a)  +  (/i  —  (3)  -1 , 

ou  bien 


d'où 


/  +  a4-(3  +  ...= 


nQ  4"  ^ 


Par  conséquent, 

i"*  La   somme  des  indices  des   coefficients   d'un  terme   du   covariunt 
augmenté  de  l'exposant  de  Xi  daîis  ce  terme  est  constante  et  égale  à 

n9  +  V 
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2**  Le  poids  du  coeffieie7it  de  a;[  est  représenté  par 

nB  -4-  V 
— -^ /. 

2 

Ces  propriétés  permettent  d'écrire  la  partie  littérale  d'un  covariant 
lorsqu'on  donne  son  degré  v  relativement  aux  variables  et  son  degré  0  par 
rapport  aux  coefficients.  Par  exemple,  pour  la  cubique 

le  covariant  du  second  degré  relativement  aux  coefficients  et  aux  variables 
est  de  la  forme 

^^0^1  ~r  •2C,a7ja?2  -\'  Cj 

la  ! 
ce  qui  permet  de  poser 


xl 


où  les  poids  de  Co,  Ci,  Ca  seront  respectivement  2,  3,  4,  puisque ' — =  4; 


Co  =  Aa^a^  +  ha\, 
C,  =  CuoCi:,  +  Baia2i 
Cj  =  Eft,ag  +  Fa^. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  numériques  A,  B,  ...;  ce  qui 
se  fait  par  des  équations  différentielles  que  nous  allons  démontrer. 

SI 7.  Equations  différentielles  des  covariants.  Appliquons  à  une  forme 
binaire  de  l'ordre  7?  la  transformation 

a?,  =  X,  +  /X2, 

X2  =  Xj, 

pour  laquelle  r  =  i .  On  aura 

cp(Ao,  Al,  ...,  Xl.  Xo)  =  9(^0,  «1,  ..  ,  Xl,  ^2), 
ou  bien,  en  remplaçant  X,,  X2  par  leurs  valeurs 

cp(Ao,  Ai,  ...,  Xl  —  ).X2,  Xo)  =  (p{ao,  ai,  ...,  Xi,  Xi). 

Il  résulte  de  cette  identité,  qu'en  développant  le  premier  membre,  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  A  doivent  être  nuls.  Or,  par  la  trans- 
formation, les  coefficients  Ao,  Ai,  A2,  ...  ont  pour  valeurs 
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par  suite,  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A  donne  l'équation 

dcp    .        do)  d(D  d^ 

—  x,- ^  tto  -j h  2ft,  — ^  4-  .  .  +  nan-s  -—  =  o, 

dxx  dai  da2  da^ 

ou  bien, 

d(p  dm  d'i)  rfq?    ,  ,  dm 

dXi  da,  da-z  da^    '  '  dun 

L'échange  des  variables  ou  la  transformation 

Xf  =  Aj)      X2  ^=  Al 

n'altère  pas  le  covariant,  tandis  qu'un  coefficient  a<  devient  an_<;  on  aura 

aussi 

d(p  d(p  d(p  dcp 

la')  a;,  — -  =  a„^— 4-2rt„_, \-nai-—» 

dxi  6ta„_i  dan-2  dao 

Cela  étant,  écrivons  le  covariant  (p  à  la  manière  ordinaire  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  Xi , 

9  =  C,x\  +  yC,x\-^x,  +'^^~^^C,<-'a^^  +  •-  +  Cv^^^. 
Il  vient  : 

(«")      ^2  ^  =  vCo^-y-'^a  +  K^  -  I )  C,a?^2a?|  -t \-yC ,_tx] . 

D'un  autre  côté,  appliquons  l'opération  du  second  membre  de  (a)  à  cp,  en 
observant  que  les  coefficients  Co,  G|,  ...  sont  des  fonctions  de  cto,  «i,  a..,  .... 
Si  on  compare  ensuite  le  résultat  avec  (a")  pour  égaler  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  Xt  et  de  iCa,  on  trouve 

dCo  ,  dCo  ,  ,  dCo 


dai  da2  '  *         "  da, 

dCi  dCi  dCi 

dai  dat  *  aa» 

dCi  dCi  .  ,  dC-i 

-. \-2ai- h ••  •  +  nan-i  -— 

dai  dai  da» 


dC,  dC,  dC,         ^ 

dai  da»    *  '  da,, 
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Par  le  développement  des  deux  membres  de  l'identité  (a'),  on  arrive  encore 
aux  équations  : 

^*i"i — r(^*  —  0^2  1 — —  4-^''«  , —  =  o, 
dao  dai  '       aa„_i 

?îa,  -3 1-(^?  —  0«2-^ [-«„-| =  Cv, 

dao  cLdi  dan-i 

im,  —■ h  (n  —  i)ft2  -1 Y  Un  3 =  2Cv_i , 

rf«0  ««1  dCln-i 


?lCti-; h  [n  l]a2- V-  "'  +ftn-j =  VC|. 

Ce  sont  les  deux  systèmes  d'équations  différentielles  auxquelles  doit  satis- 
faire tout  covariant  cp  de  la  forme  donnée.  Appliquons,  par  exemple,  ces 
équations  pour  déterminer  les  coefficients  Co,  Ci,  C2  du  covariant  du  second 
degré  de  la  cubique.  On  a 

Co  =  ^a^a,,  -\-  Bftf, 

C2  =  ^a^a.-\-'Sa\. 
Par  les  équations  du  premier  système,  on  trouve 

dCo      ,  rfCo      ,  CiCo  /  A        I      Tî\ 

ao- \-2ax- \-  3^2  -r—  =  2aoai  (  A  -}-  B)  =  o  ; 

dttt  da2  das 

par  suite,  pour  A  =  i,  il  vient  B  =  —  i  ;  donc 

Co  ^a^a^  —  a]. 


En  second  lieu 

dC,              rfC,    ,          rfC,                      2 

dtti             da2             das 

ou  bien 

«0«2  (D  +  3C)  +  2ft'D  =  (10^2           ^!» 

c'est-à-dire, 

aoft2(D4-3C—  i)  +  aJ(2D+  i)=o; 

on  en  tire  : 

D  =  -i,     C_i; 

donc, 

Cl  ==i(ftoas  —  aittî). 

-  4f)5  — 

Enfin,  régalité 

dCî  dC2  dCo 

k  dai  diii  daz 

B      revient  à 

aotts  (E  —  i)-{-  a,a2  (4F  -]-  3E  -|-  i)  =  o. 

En  conséquence, 

E=i,     F  =  — I, 
h      et 

'  C2  =  aittt  —  a]. 

Le  covariant  du  second  degré  de  la  cubique  est  complètement  déterminé 
et  il  a  pour  expression 

(ao^a  —  a])  ocl  -j-  («ofts  —  «itta)  X1X2  +  (aiŒs  —  a])  x]. 

9tH,  Le  calcul  d'un  covariant  se  simplifie  encore  par  le  second  système 
d'équations  différentielles.  On  en  tire,  en  commençant  par  la  dernière, 

'  I    ••=;-  dCo 

V     <=o  dai 

C2  =  - 1     ^n—i)ai+y--y 

V  —  I     <=o  dtti 

V  —  2     <=o  aa» 


Avec  Ço,  la  première  fait  connaître  Ci  ;  avec  Ci,  la  seconde  donne  Cj,  et 
ainsi  de  suite.  Désignons  par  d  l'opération 

d  d  d 


dao  dai   *^  '  dan-i  ' 

on  aura  simplement 

'-<i  =  —  ctLoj  La  = •  ctLi ,  C5  ==: d\j2f   ••••  Ly  =  cfCv_i . 

V  V  —  I  V  —  2 

Il  suffit  donc  de   connaître  le  premier    terme  Co  pour  en  déduire  tous 

30 
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les  autres  et,  pour  ce  motif,  nous  appellerons  C©  terme  principal  du  covariant. 
Appliquons  cette  mUhode  à  la  recherche  du  covariant  du  troisième  degré 
par  rapport  aux  coefficients  et  aux  variables  de  la  cubique 


On  a  : 


^  =  3»     0  =  3>     1^  =  3»     et       ! —  =  6; 


le  poids  du  coefficient  du  premier  terme  du  covariant  est  3  ;  il  sera  donc  de 
la  forme 

Co  =  ala^  +  ka^a^a^  -f  BaJ. 
L'opération 

ciCo   ,  dCo   .  dCo 

dai  dtti  das 

donne 

ala,  (A  -|-  3)  4-  ay^  (3B  -|-  2A)  =  o  ; 

d'où  A  =^  —  3,  B  =  2  ;  par  suite, 

Co  =  ala.  —  3aoC^iC^2  +  2aJ. 

Connaissant  Co,  il  vient  successivement  pour  les  autres  coefficients 

C,  =  |rfCo=  I  [3a, (2aoa^—  ^a^a,)  +  2a,(6aJ  —  3aoa2)  +  «3  (-  3»oa.)] 

c'est-à-dire, 

C^  =  aoa^a^  -\-  a\a^  —  2a^a\. 
De  même 

C2  =1  rfC,  =H3a,(a,a3  —  2^;)  +  2«2  Kû^3+  ^ai^J  +  (^z^K—  4û^oaa)] 

ou 

Cg  =  2à\a^  —  a^a\  — a^a^a^. 
Enfin, 

C3  ==(iCj  =  3a,  (— a2a3)  +  2a,  (4a^ag  —O'X)  +  0,7,  (— 2(i,a,  —  «oû^s) 
c'est-à-dire, 

Cj  =!  3^iC^j<*3  —  2a5  —  ^0^5» 
Il  vient  ainsi  pour  le  covariant  du  troisième  degré  de  la  cubique, 

+  3  (2aîa5  —  »,«;  —  a^a^a^)  x^x\  +  (3a, ^,«5  —  2a|  —  a«aj)a?î. 

®19.  Dans  le  calcul  des  covariants,  il  faut  encore  utiliser  la  propriété 
suivante.  La  transformation 

Xi  =i  Xa,     ii?»  =  Xi 
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revient  à  échanger  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  dans  la  forme 
et  le  covariant  se  trouve  simplement  multiplié  par  ( —  i)*,  puisque  le  module 
de  la  substitution  est  —  i .  11  en  résulte  que  le  coefficient  de  X2~*x\  se  déduit 
du  coefficient  de  x]l~^x^  par  l'échange  des  coefficients  de  la  forme  équidistanle 
des  extrêmes;  on  conserve  les  signes  si  k  est  pair,  et  on  change  le  signe,  si 
k  est  impair.  Conformément  à  cette  remarque,  il  suffit  de  calculer  la  moitié 
des  coefficients  du  covariant;  les  autres  s'en  déduisent  comme  nous  venons  de 
le  dire.  Par  exemple,  pour  le  covariant  qui  précède,  le  coefficient  du  premier 
terme  étant 

on  remplace  ao  par  aj,  fti  par  a2  et  réciproquement;  ce  qui  donne 

a^tto  —  3a^a^a^  +  2al  ; 

c'est,  au  signe  près,  le  coefficient  du  dernier  terme. 

Avant  de  terminer,  indiquons  la  marche  à  suivre  pour  trouver  les  cova- 
riants  du  quatrième  et  du  sixième  degré  relativement  aux  variables  de  la 
quartique 

le  premier  étant  du  deuxième  degré  et  le'^second  du  troisième  degré  par 

rapport    aux    coefficients.     Si  on    pose  n  =  ^,   0  =  2,   v  ==  4,   il  vient: 

n  9  -\-  V 

=  6,  et  le  poids  du  coefficient  de  x.  dans  le  covariant  sera  égal  a  2. 

2 

11  faudra  prendre 

par  l'équation  différentielle,  on    trouve  A=  —  i.    Le  premier  terme  du 
covariant  est  donc 

(aoa.-,  —  a])  xl . 
Il  vient  ensuite 

Cl  =  {  rfCo  =  {  [4^1  («2)  +  3»2  ( —  2ai)  -\-  2as  (ao)] 
=  ^{aoas  —  at  a2). 

C,  =  1  dC^  =14  [4a.  (a^)  +  sft^l—  Cl,)  +  2a,(—  a,)-\-  ^,(^0)] 

=  i(2«,»3+^oCt4  — 3»2)- 

Par  l'échange  des  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes,  on  déduit 
ensuite  de  Ci  et  de  Co  les  valeurs 

Cs  =  ^  (a^a^  —  ^^3^2),     C^  =  ft^ttj  —  al» 
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Le  covariant  cherché  est  ainsi  : 

(«0»,  -  a])  oc'l  +  2  {a^a,  —  a,a,)  xjx,  +  (2a^a^  +  a^a^  —  ^a\)  x\x\ 
-\-  2  vtt.n^  —  a^a^)  x^xl  +  (a,a,  —  a\)  x\. 

Pour  le  second  covariant,  on  a  :  v  =  6,  0  =  3,  =  9;  par  suite  le 

2 

poids  du  coefficient  de  x\  sera  égal  à  3,  et  on  pose  : 

car  il  doit  être  du   troisième  degré.   L'équation  différentielle  conduit  aux 
valeurs  A  =  —  3,  B  =  2  ;  donc, 

On  trouve  ensuite, 

Après  le  calcul  de  ces  coefficients  les  autres  s'écrivent  immédiatement  en 
échangeant  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes;  ce  qui  donne  : 

C^  =  I  (—  «o^s^i  +  3»4^aCt^  —  2a, aj), 

Ce  =  3a,c^5a,  —  a.aj  —  2aJ, 

après  avoir  changé  les  signes.  Avec  ces  valeurs  on  peut  écrire  le  covariant  du 
sixième  degré  de  la  quartique. 

Nous  verrons  plus  lard  que  les  expressions  que  l'on  vient  de  déterminer  et 
qui  satisfont  aux  propriétés  démontrées  sont  réellement  des  covariants. 

ZtO.  Tout  invariant  d'un  covariant  est  un  invariant  de  la  forme  primi- 
tive; de  même,  tout  covariant  d'un  covariant  est  aussi  un  covariant  de  la 
forme. 

Désignons  par  Co,c,,  ...les  coefficients  d'un  covariant  cpde  /"et  par  C«,  Ci, ... 
ses  coefficients  après  une  transformition  linéaire.  Les  coefficients  c  sont  des 
fonctions  de  ao,  «i,  aj,  ...,  et  les  coefficients  G  des  fonctions  de  Ao,Ai,Ai, .... 
Par  définition,  on  a 

cp(Go,  Cl.  ...,  Xi,  X2)  ==  r'(p(co,  Cl  ...,  xi,  Xi), 
et,  par  conséquent,  les  coefficients  G  ne  diffèrent  des  coefficients  c  que  par 
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une  même  puissance  du  module.  Cela  étant,  représentons  par  I  (co,  Ci,  ...)  un 
invariant  de  9;  à  cause  de  cette  propriété  des  coefficients  c,  on  aura 

I(Co,  Cl,  C2,  ...)  =  r''I(co,c,,c,,  ...). 

Si  on  remplace  maintennnt  les  coefficients  C  par  leurs  expressions  en 
Ao,  Al,  As,  ...,  ainsi  que  les  coefficients  c  par  leurs  valeurs  en  ao,  ai,  «2,  ..., 
il  viendra 

I(Ao,  Ai,  Ao,  ...)  =  rH{aQ,  a,,  as  ...): 

par  suite,  I  est  un  invariant  de  f.  On  démontre  de  la  môme  manière  la  seconde 
partie  de  la  proposition. 

Nous  avons  trouvé  pour  le  covariant  du  second  degré  de  la  cubique 

{aoa^  —  a\)xl  +  {a^a.  —  a^a,_)x^x^_  +(«/*3  —O'D^l^ 
le  discriminant  de  cette  fonction,  savoir  : 

est  l'invariant  de  la  cubique  sous  une  forme  différente  de  celle  que  nous 
avons  déjà  rencontrée. 


CHAPITRE  III. 


MÉTHODES  DIVERSES  POUR  LA  FORMATION  DES  INVARIANTS  ET 
DES  COVARIANTS.  APPLICATION  AUX  FORMES  BINAIRES. 


MÉTHODE    DES   INTERMUTANTS. 

99  t.  Si  on  résoud  les  équations 

Xi  =  «iXi  -\-  «iX?, 

Xi  =  (3iXi  -|-|3aXj, 

par  rapport  à  Xi,  Xj,  on  trouve 

rXi  =  pjiPi  —  a2a;2, 
rX2  =  —  (SiiCi -j- «i^ai 
par  suite, 

dXj        ^         aXs  /} 

r— -  =  /32     r-— =  — p., 
aiPi  ctxi 

dXi  dXi 

r  - —  =  —  «2,     r-— =  ai. 
aa^s  aXi 
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D'un  autre  côté,  si  on  prend  les  dérivées  en  regardant  Xi  et  Xz  comme 
fonctions  de  Xi  et  de  X2,  il  vient 

d  d   dK,         d   dXz 

dxt       dXi  dx\       dXi  dxi 

d  d    rfXi    .      d   dX'j 

dx2      dXt  dxi       dXi  dx2 


ou  bien 


É=-;[Ks)+H-i:)l 

s;~r["'(ffi)"'""(~H;)l' 


c'est-à-dire   que,    abstraction    faite   du   facteur  ->   les   symboles , 

r  dxi 

rf     ,         .  d  d 

- —  s  expriment  en et par  les  mêmes  formules  que  les  variables 

dxi        *^  dXî  dX,  ^ 

X2  et  Xi.  Si,  par  la  transformation,  f{xt,  Xi)  devient  F(Xi,  X2),  l'expression 

\dx2         dXiJ 
deviendra 

r»     \dXi         dXxJ 
et  l'on  aura  la  relation 

/    d  ^    \_     r^ff    ^        -^    ^    \ 

\dXi' ~dXj~^  '  \Jx2'       'dxj' 
Donc,  étant  donnée  une  forme  binaire  /(a?i,  ^172),  l'expression 

\dxi        dxi  ) 

qui  s* en  déduit  en  remplaçant  xt  par  - —  et  X2  par  —  - —  jouit  de  fa 

dXi  dxi 

propriété  de  l'invariance. 

On  donne  le  nom  à' inter mutant  à  ce  symbole  covariant.  Nous  allons 
montrer  l'usage  que  Ton  fait  de  cette  formule.  D'abord  on  peut  s'en  servir 
par  rapport  à  la  forme  donnée.  Si  on  l'applique  à  /",  les  dérivées  étant  de 


_  472  — 

Tordre  7i,  on  arrivera  à  un  invariant.  Par  exemple,  la  forme  quadratique 

f=  «o^î  +  2a^x^x^  -\-  a^xl 
donne  la  formule 

d*  d^  d» 

'^  dx\  dx^dx^  dx'\ 

qui  appliquée  à  /",  c'est-à-dire,   en  prenant  les  dérivées  sur  /",   conduit  à 
l'expression 

-la^a^  — ^a\-\-2a^aQ  =  ^{a^a^  —  a\)\ 

c'est  l'invariant  de  la  forme  multiplié  par  4. 
La  forme  cubique 

fournit  l'intermutant 

d»  d'  d»  d' 

dxl  dxldx^  dx^dx]  dx\ 

En  opérant  sur  /",  on  trouve 

ôaotts  —  i8a,aî  -]-  1802^1  —  Sasa^'^ 
c'est  un  invariant  identiquement  nul. 


En  général,  l'intermutant  de  l'ordre  n 

f(±,_±) 

\dx2         dxij 


appliqué  à  la  forme  elle-même  conduit  à  un  invariant  du  second  degré  par 
rapport  aux  coefficients  qui  est  identiquement  nul,  si  le  degré  n  est  impair. 
Lorsque  n  est  pair,  on  obtient  une  expression  où  les  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  sont  égaux;  en  les  réunissant  pour  diviser  ensuite  par  2,  cet 
invariant  sera  : 

n(n —  i)  n(n — i)(n  —  2) 

aoan  —  naittn-i  -\ ^ azttn-t ^^ asûtn-s  +  •  •  • 

1.2  1.2.3 

n(r^-i)....P-fi) 

+  ...±i ^ ^-al 

2  ^  t 

I  .  2  ....- 
2 


I 
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On  néglige  le  facteur  numérique  provenant  des  dérivations.  Ainsi,  pour  les 
formes  du  quatrième,  du  sixième  et  du  huitième  degré,  on  aurait  : 

a^a^  —  8a,a,  +  2d>a^a^  —  sôa^a^  +  35a;. 

Quand  on  connaît  un  covariant  de  /",  on  le  change  en  intermutant  et  on 
opère  ensuite,  soit  sur  le  covariant,  soit  sur  f.  On  sait  que  la  cubique  possède 
le  covariant 

{a,a^  —  a])xl  -h  (ao«3  —  a^a^)x^x,  +  (a^a.  —  al)xl 

qui  donne  l'intermutant 

("»"'-'''' £f- ('^«"^  - '^■'^'^  di; + ^"•'^^  ~  "'^  d^  • 

Appliqué  au  covariant  lui-même,  on  trouve  l'invariant  de  la  cubique 

4(ao«2  —  a\)  (a^a^  —  a])  —  (a,a.  ~  a^a^)\ 

tandis  qu'en  opérant  sur  /",  il  vient 

(a,a^  —  a\)  (a^x^  +  a,x^)  —  (a,a,^  —  a, a,)  (a^x^  +  a^x,)  + 
(a^a.  -^  al)  (a,x^  +  a^x^); 

c'est  un  covariant  identiquement  nul.  La  forme  cubique  ne  possède  pas  de 
covariant  linéaire. 

Les  intermutants  sont  surtout  très  utiles  pour  les  formes  d'un  degré  plus 
élevé  que  le  quatrième.  Après  avoir  trouvé  quelques  covariants,  on  les 
change  en  intermutants  pour  opérer  sur  les  formations  connues  ;  on  trans- 
forme encore  les  nouveaux  covariants  en  intermutants,  et  ainsi  de  suite. 

«««.  Les  intermutants  sont  aussi  très  utiles  dans  la  recherche  des 
covariants  simultanés  de  deux  formes.  Soit,  par  exemple,  deux  formes 
quadratiques 

f=  a^x]  -\-  2a^x^x^  -\-  a^xl, 

ft  =  ^«^î  +  26,a;,a;,  -|-  b^x\, 
La  première  fournit  l'intermutant 


dxl  dx\dx%         '  dxl 
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en  l'appliquant  à  la  seconde,  on  trouve  l'invariant  simultané 

{ttobi  —  2aibi  -j-  0260), 
après  avoir  divisé  par  2 . 

Pour  deux  formes  de  l'ordre  n 

ce  serait  : 

aohn  —  naihn..\  -[-••  +  «n&o. 

Soit  encore  le  système  d'une  quadratique  et  d'une  cubique 
f=  a^x]  +  2axXiXi  -j-  a2x\y 

L'intermutant  fourni  par  la  première 

d«  d»  rf« 

appliqué  à  la  cubique  donne  le  covariant  linéaire 

«0 (biXi  -\-  biX2)  —  2»!  (61^71  +  boX2)  -\-  «2  (boXi  -\-biXt) 
ou 

(aobi  —  2^161  -|-  «260)571  -j-  (aob§  —  2aib2  -\-  a7bi)xt. 

Celui-ci  fournit  l'intermutant 

(aobi  —  2aibi  -|-  â^2?>o) 3 (««65  —  2ai6j  -|-  aibt)  - —  » 

dx2  dx\ 

et  en  opérant  sur  /",  on  arrive  encore  à  un  covariant  linéaire,  savoir  : 

[ôofti^»  +  sMo^i  —  bx  {aoUi  -\-  2à\)  —  b^all  xi 
-\-  [&o«j  —  3&i«i«2  +  b2{aoa2  -{-  2a])  —  biaoUi'lXi, 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  en  évidence  la  facilité  avec  laquelle 
les  intermutants  conduisent  à  des  covariants  simultanés  de  deux  formes. 

S  2. 

MÉTHODE   DES    ÉMANANTS. 

99S.  Désignons  par  a?,,  xa;  3/1,  y 2  deux  séries  de  variables  qui  se  trans- 
forment par  les  mêmes  formules,  savoir  : 

xx  =  «iX,  +  ajXj,     3/1  =  aiYi  -|-  «jYs, 

a;,  =p,X.+/52Xi,     y,  =  i3,y,+p,Y.. 
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On  dit  alors  que  ces  variables  sont  cogrédientes .  On  en  déduit 

xx  +  hx  =  a,  (X,  +  AY.)  +  a,(X,  +  AY,), 
X,  +  ly,  =  (3,(X,  +  AY,)  +  P2(X,  +  AY,); 

I     ce  qui  montre  que  les  variables  composées  Xi  -|- Aj/^,  a?a -f- Aj/j  se  trans- 
1     forment    également    par    les    mêmes    formules    en    regardant    Xi  +  ^Yi, 

X2-I-  AY2  comme  les  variables  nouvelles.  Donc,  si  la  première  substitution 

dans  une  forme  f{œ^,  Xi)  donne  l'égalité 

/■(iP„a?2)  =  F(X,,  X,), 
[     on  aura  aussi 

f(xx  +  At/,,  a?2  +  Al/,)  =  F(Xi  +  AT,,  X,  +  AY2), 

jl     quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  A.  En   développant  pour  égaler 
P     ensuite  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  A,  on  obtient  les  relations 

df  df       ,     dF    ,     ,    rfF 

,  ax\  dxi  aX{.  (1X2 


'^d^+'''''d^;d^+'^d^r  ^d^^^ 


f 

2 


En  général,  on  a 

Cette  dernière  égalité  prouve  que  l'expression 

jouit  de  la  propriété  de  l'invariance;  elle  renferme  à  la  fois  les  variables 
X  et  y  et  on  doit  la  considérer  comme  un  covariant  à  deux  séries  de  variables. 
On  l'appelle  émanant  de  l'ordre  p  de  f. 

Considérons  l'expression  ((3)  comme   une  forme  d'ordre  p  relativement 
^  2/1»  Vi,  et  soit 


fd^f         dPf  \ 

^  \dx^^    dx^-^dx^         ) 


un  invariant  de  cette  forme.   Si  on  transforme  les  variables  yi,  y»,    la 
fonction  (|3)  deviendra,  je  suppose, 

AYP+;>BYî-'Y,  +  ... 
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et  l'on  doit  avoir 

(p(A,  B,  ...)  =  r^(p(  -^' — >  •••  V 

Or,  à  cause  de  l'égalité  (a),  les  coefficients  A,  B,  •••  sont  tels,  qu'en  trans- 
formant Xt  et  iPj,  ils  deviennent 

et,  après  cette  seconde  transformation,  on  aura 

par  suite,  l'expression  du  second  membre  est  un  covariant  de  f.  Par  con- 
séquent, tout  invariant  d'un  émanant  considéré  comme  une  fonction  de 
y\,  yt  est  un  covariant  de  la  forme, 

9*^4.  Nous  allons  montrer  par  quelques  applications  l'utilité  et  la  fécon- 
dité de  ce  principe.  Considérons  d'abord  le  second  émanant 


dxidxi         ^  dx\ 


par  rapport  à  la  cubique 

f  =  aox\  +  S^^iarjxî  +  2>^iPCxx\  4-  dixl. 
Si  on  remplace  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  il  vient  : 

y\  («oXi  +  fliXa)  +  2yxyi  («iX,  -f-  «2X2)  +  yî  («a^»  +  «5X2), 
en  négligeant  un  facteur  numérique;  cette  expression  est  une  forme  quadra- 
tique en  2/1  ♦  y 2  qui  admet  comme  invariant  son  discriminant^  savoir  : 

(floXi  -\-  axXi)  {UiXi  -j-  «3X2)  —  {ttiXi  +  UiXi)* 
ou 

(flo«2  —  a  J)  acj  -|-  («0^5  —  «i«2)  a;iX2  +  (â5i«i  —  a|)  xj . 

Cette  fonction  des  coefficients  et  des  variables  de  /"jouissant  de  la  propriété 
de  l'invariance  est  un  covariant  de  la  cubique. 
Appliquons  le  même  émanant  à  la  quartique 

f  =  aQx\  +  ^atx]xi  -(-  6aix\x\  +  4tf»xix J  -4-  ^*^i  > 

on  trouve,  en  divisant  par  12. 

(a»xj  -f-  2^1X1X2  +  atxl)  2/f  +  2  {atx]  -|-  2  ajXiXt  -f-  ««xj)  yij/t 
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Le  discriminant  de  cette  forme,  c'est-à-dire, 

{aox]  -\-zaiTiX2-{'a2xl)  {a2x\-{- zasXiX2-{-akxl)  — (atx]-{'2a2»iX2-\-aixly, 
ou  bien, 

ia,a^  —  a;)  ar*  +  2  {a^a^  —  a^a^)  x\x^  -\-  {a^a,  +  20. ^a^  —  3»*)  x\x\ 
H-  2  {a, a,  —  «,«3)  a;,a?5  +  (a^a,  —  a\)  x\ 

est  un  covariant  du  quatrième  degré  de  la  quarlique. 

On  pourrait  continuer  à  opérer  avec  le  môme  émanant  sur  les  formes 
d'ordre  plus  élevé  et  l'on  trouverait  chaque  fois  des  corarianls  de  ces  formes. 

Considérons  encore  le  quatrième  émanant 


ou 


pour  l'appliquer  à  la  quintique 

f=  aQX^^  +  5^i^î^2  +  loa^x^^xl  -\-  loa^x^xl  -j-  sa^x^x^  -\-  a^x]  ; 
il  viendra 

y\  {%Xi  +  f^i^i)  +  ^y\y2  (*i^i  +  «.2^2)  +  ^y\y\  K^a  +  ^^s^s) 

C'est  une  quartique  relativement  à  y\  et  yt;  or,  la  forme  /■=ao^J  -\-  •••, 
possède  r  invariant 

si  on  remplace  les  coefficients  par  ceux  de  l'expression  précédente,  on  trouve 

[aiXx-\--aiXi){a^Xx-\-aiX2) — à^{axXi-\-a2Xt)  {aiXi-\-akX2)-\-^[o,i^\-\-(''i^iY 
ou 

C'est  un  covariant  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients  et  aux  variables 
de  la  quintique.  On  en  déduit  immédiatement  un  invariant  du  quatrième 
degré  de  la  même  forme,  en  formant  le  discriminant  de  ce  covariant  ;  ce  qui 
donne 
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c'esl-à-dire, 

Appliquons  encore  le  même  émanant  à  la  sextique 

on  trouve 

+  ôi/Jy^Ka;'  +  2a^x^x^  +  a,^J)  +  42/, 2/5(^30?^  +  2a^x,x^  -\-  a^x\) 

+  3/î  {<^A  +  2«5X,x,  -f  «6^j)- 
On  en  déduit,  comme  tout-à-l'heure,  le  covariant  du  quatrième  degré  de 
la  sextique 

{a,x]  4-  2a, X, a;,  +  a^x\)  {a^x\  +  2aj^x^x^  +  a^x\) 
—  4(a,xî  +  2a^a:,x,  +  ft-xj)  (a^xj  +  aa.x.x^  +  ft^xj) 
+  3(<^2^î  +  2a5X,x,  +  ft,x^)% 
ou  bien 

K^,  —  4«.»3  +  ZK)  ^;  +  2  (^0^5  —  3»,^^,  +  2«2a3)arîx, 

+  K^e  —  9û^2»*  +  8al)^'^2  +  2  (a^fte  —  S^^a^^s  +  2»3ajx,x^ 

+  K»^  —  4«^3».  +  30^î- 

I/invariant  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  ce  covariant 

fournit  aussi  l'invariant  du  quatrième  degré  de  la  sextique;  sa  valeur  est  : 

+  2a^a^a.a^  —  2a^a^a,a^  +  2a^ala^  —  2a^a^al  —  ala^  -f  2ala^a^ 

+  alal  —  3«2f*3^i  +  ^5- 
!t95.    Les   applications   précédentes   consistent   à    remplacer   dans   les 
invariants 

a^a^  —  a],     a^a^  —  ^a^a^  +  3a| 

les  lettres  par  les  coefficients  différentiels;  ce  qui  donne 

d*f    d'f       /     d*f    ^^ 


dx\    dx\       \dx^dx 

d'f    d*f  d'f  d*f      , 

— 1-  .  — 4 . '. — -  -j-  ^ 

dx\    dx\  dx\dx^    dx^dx\ 


\dx]dx\/ 


La  première  expression  constitue  une  formule  covariante  pour  toutes  les 
formes  à  partir  du  troisième  degré,   et  la  seconde  pour  toutes  les  formes  à 
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partir  du  cinquième  degré.  En  général,  d'après  la  nature  de  l'émanant,  tout 

invariant  d'une  forme  conduit  de  la  même  manière  à  une  formule  covariante 

pour  les  formes  d'ordre  plus  élevé. 

Supposons  que    le   degré  n  de  f  soit   impair,   et  posons  :  p  =  n —  i. 

L'émanant 

•I 


\    '  dxt  dxi) 


doit  être  considéré  comme  une   forme   binaire    d'ordre   pair  par  rapport 
à  2/1»  2/1  qui  admet  toujours  un  invariant  du  second  degré;  les  coefficients 

d^-'f       d-''f 


da?*""'    dx^'^dx^ 


etc. 


étant  des  fonctions  du  premier  ordre  en  Xi  et  X2i  le  covariant  correspondant 
est  du  second  degré.  Donc,  toute  forme  binaire  d'ordre  impair  possède  un 
covariant  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients  et  aux  variables. 

Posons  encore  :  p  =  n  —  3;  chaque  terme  de  l'invariant  renfermera 
les  dérivées  de  l'ordre  n  —  3  qui  représentent  des  fonctions  du  troisième 
degré  en  Xi  et  X2  ;  l'émanant  conduit,  dans  ce  cas,  à  un  covariant  qui  est 
toujours  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients,  mais  du  sixième  degré 
relativement  aux  variables,  c'est-à-dire,  du  degré  2n  —  2p.  Ainsi,  en 
général,  une  forme  binaire  d'ordre  impair  admet  une  série  de  covariants 
du  second  ordre  par  rapport  aux  coefficients  et  du  degré  2n  —  2p  par 
rapport  aux  variables,  p  étant  le  degré  de  l'émanant. 

Tous  les  covariants  ainsi  obtenus  constituent  des  formes  d'ordre  pair  ;  ils 
possèdent  un  invariant  du  second  degré  par  rapport  à  leurs  coefficients  et,  par 
conséquent,  du  quatrième  degré  relativement  à  ceux  de  la  forme  primitive. 
Ceux-ci  donneront  lieu  à  des  formules  qui  seront  la  source  de  covariants  du 
quatrième  degré  par  rapport  aux  coefficients.  On  peut  faire  un  usage  analogue 
de  ces  derniers,  etc. 

936.  Le  rôle  de  l'émanant  que  nous  venons  d'étudier  dans  les  formes 
binaires  est  le  même  pour  une  forme  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 
Soit,  f(XiX9i  ...,  Xk)  une  forme  à  k  variables  et 

Xi  =  aiX|  -j-  a2X2  -{-  "*  ~1~  ^kXk. 
X,  =  (3,X.  +  (3,X,  -{ }-  ^kXk, 


Xk  =  A|Xi  -|-  A2X2  -h  •  •  •  "1~  ^*^*» 
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les  formules  de  transformation  linéaire.  Si  yi,  ?/»,  ...,  yk  représentent  une 
seconde  série  de  variables  qui  se  transforment  par  les  mêmes  formules,  il  en 
sera  encore  ainsi  pour  la  suite 

^1  +  ^yi>  ^i  +  ^y«  •••  Xik  +  Ay*, 

et  l'on  doit  avoir  l'égalité 

f{x,  -{-ly,,x^-\-lyi,  ...)  =  F(X,  +  AY|,X,  +  AY,,  ...), 

d'où  résulte  la  formule  générale 


f       d  d 


f 


+  Y» 


d  X" 
'dxj     ' 


elle  exprime  que  la  fonction  du  premier  membre  jouit  de  la  propriété  de 
l'invariance.  Tout  invariant  de  cette  expression  considérée  comme  une  forme 
d'ordre  p  relativement  aux  variables  y  sera  un  covariant  delà  forme  primitive. 
Le  raisonnement  est  identiquement  le  même  que  pour  les  formes  binaires. 
Soit,  par  exemple,  le  second  émanant 

\   '  rfxi  dx2        ^  dx%) 

pour  une  forme*  à  trois  variables.  En  le  développant,  il  vient  : 


y^-TZi  +  y 


Ux':'^'"'dxi 


Vz 


.  ^Y 


dx\ 


+  2y,2/2 


d^f 


dxtdx2 


2.yxy- 


d^f  d^f 


dxidx 


dxidxi  ' 


1 


c'est  une  forme  quadratique  relativement  à  y i,  ?/2,  2/3;  elle  admet,  comme 
invariant,  son  discriminant,  c'est-à-dire, 

dY  d'f  d'f 


dx\ 


dx^dx^  dx^d^^ 


d'f  d'f         d'f 


dx^dx^^ 

d>f 


dx\ 


dx^dx.. 


d'f         d'f 


dx^dx^^    dxAx^     dx] 


I 
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Ce  déterminant  sera  une  formule  covariante  pour  toutes  les  formes  ternaires 
d'ordre  plus  élevé  que  le  second;  on  l'appelle  Hessien  de  f. 

Un  déterminant  semblable  existe  évidemment  pour  la  forme  générale  à  k 
variables. 

En  second  lieu,  étant  données  trois  formes  ternaires  f,  9,  ^J^,  écrivons  les 
premiers  émanants  relativement  à  chacune  d'elles  : 

df    ,         df  df 

y^l r2/2  ;; h  2/ s  y-, 

dx\  dxt  dxs 


2/1 


rfcp 


dxi 
d^ 


dcp  di) 

y2-, — h?/5-r~' 

ctxo  dxs 


dxi  dx2  dxs  ' 

ils  forment  un  système  de  trois  fonctions  linéaires  homogènes  relativement 
à  Vif  y»^  Vs',  leur  déterminant  est  un  invariant  simultané  de  ces  formes;  donc 
l'expression 


df 

df 

df 

dX] 

dx2 

dxz 

dcp 

dv 

d'j^ 

dxi 

dXi 

dxs 

d']i 

rf^ 

d^ 

dxt 

dxi 

dXi 

qui  renferme  les  coefficients  de  /",  cp  et  (J;  ainsi  que  les  variables  sera  un  cova- 
rianl  simultané  de  ces  formes.  On  l'appelle  Jacohieti  ou  déterminant 
fonctionnel  de  /",  9,  vj>.  Nous  aurons  l'occasion  plus  loin  d'étudier  les  deux 
formules  précédentes  qui  constituent  à  elles  seules  une  méthode  facile  pour  la 
recherche  des  invariants  et  des  covariants. 


S  3- 


METHODE   DES    EVECTANTS. 

•181.  Si  l'on  représente  par  Xx  et  xa,  yi  et  y»  deux  séries  de  variables 
cogrédientes,  les  formules 

Xi  =  «iX, -j- ajXa,     2/1  =  aiY| -j-aaYt, 
a;a  =  (3.Xi  +  |3:X2,    y,  =  |3,Y,  +  p^Yi, 

SI 
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donnent  la  relation 

a?iî/2  —  X2y\  =  r(X|Yj  —  XjY,); 

par  suite,   lorsque   /"(iCi,  X2)  devient,    par   la   transformation,    F(X,,  Xj), 
l'expression 

f{xx,  X2)  +  ^.(^i2/«  —  x^yxY 
se  changera  en 

F(X.,  X2)  +  Ar»(X,Y,  — XaY.)», 

et  quel  que  soit  X,  on  aura  l'égalité 

A-»"  ^0  +  M^'2/2  —  ^ty^r  =  F(Xi,  X,)  +  ;t"  (x,Y2  —  X2YO". 

Si  on  développe  les  deux  membres,  on  trouve 

{a.+^y\)x\+n{a,''ly\-'yi)x^r'^^-{-''^'^^^ 

=  (Ao  +  /r''Y5)X';  +  n(S.x  -  Ar^Y^-^YOXl-'Xz  +  ••• . 

Cela  étant,  désignons  par  9(^9,  a^  a»,  ...)  un  invariant  de  /*.  On  aura 

(p(Ao,  A,,  ...)  =  r*(p(ao,  ai,  ...)• 

En  prenant  l'invariant  9  pour  la  fonction  du  premier  membre  de  l'équation 
précédente,  il  vient  aussi 

(p(Ao  +  Ar»Y5,  A,  — Ar''Y;-'Y,,...)  =  r''(p(ao  +  ^y^  a.— Ay^-'y^,  ...), 

et  cette  relation  doit  avoir   lieu  quel  que  soit  A;    développons   les  deux 
membres  et  égalons  les  coefficients  de  la  première  puissance  de  1.  On  aura 

r»*  J  Y»     ^   Y^-ïY       ^  4-  Y«— 2Y*      ^  ...  -^-  Y«   ^    I 

"^   V    MAo        ^        '(/A,^     *        «dA,  '  dAj 

.  /     rfî>  (i(p    ,  .  d(p  c^?  \ 

V  Mao       ^'    ^*rfa,   '   ^*    ^*rfa,  ^*  dan/ 

Si  on  divise  par  r",  on  voit  que,  par  définition,  la  formule 

d(p  dm  d-p  dcp 

dao  dai  dai  '  dan 

jouit  de  la  propriété  de  l'invariance.  En  égalant  les  coefficients  de  /',  on 
arriverait  à  la  même  conclusion  pour  l'expression 

f        d  d  d  d   \P 
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Il  en  résulte,  qu'en  remplaçant  y\  et  1/2  par  X|  et  X2,  on  obtient  la  formule 
covariante 

\   Mao  (ia,         '  rfdî  '  cia,/ 

ou  bien,  en  écrivant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,, 


/   ^_d_ 
V'  da„ 


d       ,  ,     rf  d  \p 

dan-i  dttn-t  daoj 


Cette  expression  se  nomme  évectant  de  l'ordre  p  de  la  forme  /";  elle  donne 
immédiatement  un  covariant  au  moyen  d'un  invariant  cp  de  f. 
Comme  application,  soit  d'abord  la  forme  quadratique 

f  ^  aox]  +  2a,x,x2  -J-  ^2^2 
qui  possède  l'invariant 

9  =  «0^2  —  ^1 

Le  premier  évectant 

X.    —  X.Xa    ~  p  Xa    - 

dai  dcii  dao 

conduit  à 

c'est  la  forme  elle-même. 

En  second  lieu,  prenons  l'invariant  de  la  cubique 

Tévectant 

'da,  '    «da,^     '    *d«,  *d(lo 

donne  le  covariant  du  troisième  degré  de  cette  forme  : 

(ala.  —  3ao«,««  +  2»;)  xf  +  3  («o«,«3  —  2«û«?  +  «>2)  ^?-^a 
+  3  (2fl>3  —  «o^s^^ô  —  ^i^l)  ^1^2  +  (3«.«2«.-i  -  «0^1  —  2«,')  a;' 
En  troisième  lieu,  on  sait  que  la  quartique  admet  les  invariants 

aoa«  —  ^aids  -\-  ^al 

L'évectant 

da^         ^     das  dai  dai  dUo 
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appliqué  aa  premier  ne  fait  que  reproduire  la  forme  elle-même;  mais,  si  on 
opère  sur  le  second,  on  arrive  au  covariant  du  quatrième  degré  de  la 
quartique  que  nous  avons  rencontré  précédemment  (N*  224). 

En  quatrième  lieu,  au  moyen  de  l'invariant  du  quatrième  degré  de  la 
quintique  (N"  22i),  Tévectant 

*  dai         ^  *da,         '      das         '   Ma2   '      *   '  dai  da» 

conduit  au  covariant  du  cinquième  degré  de  la  quintique  : 

—  38a,a,a,  4-72a,aJ-  32ala^)x]xl  +  (—  2aoa.^a^  ~  Sa.al  —  i2a,a^a^ 
-\-  36a^a.a^  +  7^»î«^*  —  i^^t^a^jx^x^  +  (  -  Sf^o^^a^  +  i6a, a^a,  +  ga^^ 

—  6a]a^  —38^,^3»,  +24a^)a;,a7;+  (  -  a,al-j-sa^a,a^  —  2a^a^a^  -  8fl,a; 

En  cinquième  lieu,  l'évectant 

dv  dv         ^   ^d-p  rf:p  rfcp  ^9         ,  rfq? 

*da6  das  da^  das  dat  dai        '  da^ 

appliqué  à  l'invariant  du  quatrième  degré  de  la  seitique  (N"  224)  donne  le 
covariant  du  sixième  degré  de  cette  forme,  savoir  : 

{a,afi,-\-2a,a^a^  -a]  —a^a.  —  a.aDx^,  +  (  -  2a\  +  2a,a,a,  +  2a, aj 

—  2ala.-{-2a,a,a^-\-2a,a^a^)x]x^-]-{2ala^  —  2a^a^a^  —  sa^al-]-af,a^a^ 
+  2a,a^a,sa,al  +  \a^a^a,—a]a^)xlxl-{-{—j^al+^a^a^a^+6a^a^a, 

—  2a ^a  a^  —  2a\a^  —2a, a*  '-2a^a^a^-\-2aQa^a^x\x\-\-{2a^a\  —  2a^a^a^ 

—  3aX  +  »oa,a6  +  2aia,a8  — 3a*ae  +  4a,a3a5  — aoûtI)^>î  +  (  — 2ajOj 
+  2a^a^a^+2ala^  —  2ala^^2a^a^a^-i-2a^a^a^)x^xl-\-(a^a^a^-\-2a^a^a^ 

§  4. 

MÉTHODE    DU    HeSSIEN    ET    DU    JaCOBIEN. 

t099.  Étant  donnée  une  forme  fkk  variables,  le  second  émanant 
considéré  comme  une  forme  quadratique  relativement  aux  variables  y  possède 


1 


j 
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un  invariant   qui  est  son  discriminant;    en   le  désignant   par  H,   on   a 


H  = 


rfy      d'f 


d'f 


d'f 


dx]     dXidxi     dxidxt 

d'f        d'f        d'f 
dxidxi     dxl     dXidXi 

dx\dxk 
dx^dxk 

d'f           d^f          d'f 
dxkdxi     dxkdx2     dxkdx% 

d'f 

dxl 

Ce  déterminant  est  le  covariant  Hessien  de  la  forme  donnée;  si  n  est  le 
degré  de/",  celui  de  H  sera  k{n  —  2)  ;  son  degré  par  rapport  aux  coefficients 
est  égal  à  l'ordre  du  déterminant.  Le  covariant  Hessien  est  facile  à  obtenir; 
c'est  toujours  un  des  premiers  à  considérer  dans  l'étude  d'une  forme. 

Pour  une  forme  quadratique 

les  dérivées  secondes  se  réduisent  aux  différents  coefficients  de  la  forme  en 
négligeant  un  facteur  numérique,  et  l'on  a 


H  = 


a\\     (i\2     ...     (i\it 
0>%\      dit  0,2% 

«Il     ait     •••     o,ii 


flkl        ttlj 


dkh 


Le  Hessien  est  donc  égal  au  discriminant. 

Considérons  seulement  le  Hessien  pour  les  formes  binaires.  Soit  d'abord  la 
cubique 

/•=:  a.x\  +  l(i,x\x^  +  3c^i^*^î  +  <^5^l- 
En  laissant  le  facteur  6,  on  aura 


H 


ttiflCi  •\-  atXt    aiX\  -\-  Q>3Xi 


ou 


H  —  (atXi  +  atXi)  [atXx  -\-  OjXj)  —  (oiXi  -f-  ajxt)', 
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c'est-à-dire, 

H  =  {a^a,  —  a\)x\  +  K^j  —  a^a^)x^x^  +  {a^a^  —  a\)x\  ; 

c'est  le  covariant  du  second  degré  de  cette  forme.   Appelons  H'  le  Hessien 
de  H;  on  aura 

H'  ==  4(«o«,  —  c^î)  («i^s  ~  ^l)  —  (»o»8  —  <ïiS)'» 

c'est-à-dire  l'invariant  de  la  cubique. 
Pour  la  quartique 

f=  a^jxj  +  /\.a^x]x^  -\-  ôa^x^xl  -\-  ^a^x^xl  -)-  «4^^, 
il  vient 

H  ==     a^x]  -{-  2a^x^x^-\-  a^xl     a^x] -\- 2a^x^x^-\- a^xl 
a^x\  +  2ajX,x,  +  ft^xj     a^x]  +  2a^x^x^  +  a^^ 
=  (ttoac*  4-  2a^x^x^  -f  a,xî)  {a^xl  +  2a3X,X2  +  a^x|) 
—  {a,x]  -\-2a^x^x,-{-a^xlf; 

en  développant,  on  trouve 

(ao«,  —  af)a;;  +  2(00^3  —  a^a^)x]x^-{- {a^a^-^- 2a^a,  —  ^al)x]x^, 
+  2(a^fi^  —  a^a^)x,xl  +  (a^a^  —  a^)x;. 

Pour  la  forme  canonique 

f=x\+xi  +  6}.xy,, 


il  se  réduit  à 


H 


x]  -\-  Ax'       2Ax,x, 
2AxjX,       xl  -j-  AxJ 


ou 


II  =  A(x;+x*)  +  (i-3A>?x 


En  posant 


on  peut  prendre 


6>.=i^;i^, 


H=xî  +  x;-f  6A,x^x^ 

Si  Ton  calcule  le  Hessien  H'  de  H,  on  arrivera  à  une  expression  de  la 
même  forme  : 

H' =  x;  +  x;  +  ôAjxJx^, 
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de  sorte  qu'en  éliminant  acj  -f-  xl,  acjx*  entre  les  expressions  de  ces  trois 
fonctions,  il  vient  : 


f 

I 

A 

H 

I 

h 

H' 

I 

h 

=  o, 


Cette  relation  prouve  que  le  Hessien  du  Hessien  d'une  quarlique  peut 
s'exprimer  au  moyen  de  /"  et  de  H  comme  suit  :  H'  =  a/"-)-  j^II,  a  et  (3  étant 
des  constantes. 

Nous  aurons  l'occasion  de  considérer  le  Hessien  dans  les  formes  binaires 
d'ordre  plus  élevé;  nous  allons  maintenant  démontrer  une  propriété  générale 
de  ce  covariant. 

1699.  Supposons  que  la  forme  binaire  f  se  réduise  à  une  puissance  exacte  : 

Il  vient,  dans  ce  cas,  pour  les  dérivées 
dx  I  lix ., 


rfy 


dxidxi 


=  n{n  —  i)  bibi  {biXi  -{-  &2a;2)"~*; 


par  suite 


H  =  w«  (?^  —  i)*  (6,a;,  +  biX»)*^'' 


b]     hfi. 


Le  déterminant  facteur  étant  égal  à  zéro,  le  Hessien  est  identiquement  nul. 

Réciproquement,  quand  le  Hessien  d'une  forme  est  identiquement  nul, 
elle  doit  être  une  puissance  parfaite.  Nous  allons  le  vérifier  dans  quelques 
cas  particuliers.  D'après  la  valeur  trouvée,  si  le  Hessien  d'une  cubique  est 
identiquement  nul,  on  doit  avoir  les  relations 


a^a^  —  «î  =  o,     tto^s — ft^a,  =  o,     a, a,  —  a\=o. 


Or,  les  dérivées  étant 


df 


df 


-r-=  i{a^x\  +  2a,x,a;,  +  a^x\),     — ^=  z{(^,x\  +  2a,x,x,  +  a^x\), 


dxi 


dx2 


la  première  et  la  troisième  relation  expriment  que  ces  dérivées  se  réduisent 
à  un  earré;  ce  qui  exige  que  la  forme  primitive  soit  un  cube. 
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De  même,  si  le  Hessien  de  la  quartique  est  identiquement  nul,  on  a 

^0*1  —  aj  =  o,     a^ft,  —  a^a2=o,     a^a^  ~\-  2a^â^  —  3^^  =  o, 
a^a^  —  a^a^  =  0, 
Ces  relations  expriment  que  les  dérivées 


a^a^ 


al  =  o. 


df 

se  réduisent  à  des  cubes;  par  conséquent,  la  quartique  doit  être  une  quatrième 
puissance.  En  allant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  vérifie  l'exactitude  de  la 
proposition  énoncée. 

«30.  Covariant  Jacobien.  Nous  avons  vu  (N<>  225)  que  le  Jacobien  de 
plusieurs  formes  est  le  déterminant  formé  avec  leurs  dérivées  premières  par 
rapport  à  toutes  les  variables.  Soient  /*et  9  deux  formes  binaires  de  Tordre 
n  et  J  leur  Jacobien.  On  aura 


J  = 


dxi 

EL 

dxt 


d(p 
dxx 

dx2 


Le  déterminant  J  est  un  covariant  simultané  de  /  et  de  9  dont  le  degré 
est  2  (w —  i).  Il  jouit  de  la  propriété  spéciale  de  se  reproduire,  si  on 
remplace  /"et  9  par  des  expressions  linéaires  de  ces  formes.  En  effet,  cherchons 
le  Jacobien  des  fonctions  composées 

A,  ^,  A',  ^'  étant  des  constantes  quelconques.  Il  a  pour  expression 


df  d'p 

A j-  U, 

dxi  dx{ 

df  d^) 

A \-  a 

dXi  dxi 


dXi  dxx 


c'est-à-dire, 


l 
V 


dx\ 

Ji 

dXi 


dxi 

d(p 
dxt 


dXi 
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Le  Jacobien  reste  donc  invariable  dans  ces  conditions,  abstraction  faite 
d'un  facteur  qui  dépend  seulement  des  constantes  des  fonctions  composées. 
On  donne  le  nom  de  combinant  à  un  covariant  qui  jouit  de  cette  propriété. 

Supposons  que  les  formes /"et  9  aient  un  facteur  linéaire  commun  de  telle 
sorte  que  leur  résultant  R  soit  égal  à  zéro.  D'après  une  propriété  des  déter- 
minants, on  peut  écrire 


J  = 

df 

df 

dx\ 

dx2 

di) 

d(p 

dxt 

dx2 

par  su 

ite, 

I 

Xi 


df        df 

X,  — ^  +  X2— ^ 

dXi           0x2 

df 

dx2 

1 

Xi 

dcp             dx 
dXi           dx2 

dx2 

di) 

n'i)    

dx2 

(«) 


X,J  =  7l[  f 


\  dxi         dxîj 


dxij 


En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde  colonne,  on  trouve  aussi 

(P)  X2 J  =  n  (  ©  — ^ . 

\    dxt       I 

Il  résulte  de  ces  expressions  que  le  Jacobien  s'annule  en  même  temps  que 
f  et  (p.  Si  l'on  prend  la  dérivée  de  (a)  par  rapport  à  xt  et  celle  de  (p)  par 
rapport  à  Xi,  il  vient  encore 


/    d>  d'f\ 

dJ___      /     d'f        d*(p  \ 
dXi  \     dx]         dx])' 


les  premières  dérivées  de  J  s'annulent  encore  avec  feicp;  le  facteur  linéaire 
commun  à  ces  fonctions  doit  se  trouver  au  carré  dans  J.  On  a  donc  cette 
proposition  :  Lorsque  les  formes  f  et  (d  ont  un  facteur  commun,  le  Jacobien 
renferme  ce  facteur  au  carré.  Le  discriminant  de  J  doit  donc  s'annuler  en 
même  temps  que  le  résultant  R  de  /*  et  de  9. 
Remarquons  encore  que  Ton  a  : 


df 

d(p 

= 

dxi 

dxi 

df 

dxt 

dtp 
dxi 

dxi        dxt 
dx2        dx» 


df 
dxi 

df 
dXi 
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et  si  la  fonction  composée  f-\-k^  renferme  un  facteur  linéaire  à  une  puis- 
sance /i,  le  Jacobien  doit  renfermer  le  même  facteur  à  la  puissance  h  —  i  ; 
car  la  première  colonne  contient  les  dérivées  de  f-\-k(p  dans  lesquelles  le 
facteur  entre  à  cette  puissance. 

931.  Le  déterminant  fonctionnel  ou  le  Jacobien  est  extrêmement  utile, 
lorsqu'on  veut  dresser  la  liste  des  formations  invariantes  d'une  fonction 
homogène  donnce.  Après  avoir  déterminé  par  d'autres  méthodes  quelques 
covariants,  on  les  combine  entre  eux  ou  avec  la  forme  elle-même  pour 
former  des  Jacobiens;  on  arrive  de  cette  manière,  par  une  règle  commode 
et  facile,  à  d'autres  covariants.  Ainsi  pour  la  cubique,  après  avoir  calculé 
le  Hessien 

H  =  (a^a^  —  a])xl  +  {a^a^  —  a  ,fl,)  x.x^  +  (a^a^  —  al)xl, 
on  cherche  le  Jacobien  de  /"  et  de  H  qui  est,  à  un  facteur  numérique  près, 

a^x] -\- 2a^x^x^-\-a^xl  a^x] -\-  2a^x^x^-\- a^xl  1 

2(ao«2  —  ^î)^i  +  (^0^3  —  ct,a,)a:,     (a^ag  —  a^a^)x^  -\-  2(a^a^  —  al)x^  \ 
et  l'on  trouve  le  covariant  du  troisième  degré  de  la  cubique  dont  nous  avons 
déjà  donné  la  valeur  précédemment. 

De  même,  pour  la  quartique  qui  possède  le  covariant  du  quatrième  degré 

H  =  {a^a^  —  aj)xj  -f  2{aç^a^  —  a^a^)x]x^  -f  {a^a^  +  2a^a^  —  3al)x]xl 
+  2{a,a^  —  a^a,)x^x\  +  {a^a,  —  a\)x\, 

le  Jacobien  de  /"  et  de  H  : 

df    du     df    m 

dx\    dxi      dxi    dxi 

fournira  le  covariant  du  sixième  degré  de  cette  forme. 

Le  Jacobien  est  surtout  indispensable  dans  l'étude  d'un  système  de 
formes.  Il  donne  immédiatement  des  covariants  du  système  comme  nous 
allons  le  montrer  par  quelques  exemples.  Pour  deux  quadratiques 

f=  a^x^  -\-  2a^x^x^  -\-  ^jXj, 
(p  =  h^x\  -\-  2b^x^x^  -\-  h^x\f 

le  Jacobien  fournit  le  covariant  simultané 

cbiXi>\- aiXT.     cb\X\ -\- a^Xi 
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Pour  le  système  d'une  cubique  et  d'une  quadratique  : 

f=  a^x\  +  ^a^x]x^  -\-  ^a^x^x\  +  a^x\, 

le  Jacobien  a  pour  valeur 

{aQx\Ar2axXxXi-\-a^x\){hxXi-\rh2X2)—{aix\-\-2a2XiX2-\-ctix\)(hisXi-\-hxXi) 
=  (ajji  —  axhQ)x\  -\-  («0^2  H-  «i&i  —  2a2bo)x'\xi 
-\-  {2aih2  —  «afei  —  asbo)xixl  -\-  [atbi  —  «561)0:2. 

Il  est  inutile  de  multiplier  les  exemples.  Les  applications  qui  vont  suivre 
mettront  suffisamment  en  lumière  le  rôle  important  du  Jacobien  dans  la 
théorie  des  formes. 

S»- 

APPLICATION    AUX    FORMES    BINAIRES. 

Z99.  Nous  nous  proposons  d'appliquer  les  méthodes  précédentes  aux 
formes  binaires  des  six  premiers  degrés  pour  arriver  à  leurs  invariants  et 
covariants  indépendants;  tous  les  autres  que  l'on  pourrait  encore  obtenir 
par  un  procédé  quelconque  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des 
premiers.  Nous  désignerons  par  C;^.^  un  covariant  du  degré  A  par  rapport  aux 
variables  et  du  degré  ^  par  rapport  aux  coefficients.  De  même  I^  sera  un 
invariant  du  degré  |M,. 

a)  Forme  quadratique  : 

f  =  ttox] -\- 2atXiX2-\- ttixt. 

Elle  n'a  pas  de  covariant;  le  seul  invariant  qu'elle  possède  est  son  Hessien 
ou  son  discriminant  : 

I2  =  «0^2  «?. 

b)  Forme  cubique  : 

f=aox\-\-^aix]xi-]-^a2Xixl-\-asxl. 

Elle  admet  deux  covariants,  l'un  du  second  et  l'autre  du  troisième  degré 
relativement  aux  variables.  Le  premier  est  son  Hessien  : 

Cç,,,  =  («o^a  —  a])x]  +  {a,a.  —  a^a^^x^x^  +  (a^a^  —  a\)x\. 

Le  second  est  le  Jacobien  de  /"et  de  €2,2;  sa  valeur  est  : 

C5,3  =  (fljfls  —  ^a^axai  -\-  2a'\)x\  -\-  ^{a^aiat  —  2aoa|  +  à\a2)x\x2 
-f-  3(2aîaj  —  aoa2ai  —  aial)xixl  -\-  {^ata^as  —  aoa\  —  2a\)xl. 
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Son  invariant  est  le  discriminant  de  d,»,  c*est-à-dire, 

c)  forme  quar  tique  : 

Le  Hessien  est  un  covariant  du  quatrième  degré  : 

C,,t  =  (a^a^—  a^^)  x]-}-  2{aoa^—  a^a^)  x^^x^-\-(a,a^  +  2a^a^  —  sa])  x]x\ 
-i-  2{a^a^  ~ a^a^) x^xl-hia^a^  —  al)  x^. 

Ensuite  le  Jacobien  de  f  et  de  C*,»  fournit  l'invariant  du  sixième  degré  : 

+  5K<^i«»  —  3«o«2«3  +  2a;aJ  x*xl  -\-  io{a\a,  —  doaDx^xl 

+  (3«2<Ï3«*  +  «««î  —  2flJ)  xj. 
La  quartique  possède  deux  invariants  fondamentaux,  l'un  du  second  et 
l'autre  du  troisième  degré.  Le  premier  s'obtient  en  transformant  f  en  inter- 
mutant et  en  opérant  sur  la  forme  elle-même;  le  second  résulte  de  l'appli- 
cation du  même  interrautant  sur  C«,2  ou  le  Hessien.  Ce  sont  : 

Ij  =  flo«4  —  4«i«3  +  3«a» 
Ig  =  Af^a^a^  —  a^al  —  a^^a^  —  2a^a^a^  —  a]. 

Le  discriminant  est  ausssi  un  invariant,  mais  il  n'est  pas  indépendant;  on 
sait  que 

5=15-271;. 

d)  Forme  quintique  : 

f=s  a^x\  -\-  S(ixx\x^  -\-  ioa^x'\x\  -|-  ioa^x\x\  -j-  S^i^x'^i  H~  ^i^\' 
Formons  d'abord  le  Hessien  qui  sera  un  covariant  du  sixième  degré  relati- 
vement aux  variables  : 

(i)  C6,a==(floa2 — a*)x®-j-3(aofl5  — ai«a)a:5x2  +  3(aofl4+^'^5  --2fl5)xja;î 
4-  («ofl»  +  7*1^4  —  8a»as)  x\x\  4-  3  {aia^  -f-  «ta»  —  2a\)  xjx} 
+  3(«2ai  —  aia^)  x.xj  +  («»«»  —  a\)  x\. 
Soit  le  quatrième  émanant 


{"k^'-i^f- 
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C'est  une  fonction  du  quatrième  degré  en  j/i,  yj,  ayant  pour  coeflicients 
les  dérivées  quatrièmes;  elle  admet  un  invariant  du  second  degré  qui  fournira 
un  covariant  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients  et  aux  variables; 
son  invariant  du  troisième  degré  donnera  aus^i  un  covariant  du  troisième 
degré  relativement  aux  coefficients  et  aux  variables.  Ce  sont  : 

(2)    Ca,i  =  {aoa^  —  4^1(13  +  3«|)  ^]  +  (<*oaj  —  3^»«*  +  2a,at)  X|Xt 

(3)  Ci,j=^(«oa2«4— aoaj  —  a?a4-l-2a»ata5—  ûj)xJ+(ûo«2«5— aoa«fl«  — «Ja, 
-f-  aittiak  4"  ^1^1 — O'ici't)  ^î^«  +  (doUtai  —  a^a\  —  aiatUs  -|-  diUtak 
+  alUi  —  Utal)  xix]  -\-  {aidiUs  —  a»aj  —  alus  -f  2aja5a*  —  a])  x]. 

Une  forme  cubique  possède  un  covariant  du  troisième  degré  relativement 
aux  variables  et  aux  coefficients;  formons  ce  covariant  pour  Cf,i;  il  sera  du 
9*  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  la  quintique.  On  trouve 

(4)  ^5,9  =  (gala^a^al-i-  2ialalal-{-  ySaldgalal-^  ^Sala*ai+  galaïa^a] 

—  iÔ2ala]a^al  +  ggalaxa%ala\  -{ )  x^  4 

Nous  ne  voulons  pas  écrire  tout  le  coefficient  de  x^  à  cause  de  sa  longueur; 
il  renferme  à  lui  seul  93  termes. 

Avec  les  formations  précédentes,  on  peut  trouver  les  co  va  riants  des  diffé- 
rents ordres  par  rapport  aux  variables.  Cherchons,  en  premier  lieu,  les  cova- 
riants  linéaires.  Si  on  transforme  Ca,3  en  intermutanl  pour  opérer  sur  Cs,t, 
on  trouve  le  covariant  linéaire  Ci, 5;  en  l'appliquant  à  C|,»,  il  en  résultera  le 
covariant  C|, II.  Changeons  C|,5  et  C|,h  en  intermutant  pour  opérer  sur  C|,t  ; 
on  trouvera  encore  deux  covariants  linéaires  Cj,t,  C|,ij.  On  a  : 

(5)  Ç.t^i={a\aia\  —  2a\aia^ai-\-ala\ — aoa]a\ — ^ttoaiata^as-i-  Saoaia\as 

—  2aoaia$al  —  2aoa\aias  -\-  i^aoala]  -J"  22aoa2alaA  +  gdoal  +  6a]akCi» 

—  i2a\aiatat—  î sa](i2(il-{' ioa\ala^-\-6aialag-{-  3oaiaî[a»a«  —  2oaiatal 

—  isa*^a^  +  loalal)  xi  -] 

(6)  C,,T  =  {ala2a\  —  ^a]aia,al  +  s^lala^  +  •••)  a?t  H 

(7)  Ci„i  =  (—  ala\ata\  +  a^alalal  +  ja^diala^al  +  '--)xt-\ 

(S)Ci,n^{—2alalaial-{-2a]alalal  -f  loala^ala^al -\ )  x,  -] 

Le  second  terme  de  Ci,s  se  déduit  du  premier  par  la  loi  de  symétrie.  Le 
coefficient  de  X|  dans  Ci,»  renferme  49  termes,  dans  Ci,ii,  177  et  dan* 
Ci,u,  306. 
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Passons  aux  covarianls  du  second  ordre  relativement  aux  variables.  Nous 
avons  déjà  Co,»;  on  en  trouve  un  autre  en  formant  le  Hessien  de  €5,1;  c*est  ; 

(9)C2.6-=(-  alalal—  2alalal  -f-  S^o^i^s^^^s— i^J^'ûs—  5(^oa]a^a^a^ 

—  3^2^*  —  4«,ûja?  +  2«5«?  +  2afa^a5  —  a\al  —  «X)  a^!  +  •  •• 

Le  Jacobien  de  ce  dernier  et  de  Cï,2  sera  aussi  un  covariant  du  second 
ordre,  savoir  :  , 

(10)    C.2,H  =  {—ala\al  +  6ala,a,a,al—iala,ala^  +  ")x^^+   .•• 

Le  coetïicient  de  xj  renferme  65  termes. 

Nous  avons  déjà  deux  covariants  du  troisième  degré  relativement  aux 
variables;  ce  sont  :  C3  3  et  Cj^g;  on  en  trouve  un  troisième,  en  calculant  le 
Jacobien  de  Ca,2  et  de  €5,3  ;  c'est  : 

(I  i)  €5,5  =  (a\a^a,a^  ~  3a'«5«5  +  ^^l^^s^l  —  «o«;«*«^5  +  H«ofl,«2«3«B 

—  I  lUoa^a^al—  a^a.ala^—  9a^a\a^-\-  i^a^a\a^a,  —  6a^a^a\  —  ^a]a^a^ 

Atin  d'obtenir  un  covariant  du  quatrième  degré,  transformons  €2,»  en  inter- 
mutant pour  l'appliquer  au  Hessien  €6,2;  on  trouve  ainsi 

(12)  C4,,  =  {a\aM^  —  3«o«,«2«5  —  5«o«,«3^4  +  ioaç,a\a^  —  ^a^a^al 

Le  Jacobien  de  ce  dernier  avec  Gî,a  sera  également  un  covariant  du 
quatrième  ordre;  sa  valeur  est  :  • 

(13)  G«,6  =  (—  ala^,  +  a'iala^  +  3«o«»«2^5  "f  ^<^i^z^,^5  —  5«>i«» 
—  Salala^al^  -j-  2ala^ala^  ~\-  i2ala^a.al  —  ôala^a^  —  2aoa]al 

—  2aoa]a^a,a^  —  ôa^a^alar,  +  i^a^a^a-a^  +  2oaoa^ala.a^  —  ^a^a^a\a\ 

—  S2aQa^a^a\a^  —  2^aQa^a\  —  gtio^^t^i  —  ^^^oK^ô^k  ~  lo^o^^î^s 
+  àa\a^a^  —  1 2ala^a.a^  —  i  sa^a^a]  —  loflja'a^  —  6a'\ala^-{'^oa'lala^a^ 

On  arrive  à  un  covariant  du  5*  ordre  en  formant  le  Jacobien  de  Cj,2  avec 
la  quintique.  C'est  : 

(14)  C»,5  =(alcs  —  5aûaia*  +  2aoaias  -\-  8a?aj  — 6a,a|)xî  -\-  •••• 
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De  même,  le  Jacobien  de  la  quinlique  et  de  Cj.t  fournit  un  covariani  du 
cinquième  ordre.  On  a 

(15)  C5,7  =  (ala.a^al  —  2a^a,a>,  +  lalala^a^  —  ala,a\  —  ala]a^al 

4-  2a\a,a\a\  +  i6ala\a,a^  —  2a\a\ala^  —  iSaJa-^iJ  +  iW,a^a\a, 

—  9(^\0'\  +  S^o^^aC^s  +  2aoa>3a4«^6  —  i2ftoaJaJ  —  2^(i,a]a\a^a^ 
+  52aoa!a2a5*6  +  yaoûl^attsa'  —  22aoa!a3a,  —  S2a^a^a\a^a^ 

-\-  34^0», a^aj  -f-  d>aQa^ala\a^  —  a^a^a^a^  -\-  i^a^a\a^  —  2saoa'las(f'4 

-\-  loa^alal  —  2a]al  -\-  ioa\a^a^a^  —  28a\ala^  —  ^oa^a^a]  -\-  ^2a]a\a^a^ 

—  35«î»2<  —  5o»iV|a,  +3oaJa*  —  i2aJ«*«6  +  7oa'aX<^, 

—  40aJaJ4  —  isa^a^a^  +  loa^^aDx]  -] 

On  obtient  un  covariant  du  sixième  ordre  comme  le  Hessien  par  le  Jacobien 
de  €2,2  et  de  €5,2^  c'est  : 

(16)  Ce,*  ==  {ala^a^  —  ala^a^  —  a^a^a^  —  2aQa^a^a^  -j-  ^a^a^al  —  a^a\a^ 

4-3»i»4  —  6<a2a3  +  3^,a|)^î  +  ••  • 

Il  existe  aussi  un  covariant  du  septième  ordre;  c'est  le  Jacobien  de  C^,*  et 
de  la  quintique;  sa  valeur  est  : 

(17)  C7.5  =  {ala\a^  —  Sa^^V,  +  3»;^!  -  ^a,a\a^a^  +  S^^o^îas»* 

+  Sû^oû^iC^aa*  —  7»oai  V^+c^ofi^sa3  +  2a>5  — Saja^a,  —  2a\al  +  8a\a\a^ 

Enfin,  il  existe  encore  un  covariant  du  9'  ordre;  c'est  le  Jacobien  de  la 
quintique  et  du  Hessien  Ce, 2.  On  a 

(18)  C9,5  =  («X  —  3aoa,a9  +  2a\)  x\  -\ 

Nous  n*avons  écrit  généralement  que  le  coefficient  du  premier  terme  d'un 
covariant;  on  sait  que  tous  les  autres  peuvent  s'en  déduire. 

Il  reste  à  faire  connaître  les  invariants  fondamentaux  de  la  quintique. 
Il  y  en  a  quatre  des  degrés  4,  8,  12,  18  dont  les  poids  {{nB)  sont  respecti- 
vement 10,  20,  30,  45. 

Le  premier  \^  est  l'invariant  de  la  forme  quadratique  C2,«;  sa  valeur  est  : 

I»  =  —  ala\  4"  ioflo«i«4â!5  —  4flo«2^5<3^5  —  làttoUial  -\-  i2aoala^ 

—  lôaîajfl»  —  <^a\a\  -\-  \2a\a\az  +  "j^axa^a^ak  —  ^^^a^aX  —  \8a\aK 

-\-},2a\a\. 
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Le  second  1$  se  déduit  du  co\ariant  C,,,  en  prenant  son  invariant  du 
second  degré.  On  a  : 

+  «o'«î«X5  —  5^>iK^l  H 

Il  renferme  68  termes. 

Le  troisième  In  est  le  discriminant  du  covariant  C|,5.  On  a  : 

Ii2  =  -  ayy^al  +  2alala.alal  —  a^lalal  +  6a>,a^a,aJ 

-  lôaJa^aJaX  +  i4c^Jc^9*3«>»  H 

II  contient  228  termes. 

ËnfiD,  rinvariant  lis  est  égal  à  Pinvariant  cubique  du  covariant  C^.e- 
On  a  : 

1,8  =  ay.al  —  salayy.  +  ioaJa^<a^  -  icaja^»^ 

Il  contient  près  de  900  termes. 
e)  Forme  sextique  : 

Commençons  la  liste  des  covariants  par  le  Hessien  ou  le  déterminant  des 
dérivées  secondes.  On  trouve  le  covariant  du  huitième  ordre 

+  4(»i»6  +  4»*^6  —  5(^,o,a)K^\  +  2(3^3^6  +  ^«3«^5  —  5^î)^?^5 
Si  Ton  considère  le  quatrième  émanant 


(^'dî;+^'d^.y^' 


son  invariant  du  second  degré  donnera  un  covariant  du  quatrième  ordre  et  du 
second  degré  relativement  aux  coeflicients,  tandis  que  son  invariant  du 
troisième  degré  correspondra  à  un  covariant  du  sixième  ordre  et  du  troisième 
degré  par  rapport  aux  coefficients.   Ce  sont  : 

(2)     C»,,  =  (ttott,  —  ^a^a^  +  za\)x\  -\-  2(a^a^  —  i,a^a^  +  2a^a^)x]x^ 

(i)  Ct,,  =  {a^a^a^  -\-  2a^a^a^  —a\  —  a\a^  —  O'^c^D^]  -{ 

Voir  N»  226, 
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Formons  le  Hessien  de  €4,2;  il  en  résultera  un  covariant  du  quatrième  ordre 
et  du  quatrième  degré  savoir  : 

(4)  Ci,»  =  (iSa^a ^a^a^  —  iSa^a^a]  -]-  16^0»*^^  -\-  loSa^a^a^a^ 

+  aaja^ag  —  Saoa^a^a^  —  6aoa]a^)x\  H . 

Si  on  change  le  covariant  €4,2  en  intermutant  pour  l'appliquer  à  la  sextique, 
on  arrive  à  un  covariant  du  second  ordre  et  du  troisième  degré  ;  c'est  : 

En  appliquant  le  même  intermutant  au  covariant  Ce^s,  on  obtient  encore  un 
covariant  du  second  ordre  qui  a  pour  valeur 

(6)  C^,^  =  {74aoa^al  —  Saoa^ala^—  52a,alal  —  2alala^-{-  2ia,a^a^a^a^ 

—  57».!^î  +  33c^i^2«^4«5  +  i^f^Wzf^^  —  mK^^  +  48aja,a5 
+  ^oa^a\a\  +  %2a,ala^  —  ala.^a.a^  —  54a>J  —  2sa\a^a^a^ 

H-  ioa\a^a^  —  ^oa\a^a\)x\  -\ 

Transformons  €4,4  en  intermutant  pour  l'appliquer  à  Ce.s  ;  on  aura 

(7)  €2,7  =  Intermutant  de  C*^*  sur  C6,j. 

Toutes  les  autres  formations  se  déduisent  des  précédentes  en  les  combinant 
deux  à  deux  pour  former  leurs  Jacobiens,  savoir  : 

(8)  Cl  2,5  =  Jacobien  de     f    et  C8,2; 

9) 
10) 

") 

12) 

•3) 

H) 

15) 
16) 

■7) 
18) 

•9) 
20) 

32 


C2,8 

= 

id. 

C2.5 

et 

C2,»  ; 

C2,10 



id. 

C.,5 

et 

Caj; 

C2,12 

=zs 

id. 

C,,5 

et 

C2,7; 

C4,5 

= 

id. 

C«.s 

et 

C4,2; 

c..> 

= 

id. 

Ca,. 

et 

C4,4  î 

C4,9 

= 

id. 

C.,5 

et 

C..,; 

c.,. 

= 

id. 

f 

et 

C,..; 

Ce,* 



id. 

c.,. 

et 

C...; 

Ce,6 

= 

id. 

C.,s 

et 

f  \ 

Cas 



id. 

f 

et 

C.,.; 

Cs.s 

= 

id. 

C«,2 

et 

C.,.; 

Cl0,4 

î= 

id. 

C*.a 

et 

C.,,; 
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Il  est  à  remarquer  qu'il  y  a  deux  covariants  du  sixième  degré  par  rapport 
aux  coefficients  et  aux  variables  qui  sont  distincts. 

La  sextique  possède  cinq  invariants  fondamentaux  des  degrés  2, 4,6, 10, 15, 
et  dont  les  poids  respectifs  sont  6,  12,  18,  30,  45. 

Le  premier  s'obtient  en  changeant  f  en  intermutant  pour  l'appliquer  à  la 
forme  elle-même;  sa  valeur  est  ; 

I,  =  «0^6  —6a^a^-\-i  5a,a,  —  ioa\. 

Le  second  I*  est  l'invariant  du  second  degré  de  la  forme  C4  2.  On  a 
I,  =  a^a^a^a^  —  a^a^a;  —  ay.a^  +  2a,a.a^a^  —  a^al  —  a\a^a^  +  aja? 

Le  troisième  le  est  l'invariant  du  second  degré  de  la  forme  Ce, 5;  c'est  : 

il  contient  45  termes. 

Le  quatrième  Ii&  est  Tinvariant  du  second  degré  de  la  forme  Gj^s,  et  le 
cinquième  I13,  l'invariant  du  troisième  degré  de  la  forme  Ci.B.  Us  possèdent 
un  très  grand  nombre  de  termes. 

Nous  avons  maintenant  énuméré  les  formations  invariantes  fondamentales 
pour  les  formes  binaires  des  six  premiers  degrés;  leur  ensemble  constitue  ce 
que  l'on  appelle  le  système  complet  de  ces  formes;  toutes  les  autres  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  au  moyen  des  fonctions  de  ce  système  et  on  ne  les 
regarde  pas  comme  distinctes  des  premières.  C'était  une  question  difficile  à 
résoudre  que  d'établir  le  système  complet  d'une  fonction  homogène  donnée, 
c'est-à-dire,  de  faire  d'une  manière  exacte  le  choix  des  covariants  et  des 
invariants  indépendants;  elle  a  été  résolue  par  Clebsch,et  l'honneur  en  revient 
à  la  méthode  symbolique  allemande  dont  nous  nous  proposons  d'exposer  les 
principes  avant  de  terminer  cette  introduction  à  Tétude  des  formes 
algébriques. 


\ 
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CHAPITRE  IV. 
PRINCIPES  DE  LA  MÉTHODE  SYMBOLIQUE  ALLEMANDE. 


S  ^. 

EXPRESSIONS    SYMBOLIQUES    DES    INVARIANTS    ET    DES    COVARIANTS    d'UNE   FORME 

BINAIRE. 

933.  Comparons  l'expression  de  la  forme  binaire  de  degré  n 

I  ,   nin  —  I  ) 

à  la  w*^*"*  puissance  d'une  forme  linéaire 

(ttix,  -{-  aiX2)" 

=  a^^x*l  -\-  na*l-'a^x*;^^x^^  +  ^ a^-^a^x^-^x*  -j \-  ajx;*, 

et  posons  : 

a7  =  ao,     a^ia,  =  a^,     a'^-^al  =  a^j      ...,     a"^  =  an. 

Avec  ces  relations,  ces  deux  expressions  sont  identiques;  en  désignant 
par  flx  la  forme  linéaire  fliXi  4"  û^i«ï^2,  il  vient 

Cette  formule  constitue  la  représentation  symbolique  de  f.  Au  lieu 
d'employer  la  lettre  a  dans  la  forme  linéaire,  on  peut  se  servir  des  lettres 
b,  c,  d^  ...,  et  en  posant  : 

6x  =  6iXi -I-64X2,     Cx  ==CiXi-\-CiX2,     dx  =  diXi-\-d2Xi, 
on  a  de  même 
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On  doit  regarder  a,  />,  c,  d,  ...  comme  des  symboles  équivalents  de  telle 
sorte  que  les  mêmes  produits  des  a.  des  6,  des  c,  etc.  représentent  le  même 
coefficient  de  f  et  l'on  a  : 

Les  constantes  fti ,  at^bt,  ...  des  formes  linéaires  n'ont  aucune  signification 
en  elles-mêmes;  ce  sont  seulement  leurs  produits  de  w""**  dimension  qui  sont 
susceptibles  de  représenter  les  divers  coefficients  de  la  forme.  La  multiplicité 
des  symboles  est  indispensable;  car,  pour  représenter  le  produit  aia2,  par 
exemple,  on  ne  peut  prendre 

parce  que  le  terme  a^^—s^'  pourrait  provenir  de 

et  il  y  aurait  ambiguité  en  repassant  des  symboles  aux  coefficients  de  la 
forme;  tandis  qu'en  adoptant  pour  représenter  aia»  le  produit 

il  n'y  a  aucune  méprise  possible. 

Cette  représentation  symbolique  s'étend  à  une  fonction  homogène  à 
plusieurs  séries  de  variables.  Soit 

H h  a«2/;(a(;Jx7  +  wa(;)j?7-^x,  -\ [-  aï>x'^) 

une  forme  homogène  à  deux  suites  de  variables,  du  degré  n  par  rapport 
à  2/  et  du  degré  m  par  rapport  à  x.  Le  nombre  des  termes  est  : 

(m+i)(?i+i).  M 

On  peut,  dans  l'expression  de  F,  faire  rentrer  les  coefficients  a^,  Oi,  ... 
dans  les  constantes  a  ou  les  supposer  égaux  à  l'unité. 

Chaque  terme  de  cette  fonction  renferme  un  produit  de  la  forme 

x'!^-^x\y1-f^y'i; 

prenons  pour  le  coefficient  correspondant 


I 
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les  symboles  r  et  5  devant  être  pris  ensemble  et  tels  que  les  produits  seuls,  où 
la  somme  des  exposants  de  r^  et  ra  est  m  et  celle  de  Si  et  s-j  n,  jouissent  de  la 
propriété  de  représenter  un  coefTicient  de  la  forme.  Si,  dans  le  terme 

on  attribue  à  A  et  |u,  toutes  leurs  valeurs,  en  ajoutant  les  coefficients  binomiaux 
correspondants,  on  arrive  à  l'expression 

F  =  {riXi  -f-  r.Xi)"'  (5,2/,  -|-  s^jj^Y, 
ou  bien 

F  =  r'îs'» 
*  y 

qui  constitue  la  représentation  symbolique  de  F. 
1S34.  Considérons,  maintenant,  un  invariant 

I(<ao,  ai,  «2  •••) 

de  f{xiy  X2).  Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'il  soit  du  troisième  degré; 
désignons  par  (3o,  |3i,  jSa,  •••,  yo^yi,  72,  ••.  les  coefficients  de  deux  autres 
formes  de  même  ordre.  On  sait  que 

da.0  doci  ôxn 

est  une  expression  invariante;  elle  renferme  encore  les  coefficients  a  au 
second  degré  et  les  coefficients  (3  au  premier  degré.  De  même 

dR    ,         dK    ,  ,        dK 

^^^'•d^+y'd^+"-^^"d-7„ 

jouit  de  la  même  propriété  ;  mais,  dans  L,  les  coefficients  a,  (3,  y,  n'entrent 
plus  qu'au  premier  degré.  Quel  que  soit  le  degré  de  I,  par  un  certain  nombre 
d'opérations  semblables,  on  arrivera  nécessairement  à  une  expression  inva- 
riante qui  contient  les  divers  coefficients  au  premier  degré;  de  plus,  par  une 
propriété  des  fonctions  homogènes,  la  même  expression  reproduira  l'invariant 
primitif,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique,  si  l'on  identifie  toutes  les 
formes  à  la  première.   De  là,  cette  proposition  : 

Un  invariant  de  degré  k  d'une  forme  d'ordre  n  est  susceptible  d'être 
représenté  par  un  invariant  qui  renferme  au  premier  degré  les  coefficients 
de  k  formes  de  même  ordre,  et  celui-ci  se  transforme,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  en  l'invariant  primitif,  si  Von  fait  toutes  les  formes  égales  à  la 
première. 
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Cela  étant,  supposons  que  les  k  formes  soient  représentées  symboliquement 


par 


b^  =  {b^X^  -\-  ^jXj)", 

c;  =  (c,x,  4-c«Xï)», 


Au  lieu  des  coefficients  a.  6,  7,  ...,  on  substitue  les  produits  des  a,  des  b, 
des  c,  etc.,  de  dimension  n  qui  les  représentent.  L'invariant  I  se  change  ainsi 
en  une  fonction  des  constantes  ai,  a2,  61,  ...  des  A-  formes  linéaires;  c'est  cette 
expression  que  l'on  prend  pour  représenter  symboliquement  l'invariant  I. 

Soit  la  forme  quadratique 

f  =  «0^!  +  2a,ar,a7j  -|-  a,arj 
qui  possède  l'invariant 

I  =  (XqCx.^  —  a,  ; 
Po.  |3|,  jSj,  étant  les  coefficients  d'une  seconde  forme  de  même  ordre,  on  a  : 

aao  dy.\  aa.i 

mais,  si  l'on  prend  symboliquement  pour  les  deux  formes 

al  =  (a, a;,  +  V,)S     bl  =  (ft.x,  -f  6,a;,)«, 
il  vient  : 

par  suite, 

c'est-à-dire, 

K  =  {atb2  —  atbiy  =  (abf . 

On  prend  donc  {aby  pour  représenter  symboliquement  l'invariant  de  la 
quadratique. 

Soit  encore 

rinvariant  du  second  degré  de  la  quartique 

/•=  cL^x\  -f  ^<x^x\x^  +  6a,a;fx»  +  \a^x^x\  +  a^x\  ; 
on  trouve 


oj  =  ao,     a, (15=  a,,     a«  =  a,, 

^;  =  Po,    ^^=/3.,     61  =  (5,; 
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(3o,   |3i,   |32,   jSs     étant    les   coefficients   d'une   seconde    quarlique.    Posons 
symboliquement 

a*  =  [aiXi  -\-  «1X2)*  ;     h*  =  (6,X|  4-  ftjXj)*; 

en  remplaçant  les  coefficients  a  et  /3  par  les  produits  des  a  et  des  b  corres- 
pondants, il  vient  : 

K  =  b\ai  -  4fi\h,a,a\  +  6h\h\a\a\  -  ^b,hla\a,  +  b[a\ 
ou 

K  =  (a,&2  — a2^,)*  =  (a6)*. 

Par  conséquent,  (a&)*  est  la  formule  symbolique  de  l'invariant  du  second 
degré  de  la  quarlique. 

Réciproquement,  toute  expression  invariante  qui  renferme  les  coefficients 
de  k  formes  linéaires,  les  a,  les  b,  les  c,  etc.  à  la  w*^'"*  dimension  doit  être 
considéré  comme  la  représentation  symbolique  d'un  invariant  de  degré  k 
d'une  forme  de  l'ordre  n.  Pour  déterminer  sa  valeur,  on  regarde  a^  b,  Cy  ... 
comme  des  symboles  équivalents  pour  la  représentation  de  /"et  on  remplace 
leurs  produits  par  les  coefficients  correspondants  de  la  forme.  On  fait 
l'opération  inverse  de  celle  qui  précède. 

935.  Les  covariants  rentrent  dans  les  invariants  par  la  remarque 
suivante.  Les  déterminants  (ab),  {ac)f  etc.  de  deux  formes  linéaires  jouissent 
de  la  propriété  de  se  reproduire  par  une  transformation.  Substituons  dans 
une  forme  linéaire 


les  valeurs 
il  viendra 

ou 


La  fonction  ax  se  transforme  en  une  expression  semblable  relativement 
à  Ci,  ?,,  les  constantes  nouvelles  étant  a\,  a\.  Or,  si  on  résoud  les  égalités 
précédentes  par  rapport  à  cti,  «a,  on  trouve 

r(a,)  =  /,(-o;)  +  w,(a;). 
Abstraction  faite  du    module   r,   on   voit  que  les  coefficients  primitifs 
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i 


Oj^  a^  s'expriment  en — a,  et  -\- a\   par  les  mêmes  formules  que  les 

variables  Xi  et  xi,  c'est-à-dire  que  ces  quantités  sont  cogrédientes  à  Xi  et  Xt. 
Par  conséquent,  on  ne  changera  pas  la  propriété  invariante  d'une  expression 
en  remplaçant  —  02  et  -j-  di  par  Xi  et  0:2;  mais  alors  les  déterminants  tels 
que  {ah)^  (ac)  qui  renferment  a  deviennent 

(ab)  =  {aib2  —  ft2&i)  =  &« 

(ac)  =  (aid  —  atd)  =  Cx. 

Donc  l'expression  invariante  se  change  en  une  formule  contenant  les 
variables,  c'est-à-dire  que  l'invariant  devient  un  covariant.  Réciproquement, 
si,  dans  la  formule  covariante,  on  pose  Xi  =  —  aj,  a;2==Oi,  on  retombe 
sur  l'invariant. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  l'on  peut  encore  écrire 

et  substituer  à  -|-  a^  et  —  ai  les  variables  Xi  et  X2.  Il  vient,  dans  ce  cas, 

(ab)  =  —  {aobi  —  ^162)  =  —  ^^r. 

Il  résulte  de  ces  diverses  observations  préliminaires  que  la  possibilité 
d'une  représentation  symboliqne  générale  des  formations  invariantes  d'une 
forme  donnée  dépend  uniquement  de  l'expression  générale  des  invariants 
d*un  système  de  formes  linéaires;  c'est  ce  qu'il  importe  de  déterminer. 

teSG.  Soit  un  système  de  k  formes  linéaires 

ttx  =  CbtXt  -j-  ftoX2, 

bx  =  biXt  -+-&2X2, 

Cx  =  CiXt  H-  CiXt, 

dx  =d]Xt -\- d2X2, 


Regardons  Xi  et  X2  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  M  d'une 
droite  rapporté  à  une  origine  fixe  0  de  cette  droite.  Toutes  ces  formes 
égalées  à  zéro  définissent  k  points  que  nous  représenterons  par 

Ml,  M2,  M,,  ...  Mk. 

Un  invariant  simultané  des  fonctions  linéaires  égalé  à  zéro  doit  exprimer 
une  propriété  du  système  indépendante  du  changement  de  l'origine.  Or, 
lorsqu'il  s'agit  de  points  sur  une  droite,  une  telle  relation  ne  peut  se 
rapporter  qu'à  la  coïncidence  des  points  ou  à  une  situation  anharmonique 
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spéciale  des  différents  points  du  système  ;  mais,  si  deux  points  Tiennent  à 
coïncider  le  déterminant  du  second  ordre  des  équations  qui  les  représentent 
est  nul;  d'un  autre  côté,  si  on  forme  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  on  trouve 

di        Cl  fti        di 


ou  bien, 


bz   I  ^2         ^2   1^  dt 

bi       Cl         bi       d, 

{ac)  (bd) 


(bc)  {ad)  ' 

c'est  aussi  une  expression  qui  ne  renferme  que  des  déterminants  du  second 
ordre.  Nous  pouvons  donc  admettre  que  tout  invariant  simultané  d'un 
système  de  formes  linéaires  est  un  composé  de  déterminants  semblables, 
c'est-à-dire,  un  composé  d'invariants  de  ces  formes  prises  deux  à  deux. 

Comme  les  covariants  se  déduisent  des  invariants  en  remplaçant,  par 
exemple,  une  série  de  coefficients  —  «j,  -|-  ai  par  Xt  et  a?8,  ils  auront  en  plus 
des  facteurs  de  la  forme  bx-  Les  formations  invariantes  des  formes  binaires 
quelconques  qui  dépendent  de  ces  dernières  devront  renfermer  les  mêmes 
facteurs.  On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  d'une  forme  binaire  se  représente  symboliquement  par 
un  composé  de  produits  de  déterminants  du  type  {ab),  et  tout  covariant 
par  un  composé  de  produits  du  type  {ab)  et  du  type  bx- 

Si  on  écrit  une  formule  symbolique  conformément  à  cette  loi  et  dans 
laquelle  les  a,  les  6,  les  c,  etc.  entrent  à  une  dimension  égale  au  degré  de  la 
forme,  elle  représentera  un  invariant  ou  un  covariant  dont  le  degré  par 
rapport  aux  coefficients  est  donné  par  le  nombre  de  symboles  a,  6,  c,  ...,  et 
le  degré  par  rapport  aux  variables  par  le  nombre  de  facteurs  analogues  à  6,. 
Il  est  bien  entendu  que,  parfois,  ces  formules  correspondent  à  des  invariants 
ou  à  des  covariants  identiquement  nuls.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  lorsque 
la  permutation  de  deux  symboles  équivalents  change  le  signe  d'un  produit 
symbolique.  La  formule  (aby  qui  est  propre  à  représenter  un  invariant  de  la 
cubique,  change  de  signe  en  permutant  a  eib;  donc  cet  invariant  sera  nul, 
comme  on  le  vérifie  facilement.  On  a 

(aby  =  (a,b,  -  a,b,y  =  a\bl  -  sa^a.b.b]  +  3«.«l^î^  -  <'V'' 
c'est-à-dire. 
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Il  en  sera  ainsi  pour  toute  puissance  impaire  de  (ah)  ;  les  formes  d*ordre 
impair  n'ont  pas  d'invariant  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients; 
mais  bien  les  formes  d'ordre  pair,  parce  que  les  formules 

[ab)\     {ab)\     («&)»,      ... 

restent  invariables  par  l'échange  de  a  et  de  b. 

Les  formules 

(a6)'  axbx,     {aby  {cb)  dax 

réunissent  les  conditions  voulues  pour  représenter  des  covariants  de  la 
cubique;  car  les  a,  les  b,  les  c  s'y  trouvent  à  la  troisième  dimension,  et  ces 
expressions  jouissent  de  la  propriété  de  l'invariance.  La  première  est  un 
covariant  du  second  degré,  et  la  seconde,  un  covariant  du  troisième  degré 
relativement  aux  coefficients  et  aux  variables. 
De  même  les  produits  symboliques 

{abyalbl,     {aby  {cb)  alb^cl 

représentent  des  covariants  du  quatrième  et  du  sixième  degré  de  la  quartique. 
Indiquons  les  calculs  à  effectuer  pour  trouver  la  valeur  du  covariant 

{aby  axbx 
de  la  cubique.  On  a  : 

{aby  axbx  =  {aibt  —  a2&i)*  {aiXi  +  a2X2)  {biXt  -\-  b2Xi) 
=  (a\bl  —  2a^aJ)^b^  -f  alb\}  [a^b^x*  -f  {a^b^  +  «a^tjaj.a;,  +  a^b^]] 

ou  bien 

{a',b,b\-2a',a,b]b^  +  a,alb',)x] 

+  (<*;»a^j  —  2ay^b^bl  +  alb]b^)xl. 
Or,  on  sait  que 
aJ  =  6J  =  ao,     a]a^  =  b]b^  =  a^,     a^^  =b^bl  =  <x^,     aî  =  6j  =  a,; 
par  la  substitution,  on  trouve 

2[{aoCC^  —  aj)^;  +  («o^s  —  ^i<^i)^i^i  +  («i^a  —  «1)^1]- 
Le  calcul  que  nous  venons  de  développer  pour  trouver  la  valeur  d'un 
covariant  qui  répond  à  une  formule  symbolique  montre  suffisamment  combien 
il  serait  pénible  de  déterminer  les  invariants  et  les  covariants  par  cette  voie. 
Aussi,  cette  détermination  n'est  qu'accessoire  dans  la  méthode  des  symboles. 
Sa  grande  utilité  est  de  représenter  par  des  formules  très  simples  des  fonc- 
tions très  compliquées;    il  est  bien  vrai  que  ces  produits  ne  donnent  pas 
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immédiatement  la  valeur  des  formations  invariantes;  mais  leur  aspect  indique 
suffisamment  leur  nature.  Enfin,  à  cause  de  celte  simplicité,  elle  se  prête 
mieux  à  l'étude  des  relations  qui  existent  entre  elles  ainsi  qu'à  la  solution 
des  questions  multiples  qui  s'y  rattachent. 

^3'7.  Le  nombre  des  invariants  du  degré p  d'une  forme  de  l'ordre  n  est 
égal  au  nombre  d'invariants  du  degré  n  d'une  forme  de  V ordre  p. 
Soit 

V  =  {abf(ac)?(bcY... 

un  produit  symbolique  représentant  un  invariant  d'ordre  p  d'une  forme  de 

degré  n;  il  doit  contenir  p  lettres  a,  6,  c,  et  chacune  d'elles  s'y  trouve  à 

la  n'^"**  puissance.  D'un  autre  côté,  représentons  par  ®  une  forme  d'ordre;) 
et  par  «i,  «2,  ...  ctp  les  racines  de  l'équation 

(p  =  o. 

Faisons  correspondre  les  racines  aux  symboles  a.  b,  c.  ...,  et  remplaçons 
chaque  déterminant  facteur  par  la  différence  des  racines  pour  former  l'expres- 
sion symétrique 

2(ai  —  a2)"(ai  —  as)^  («2  —  a^y ... 

où  il  y  a  ;)  racines  et  chacune  d'elles  y  est  élevée  à  la  puissance  n.  Dans  ces 
conditions,  nous  avons  vu  que  c'est  là  l'expression  d'un  invariant  du  degré  n 
de  la  forme  (p;  par  conséquent,  il  y  a  pour  la  forme  d'ordre/)  un  invariant  du 
degré  n  pour  tout  invariant  du  degré  p  de  la  forme  de  l'ordre  n,  et  la  propo- 
sition est  démontrée. 

Cette  loi  s'applique  aussi  aux  covariants,  c'est-à-dire  qu'uae  forme  de 
l'ordre  n  admet  autant  de  covariants  du  degré  p  relativement  aux  coefficients 
qu'une  forme  d'ordre  p  possède  de  covariants  du  degré  n, 

^38.  Représentation  symbolique  du  Hessien  et  du  Jacobien.  On  sait 
que  le  Jacobien  de  deux  formes  d'ordres  m  qX.  n  est  le  déterminant 

J  = 


df 

dxi 

df 

dx2 

d(p 

d'D 

dxi 

dxi 

Soient,  symboliquement. 


©  =  {piXi  -\-  b»XtY  ==^  - 
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oh  a  et  b  sont  des  symboles  différents.  Il  vient 

df  df 

CLXi  (1X2 

d(D  d<D 

-—  =:.nb:-%y      — i-  =^nb^-'b,; 
dxi  dxi 

en  substituant,  on  trouve 


ma'^~^a\ 

ma^^at 

=  mna^—^b^"^ 

a, 

(I2 

nbl-^bx 

nb^-'^bi 

bt 

b. 

J  = 


c'est-à-dire, 

J  =  (ab)  a^-'b^' 

en  laissant  le  facteur  numérique  mn;  telle  est  la  formule  symbolique  du 
Jacobien. 

En  second  lieu,  supposons  que 

f=al=bl^c^ 

soit  une  forme  de  l'ordre  w,  les  symboles  a,  è,  c  étant  équivalents;  cherchons 
la  valeur  du  Hessien  représenté  par 


H  = 


d'f         d'f 


dx^       dxidx2 
d'f         d'f 


On  a 


dxidxi      dxl 


d*f  d'f 


dxidx2      dxidxi 
Avec  ces  valeurs,  il  vient 

par  suite, 


=  n{n  —  i)  a^—^aitti  =  n(n  —  i)  b^bib^. 


a,     a^a^ 


b^b^      b 


H  =  n*(w  —  i)»  [ah)  a'^-^bl'^  .  ^,62. 
Si  on  échange  a  et  6,  on  aura  aussi 

H  =  —  ««  (w  —  i)*  (ab)  al-^b'lr*  •  »«&«. 
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En  faisant  la  somme  de  ces  expressions,  on  trouve 

2H  =  n*(n—  lY  {ahy  a'^^hl"^. 

On  néglige  les  facteurs  numériques  et  Ton  prend  pour  la  formule  sym- 
bolique du  Hessien 

H  =  [ahY  a;-»fc;-«. 

Ainsi,  les  expressions 

(fl&)%     (ahy  Œxbx,     {aby  albl, 

représentent  respectivement  le  Hessien  des  formes  du  second,  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 

Combinons  maintenant  H  avec  f  pour  en  déduire  par  leur  Jacobien  d'autres 
covariants.  Nous  venons  de  voir  que 

H  =  (aby  ajb. 
est  le  Hessien  de  la  cubique 

f=al  =  bl=^cl. 

Cherchons  le  Jacobien  de  /"  et  de  H.  On  a  : 

__  =  {aby  (ai6,  +  6iaJ,     -7—  =  {aby  {atb^  +  btax). 

(iiX\  CLXt 

Les  symboles  a  et  6  se  trouvant  dans  ces  dérivées,   il  faut  prendre  le 
symbole  c  pour  f  et  écrire 


Il  vient  donc 

J  --=  {aby 

3clc, 

3c|c, 

a\bx  -\-  bittx 

atbx  -\-  btttx 

ou  bien 

J  =  ^(abycl[ci(a3bx  +  Mx)  —  C2(aibx  +  61  a.)] 

c'est-à-dire, 

J  =  3(a6)*  (ca)  clb^  +  ^{aby  (cb)  cla^. 

Comme  les  symboles  sont  équivalents,   on  peut  échanger  a  et  6  et  le 
premier  terme  devient  le  second;  ces  termes  sont  donc  identiques;  par  suite, 

on  a  : 

J  =  6 {aby  {cb)clax- 

En  négligeant   le  facteur  6,   Texpiession  (aby{cb)clam  représentera 
covariant  du  troisième  degré  de  la  cubique. 
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Si  on  fait  le  même  calcul  pour  le  déterminant  fonctionnel  du  Hessien 

H  =  (aby  alb]^ 


de  la  quartique 


on  trouve  aussi 

J=S{aby  claxbx  C|  ct 

aibx-^biŒx     aibx-\-b2ax 
ou 

J  =  8  (aby  (ca)  cla^bl  +  8(a6)*  (cb)  dalba, 

et  ces  deux  termes  sont  les  mêmes,  car  le  premier  devient  le  second  en 

permutant  les  symboles  identiques  a  et  b.  En  laissant  le  facteur  numérique, 

l'expression  (abf  [cb)  clalbx  représentera  le  covariant  du  sixième  degré  de 
la  quartique, 

S  2. 

OPÉRATIONS    DIVERSES    DU    CALCUL    SYMBOLIQUE. 

Z39.  Opération  F  {FaUu?igsprocess) .  Etant  donné  un  produit  symbo- 
lique 

V  =  {aby  {ac)f' [bcy  ...  a^fe^cï  ..., 

séparons  deux  facteurs  de  la  seconde  espèce,  par  exemple,  Œxbx  pour  les 
remplacer  par  le  déterminant  {ab).  On  peut  répéter  cette  opération  sur  deux 
autres  facteurs  quelconques  et  toutes  les  expressions  qui  en  résultent 
conservent  leur  caractère  invariant.  Il  y  a  aussi  le  procédé  inverse  qui 
consiste  à  remplacer  un  facteur  tel  que  {ab)  par  axbx.  Soit 

P  =  albl. 

Une  première  application  du  procédé  donne  (ab)  albl  ;  une  seconde 
{aby  axbx'y  et  une  troisième  {aby. 

La  première  et  la  dernière  formule  changent  de  signe  en  permutant  a  et  6; 
elles  ne  donnent  rien;  ia  deuxième  représente  le  Hessien  de  la  cubique. 

Formons,  en  second  lieu,  le  produit  du  Hessien  de  la  cubique  par  la  forme 

elle-même.  On  aura 

p  =  (aby  axbxcl. 

En  opérant  sur  a  et  c,  il  vient 

{aby  (ac)bxcl, 
et  on  opérant  sur  b  et  c 

{aby  {bc)  a^d . 


i 
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Ces  deux  expressions  rentrent  l'une  dans  l'autre  par  réchange  de  a  et  6; 
elles  représentent  le  covariant  du  troisième  degré  de  la  cubique. 

Formons  encore  le  produit  du  Hessien  de  la  quartique  par  la  forme  elle 
même.  On  aura 

Par  l'application  du  procédé  sur  a  et  c.  il  vient  successifement 
(aby  {ac)  a^blcl,     {aby  {ac)*  bld  ; 
ensuite,  en  séparant  les  facteurs  bxCxy 

{aby  (acy  (bc)  bxC^,     {aby  (acy  {bcy. 

La  première  formule  est  le  covariant  du  sixième  degré  de  la  quartique,  et 
la  dernière  l'invariant  du  troisième  degré  de  la  même  forme. 

940.   Opération  des  polaires.  Si  on  applique  l'opération 

df  df 

dxi  dxi 

à  une  forme  f=  a'%,  et  si  on  divise  en  même  temps  par  le  degré  w,  on  obtient 
une  fonction  des  variables  x  et  2/»  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  x  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  y,  que  l'on  appelle  première  polaire  de  /".  On  la 
désigne  par  A/".  On  a,  par  déûnition, 


Or, 


par  suite, 


^f-n{y'î+''l} 


df  df 

dxi  *  dxi 


àf  =  a^-^  {atyt  +  aty^)  =  a:^  -*a^  : 

ce  qui  nous  apprend  que  la  première  polaire  s'obtient  en  remplaçant  un 
facteur  aj.  par  le  facteur  a  . 

La  seconde  polaire  de  f  est  l'expression 

I      /     dlf  .       dAA 
n —  I  V     aJCi  dxij 

c'est-à-dire,  en  effectuant  les  opérations, 


512  — 


Par  chaque  opération,  le  degré  diminue  d'une  unité  par  rapport  à  x  au 
proûtdey;  si  l'on  continue  ainsi,  on  trouve  successivement  : 


AY^ar^aJ, 


AY=fi^r%S     A'f=a:-5a5 


AY  =  a:-*aj. 


et,  en  général, 

La  dernière  polaire  sera 

AY=a;; 

c'est  la  forme  elle-même  où  la  variable  x  est  remplacée  par  y. 
Les  différentes  polaires  se  déduisent  du  développement 


i        ti 


On  voit,  en  effet,  que  la  k'^"**  polaire  de  f  est  le  coefficient  de  A*  divisé  par 

n{n  —  i){n  —  2)  •••  (n  —  A-|-  i) 
I  .  2  ,  ^  ...  k 

tS4t .  La  définition  précédente  des  polaires  est  générale  ;  lorsque  la  fonction 
est  un  produit  de  deux  formes,  on  différentie  conformément  à  la  règle  connue 
pour  un  produit.  Cherchons,  par  exemple,  la  première  polaire  de 

Puisque  la  fonction  est  du  sixième  degré,  il  faut  diviser  par  6.  On  aura 

A/-=  i  {3,alaybl  +  ^alblby)  =  }  {alabl  +  alblby). 

Si  les  symboles  a  et  b  sont  équivalents,  cette  première  polaire  se  réduit  à 
alttybl'.)  car  les  deux  termes  se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  permutant  a  et  b. 

La  fonction  A/*  n'étant  plus  que  du  cinquième  degré  relativement  à  x,  il 
vient  pour  la  seconde  polaire 

AY^  î  •  i(2axaJM  +  5CLl(^fblby  -\-  ^alayblby  -{-  2albmbl) 

ou  bien 

A  Y  =  {(ftxfcx&y  +  zalayblby  +  a^aj^l), 

et  lorsque  les  symboles  a  et  6  sont  équivalents,  on  aurait  : 

lalbxbl  -{-jalblayby. 

Il  arrive  quelquefois  que  la  forme  /"renferme  deux  séries  de  variables;  il 
faut  alors  distinguer  les  polaires  suivant  qu'on  dérive  par  rapport  àxou  par 
rapport  à  y;  dans  le  premier  cas,  nous  désignerons  encore  les  polaires  par  la 


¥ 
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caractéristique  A  et, dans  le  second,  par  D.  En  admettant  que  /"soit  du  degré  m 
relativement  à  a;  et  du  degré  n  relativement  à  2/,  on  aura  : 

m\     dxi  dxij  n\     dyx  dyij 

m  —  I  V     dxx  dXi  J  n  —  i  \     ayi  dyr  J 

I     /    d^'f  ,     d^H\     ^,^        I     /    dm  ,     dm\ 

m  —  2  \      dXi  dXi  /  n  —  2\      dpi  dyi  J 

Par  exemple,  si 

on  aura 

Af^a^-ia^b;,     ^'f==a^-^alb-,     A'f^a^-^alb;,   ... 

Il  est  encore  utile  de  remarquer  que  toutes  les  polaires  d'une  forme 
satisfont  à  l'équation  différentielle 

^2  d'  __ 

dxidyi      dxidyx 
Soit,  en  effet,  la  /û""'*  polaire 

AY=aî?-*aJ. 


On  a 


ensuite, 


<i^Y  ,x      .  .     fc 

dx2 


dxidy 

^J±L=k{n  —  k)  ar-'-'al-'a,a,  ; 
dxidyx 

on  voit  que  ces  deux:  valeurs  sont  identiques. 


33 
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^49.  Opération  12  {  Omegaprocess).  Étant  donnée  une  forme 
f{xty  X2,  yi,  Vi)  à  deux  séries  de  variables  du  degré  m  par  rapporta  x  et  du 
degré  n  par  rapport  à  y,  l'opération  Q.  est  délinie  par 


mn  \dxxd 


\d\j2      dxidt/i 

par  conséquent,  elle  a  pour  effet  de  diminuer  d'une  unité  les  degrés  de  f  par 
rapport  aux  variables.  En  répétant  la  même  opération,  on  aura 

m —  I    n —  I  \dx\dy2      dx^dyx) 
et,  ainsi  de  suite. 
Soit  la  fonction 

f=y\{a^x\  +  3«,^X  +  l(ir^xX\A;-a.x\) 
+  2y,y,Ka7;  +  ia!,x\x^  +  i(i\x^x\  +  a'.x^) 

On  a  : 

d^f 

dx\dy-i  M 

=  2y,(3a,j;;  +  ^a^x^x^  +  3(13X5)  +  2y,(3a;a;;4-  6a'^x^x^-\-  Z(^'^x\)\ 


dxidyi 
par  suite, 

W  =  2/4  [K  —  «^i)^î  +  2K  —  «^J^i^jj  +  (a;  —  a.)a?|) 
+  2/,[K  -  «;)^î  +  2K  -  a',)x,x,  +  (a'^  -  a'^Jx]]. 
Une  seconde  application  donne  aussi 

^Y=  K  +  «2  —  2a;)a?4  +  K  +  ^3  —  2a;)x,. 
Soit,  encore,  une  forme  à  deux  séries  de  variables  représentée  symboli- 
quement par 


on  aura 


I 


mn  ^  ^ 


ou 

On  trouve  également  » 
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et,  en  général. 

Il  existe  entre  les  opérations  Q.f  et  Bf  la  relation 

m-j-  I 
En  effet,  il  vient  successivement  : 


(m-\-i){n — i)    7ildxidy2\     dyi  dytj      dxidyi\     dyt  dy2j\ 


ou  bien 

I 


ÛD/-  = 


(m-\-  i){n  —  \)n 

r    d'f  d'f  d'f  d'f_  d'f  d'f      1 

[dyirf^a  dxxdy\dy2  dxidyl         ^  dx%dy\       dytdyt  dxidyidyij 

__L___L±(  ^ ^_ir)jL^,±(Ji ^)1 

{m -\-  i)  n  —  i)ni     dy\\dx{dy2      dx2dyij^      dyi\dxidyt      dxzdytj \ 
c'est-à-dire, 

Qj)f= ■ — : (  Xi  --—  mnQf  4-  xs——  mnQf] 

{m-\'i){n—i)n\dyi  dyt  J 

m  1      /     dQf  ,       dQf\ 

= j (Xt- t-Xi-r—      . 

m-\-i    n — i\      dyt  dy^  / 

m 

Cette  dernière  expression  est  égale  à ; —  DO/". 

m  -\-  I 

On  prouve  de  la  même  manière  que  =     * 

Abstraction  faite  d*un  facteui*  numérique,  on  peut  intervertir  l'ordre  des 
opérations  û,  D  et  0,  A. 

!S43.  Opération  d'Aronhold  ou  procédé  ô.  Étant  données  deux  formes 
de  même  ordre 

f  =  r^x^  -\-  nr ^x^-^x^  +  •••,     F  =  «o^ï  +  ^^i^?"'^?  H 

et  (p(ro,  ri,  r2,  ...)  un  invariant  de  la  première,  l'opération  d'Aronhold 
consiste  dans  la  formule 

.  d(p  d(p    .         d(p 

^     .      dr»  dvi  dr2 
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qui  possède  le  caractère  d'invariance.  Si  on  applique  l'opération  au  résultat 
obtenu,  on  aura  (509)  =  ^'^  ;  de  même,  ^(^'(p)  sera  (5*(p,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  opération  se  présente,  lorsqu'il  faut  calculer  la  valeur  de  (p  pour  la 
fonction  composée  /*+  AF;  on  doit  remplacer  les  coeflicients  ro,  ri,  rz,  ..., 
par  r« -f- Aao,  ri-[~^^ir  '*2  +  ^«2,  ...;  en  développant  ensuite  par  la 
formule  de  Taylor,  il  vient 

(p(ro  +  ^ao,  r,  +  Aai,  •••)  =  (p{ro,  r,,  .••) -|- /(Î9 -] ô*(p  -] 

Par  exemple,  soient  les  formes  quadratiques 

f=rox]  +  2r^x^x^  +  r^x\,     F  =  a^x]  -|-  2a^x^x^  -\-  a.^x\, 

et  9  =  r^r^  —  r\  l'invariant  de  la  première.  En  désignant  par  9'  sa  valeur 
pour  f  ■\-  AF,  on  aura 

9'  ==  9  +  ^^9  -\ <î*9' 

1.2 

Or,  on  trouve  successivement 

5cp  =  a,rî  —  2airi  -|-  air#, 
5^9  =  aoa2  —  2aî  +  «ja»  =  2  (a»a»  —  aj)  ; 

par  suite,  il  vient  : 

9'  =  ^o^a  —  ^î  +  (««^  —  2a,r ,  -(-  a,ro)  A  +  (a.^a^  —  aj)  X^. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  suivant  l'esprit  de  la  formule  de  Taylor, 
on  passe  de  (Î9  à  (5*9  en  dérivant  par  rapport  aux  coefficients  primitifs,  même 
si  «0»  «1»  «2  étaient  les  coefficients  d'un  covariant,  c'est-à-dire  des  fonctions 
de  «0,  «!♦  «2;  on  doit,  dans  la  seconde  opération,  regarder  comme  constants 
les  coefficients  introduits  par  la  première. 

Le  procédé  (5  s'applique  aussi  aux  covariants.  Considérons  les  deux  cubiques 

f=r^x\  +  ir^x\x^ 4-  ir^x,x\  +  r^x\, 
F  =  cf.^x\  -\-  icf.^x\x^  4"  3«»^i^J  +  V\  î 
on  sait  que  la  première  possède  le  covariant 

H  =  (ror,  —  t\)  x\  +  {r^r^  —  r,T^  x,x^  +  {r.r^  —  r\)  x\. 

Si  l'on  veut  obtenir  le  covariant  correspondant  H'  pour  la  fonction 
composée  /  -|-  AF,  il  est  nécessaire  de  substituer  aux  coefficients  ro,  ri,  rs,  ri 
les  valeurs 

ro  +  Àao,     ri+^i^i»     rj -f- Aa*,     rj-f  ^«s; 
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comme  H  est  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients,  on  aura 

1.2 

En  appliquant  successivement  le  procédé  5,  on  trouve  facilement 
$R  =  (r,ao  —  2r^a,  +  r,a^)  x\  +  {r^a^  —  r^a.^  —  r^a,  +  r,a^)x^x^ 

Par  la  substitution  de  ces  résultats,  on  obtiendra  la  valeur  de  H'. 

Il  importe  maintenant  d'indiquer  l'effet  de  l'opération  d'Aronhold  sur  un 
produit  symbolique.  Afin  de  fixer  les  idées,  supposons  que  /"soit  une  forme 
du  quatrième  degré  qui  possède  un  invariant  cp  du  troisième  ordre.  Repré- 
sentons, pour  un  moment,  la  forme  f  par  les  expressions  équivalentes 

f=(i,x\^^a^x\x^-\ ,  f=b^x\-\-dfi^x\x^-\ ,  f=»c^x\-\ . 

Par  le  procédé  (î,  on  peut  introduire  les  coefficients  a,  6,  c  dans  ^  de 
manière  que  cet  invariant  soit  linéaire  par  rapport  à  «o,  fi^i,  .-.,&•»  ^'i»  «--r 
Co,  Cl,  ....  Cela  étant,  on  a 

.         ^      dm       *       dm  ,   ^      d(p   ,    *       dm 
0       art       0       dO'i       0       dOi       «       ad 

Or,  la  première  opération 

*       dm 

0       aai 
a  pour  effet  de  remplacer  les  coefficients  a  par  les  coefficients  a,  et,  au  point 
de  vue  symbolique,  de  substituer  au  symbole  a  de  /*,  le  symbole  a  de  (p.  On 
sait  qu'en  posant  : 

/  =  <  =  ^l  =  ct.     F  =  at, 
rinvariant  cp  est  représenté  par 

(D  =  {ahy{acY(bcy. 

Donc,  après  cette  première  opération,  on  aura  (a6)'  (ac)*  (&c)*.  De  même, 

pour  les  deux  autres 

*      d©      *       dtp 

0      dOi       0       dCi 
on  devra  remplacer  les  symboles  b  et  c  par  a  ;  ce  qui  donne 
{aay  {acy  {(xc}\     (aby  (aa)«  (6a)» . 
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Puisque  les  symboles  a,  b,  c  sont  équivalents,  les  trois  résultats  sont  iden- 
tiques et  Ton  a  : 

ioLi^  =  3{(xby(xcy{bcy. 

0      ari 

De  là,  cette  règle  :  L'opération  d  appliquée  à  un  produit  symbolique 
revient  à  remplacer  successivement  chaque  symbole  de  f  par  un  symbole 
de  (p  et  à  faire  ensuite  la  somme  des  résultats. 

Les  produits  symétriques  de  symboles  donnent  chaque  fois  le  même 
résultat;  il  suffit,  dans  ce  cas,  de  multiplier  l'un  d'eux  par  A',  A;  étant  le 
nombre  de  symboles. 

Après  cette  première  application,  il  ne  reste  plus  que  deux  symboles;  une 
seconde  donnera 

a«(p=2.3(a(3)»(ac)2(Pc)* 
et  une  troisième 

(î'(p=2.3(a|3)M«7)MP7)», 

où  (3  et  y  sont  des  symboles  équivalents  à  a  pour  la  seconde  forme. 

Le  procédé  d  s'applique  de  la  même  manière  aux  co variants.  Le  Ilessien  de 
la  quartique  étant 

H  =  {aby  albl, 
posons  :  «,■ 

H*  =  h;*  ^  {aby  albl. 
On  aura 

^H  ==  2  (aH)*  ain%   dm  =  2  (HH')'  h|h;«. 

La  première  opération  introduii  le  symbole  H  au  lieu  de  b;  on  passe  de 
(5H  à  dm  en  regardant  H  comme  constant,  et  en  remplaçant  le  symbole  a 
par  H'. 

La  règle  précédente  suppose  que  les  produits  symboliques  ne  contiennent 
que  des  symboles  de  f.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  la  modifier.  Pour  la 
quartique,  par  exemple,  le  Jacobien  de  /"  et  de  H  est  : 

t  =  (aH)  aim^ 

Or,  les  symboles  H  représentent  les  coefficients  du  covariant  H  qui  sont 
des  fonctions  des  coefficients  de  f;  dans  la  dérivation,  il  faut  tenir  compte 
de  cette  circonstance  et  la  règle  se  complique  ;  mais,  généralement,  on  peut 
transformer  le  produit  symbolique  de  manière  qu'il  ne  renferme  que  des 
symboles  de  la  forme  primitive.  Si  l'on  avait  oH  =  o,  on  pourrait  encore 
se  servir  de  la  première  règle,  puisque  l'effet  de  l'opération  sur  H  est  nul. 
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16441.  Opération  U  (Ueherschiehungsprocess).  Étant  données  deux 
formes  différentes 

où  n  est  plus  petit  que  w,  formons  leur  produit  :  a'^.hl. 

Remplaçons  maintenant  deux  facteurs  ctx,  h^  de  chaque  forme  par  le  déter- 
minant (aD);  il  viendra  (a6)  a™— ^6^~^ 

En  répétant  cette  opération  k  fois,  on  arrive  à  l'expression 

Cette  formule  fournit  une  série  de  covariants  simultanés  des  deux  formes 
en  donnant  à  k  îes  valeurs  i,  2,  3,  ...  n.  Nous  les  appellerons  composés  de  f 
avec  9,  et  nous  adopterons  la  notation  (/",  9)*  pour  représenter  le  /c"""  com- 
posé. Par  définition,  on  aura 

{f,':pY  =  (abya^-^b^-\ 

Si  on  échange  les  formes,  le  composé  change  de  signe  lorsque/:  est  impair. 
Pour  les  composés  extrêmes,  il  vient 

(A  9)»  =  a^.^^2,  (A  cp)"  ==  («^)"  «r** 

Enfin  remarquons  encore  que  le  premier  composé  est  le  Jacobien  des  deux 
formes. 

Soient/",  et  ©1  deux  autres  formes;  pour  trouver  les  composés  de  /"-f-  ^i^ 
avec  ç  -\-  ju^icpi,  Ai  et  |ljii  étant  des  constantes,  on  eff'ectue  d'abord  le  produit  : 

(/"+  ^'lA)  {^  +  ."i?0  =  /"?  +  ^'A?  +  f^'/"?'  +  ^••f^«/'«9«» 

pour  appliquer  ensuite  l'opération  à  chaque  terme,  et  l'on  a  : 

if+  H^^  ?  +  f^i?.)'  =  (A  ^Y  +  ^'t  (A'  #  +  f^'  (A  ?0*  +  ><."'  (A>  ?•)*. 

Les  divers  composés  s'expriment  aussi  au  moyen  des  dérivées  des  deux 
formes.  On  sait,  par  la  valeur  du  Jacobien  que 

i    /  df     d(p        df  d(D  \ 
(ab)  a^-^bl-'  =—(t-'t^-t--t^)' 

Pour  le  second  composé,  on  a 

{abf  a^'^bl-^  =  a^*b2-^  (a\bl  -  2a^a,  •  b^b^  +  «î^î) 

c'est-à-dire 

(ab)^  a^-^b^-^ 

^  fn{rrh^i)n{n-'i)  '  \dôc\  '  rfxj       ^  é/xi^Xj  '  dxidXi  ~^dx\    dx]  ) 
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Le  second  membre  s'écrit,  d'une  manière  abrégée,  comme  suit . 

I /d£  d(p        df  dcp  Y 

m  {m  —  i)  n  {n  —  i)  \dxt  dx2      rfxj  dx\) ' 


En  général,  on  a 


I 


df  f/cp 


df   d(p 
m[m — i)-"[m — k-\-  i)  7i{n —  i)«'«(w — k-\-  i)\dxi  dxt       dx 


d^y 

arfx,/. 


Dans  le  développement,  les  exposants  indiquent  l'ordre  des  dérivées. 
Supposons  que  les  symboles  a  et  6  soient  équivalents  etn  =  m;  l'expression 

(/•,  /•)*  =  {abf  a^-'bT' 
fournira  les  composés  de  la  fonction  f  avec  elle-même  ;  ceux  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  impaires  de  k  seront  identiquement  nuls,  car  le  produit 
change  de  signe  en  permutant  a  et  h;  mais  tous  les  autres,  tels  que 

(a6)2  a^-26^-2,     {aby  a^-^b'^-^     (ab)^  a'^-^b*^^,     etc. 

seront  des  covariants  de  f  dont  le  premier  est  le  Hessien  de  la  forme. 

945.  Il  est  important  d'observer  que  les  composés  de  deux  formes 
s'obtiennent  aussi  par  les  polaires.  On  sait  que  la  A**"**  polaire  de /"a  pour 
expression 

Remplaçons,  dans  cette  formule,  y^  par  &2,  2/2  par  —  bt  et  multiplions 
par  6""*'  i^  viendra  (ah)''  a^~*?>^~*,  c'est-à-dire  le  A:'^*"*  composé  de  /"avec  9. 
Donc,  pour  former  le  A'^"**  composé  de  f  avec  9,  07i  substitue,  dans  la  A^"*' 
polaire  de  f,  aux  variables  yx,  y 2  les  symboles  &2,  —  bi  de  (p  et  on  multiplie 
ensuite  par  t""** 

En  second  lieu,  on  peut  encore  procéder  de  la  manière  suivante.  On  a 

En  multipliant  ces  polaires,  il  vient  a!?~*6"~*aJ6J. 

Si  on  applique  à  ce  produit  A  fois  le  procédé  F  en  opérant  sur  les  facteurs 
en  y,  on  arrive  à  l'expression  (ab)''a^~^b'x'~^;  c'est  encore  le  A'*"**  composé 
de  f  avec  9. 

Appliquons  ces  règles  à  quelques  exemples.  La  cubique 

f=al==bl  =  cl 
possède  l'invariant 
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cherchons  les  composés  de  f  avec  H.  On  a 

f .  H  =  {ab)'^axhx  .  cl. 

En  séparant  les  facteurs  bxCx  pour  les  remplacer  par  (6c),  il  vient,  pour 

le  premier  composé, 

(f,  uy  ^  ^abf  ^hc)  axcl. 

C'est  le  covariant  du  troisième  degré  de  cette  forme.   En  séparant  les 
facteurs  axCx  au  lieu  de  bxCx,  on  arrive  à  une  expression  équivalente. 
Le  second  composé  sera 

(/,  H)2  =  [aby  (bc)  (ac)cx. 

Autrement;  formons  la  première  polaire  de  H;  on  trouve 

I  (ab)^  (axby  +  aybx), 

mais,  comme  les  symboles  sont  équivalents,  elle  se  réduit  à  (a6)*  axby. 
Si  on  remplace  yi  par  C2  et  2/2  par  —  Ci  et  si  on  multiplie  par  c|,  il  vient 

(/•,  H)»  =  (a6)«(6c)aa:C^ 
La  seconde  polaire  étant  {aby  ayby,  la  même  substitution  et  la  multipli- 
cation  par  Cx  fournit  le  second  composé 

(/•,  H)*  =  (a&)»  (ac)  [bc)  Cx. 
Cherchons  encore  les  composés  de  H  avec  lui-même.  On  a 
H  =  {abyaxbx  =  {cdycxdxj 
c  et  d  élant  des  symboles  équivalents  à  a  et  b.  Il  faut  d'abord  former  le 
produit  (abfaxbx  .  {cdfcxdx. 

On  prend  ensuite  un  facteur  de  chaque  côté,  par  exemple,  bx  et  dx  et  on 
remplace  leur  produit  par  {bd);  il  vient  ainsi 

(H,  H)'  =  {aby  (cdy  (bd)  axCx. 

On  en  tire,  pour  le  second  composé, 

(H,  H)2  =  (tt6)2  (cd)»  (6d)  (ac) 

qui  représente  l'invariant  du  quatrième  degré  de  la  cubique.  Pour  faire 
la  séparation  de  deux  facteurs,  on  pourrait  adopter  les  combinaisons 
axCxf  axdx^  bgCx,  mais  on  arrive  toujours  à  une  formule  ayant  même 
signification,  à  cause  de  l'identité  des  symboles. 

On  trouve  le  même  résultat,  en  faisant  le  produit  {abYaxby  .  (cdycxdy  des 
premières  polaires  de  H,  et  en  séparant  bydy;  ce  qui  donne 

(/•,  H)'  =  (abf  (cd)«  {bd)  a,c.. 
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De  même,  le  produit  des  secondes  polaires  (ahyayhy  .  {cdycydy  conduit  au 

second  composé 

{]i.ny  =  {ahy[cd^bd){ac) 

en  lui  appliquant  deux  fois  le  procédé  F. 

Cette  manière  de  former  les  composés  par  les  polaires  est  très  importante. 
Nous  aurons  l'occasion  d'en  faire  de  nombreuses  applications. 

246.  Identités  du  calcul  symbolique.  Il  existe  quelques  relations 
identiques  qui  sont  très  utiles  pour  la  transformation  des  produits  symbo- 
liques et  qu'il  est  indispensable  de  connaître.  D'abord  les  égalités 

ttx  =  CLiOCi  -\-  aiX2f 
bx  =  biXi  -\-  b2X2y 

Cx=  CiXt  +C2X2, 

par  l'élimination  des  variables,  conduisent  à  l'identité 

=  0, 


flx 

a, 

a  2 

ftx 

bi 

b. 

Cx 

Cl 

Ci 

ou  bien, 

(i  )  (bc)  «x  +  {ca)  bx  +  (ab)  Cx  =  o. 

qu'on  peut  aussi  écrire 

(ab)  Cx  —  (ac)  bx  =  (cb)  ax. 
En  élevant  au  carré,  on  trouve 

[aby  Cx  -f-  {(^(^y  bl  —  2  (ab)  (ac)  h^-Cx  =  (bcy  al; 
d'où 

(2)  [ab)  (ac)  b^cx  =  i  [(aby  c\  +  (acybl  —  (6c)=  a*]. 

Si  on  élève  de  nouveau  au  carré  et  si  on  transpose,  il  vient  aussi 

(3)  (aby  (acy  bld  +  (bay  (bcy  ald  +  (cay  (cby  albl    ■ 

=  i  [^x  {bcy  +  bi  (cay  -{-ci(aby]. 

Posons,  dans  l'identité  (i),  C2  =  2/1  et  Ci  =  —  7/2',  on  aura 

(4)  axby  —  ayb-r  =  (ab)  (xy). 

Enfin,  d\  et  dt  étant  les  coefficients  d'une  quatrième  forme  linéaire,  en 
remplaçant  dans  (i)  et  (2)  X|,a:2  par  do  et  —  di,  on  trouve  encore 

(5)  (bc)  (ad)  +  {ca)  (bd)  +  [ab)  {cd)  =  o. 

(6)  (ab)  (ac)  (db)  (de)  =  \  [(aby  (cdy  +  (acy  (bdy  —  (ady  (bcy^. 


1 
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En  vertu  de  la  première  identité,  toute  formule  qui  renferme  un  déter- 
minant (ab)  à  une  puissance  impaire  peut  être  transformée  en  une  autre  où 
ce  déterminant  est  élevé  à  une  puissance  paire.  En  effet,  supposons  qu'elle 
renferme  le  produit 

II  est  égal  à 

—  (ab)»"»-'  (ca)6xcî"»-'; 
en  permutant  a  et  6,  il  devient 

{aby""-^  (cb)axcl"'-'^; 
par  suite,  en  faisant  la  somme  et  en  divisant  par  2,  on  trouve 
[ab)*"^-^  (ac)  6^c|"»-^  ==  \  («6)"»-^  c|'"-^  [{cb)  a^  —  (ca)  ba]  =  \  {aby^  cl«. 

b  ZA^ .  Expression  du  carré  du  déterminant  fonctionnel.  Comme  applica- 
tion de  ces  identités,  proposons-nous  de  former  le  carré  du  Jacobien  des  deux 
formes 

f=a^  =  b^,     9  =  a;  =  (3;. 
On  a 

J  =  (aa)  a^-^a--'  =  (6^3)  6«-^|3rS 
et 

J«  =  (aa)  a^-'al-^.  (6(3)  è^-^fe-^  =  (ax)  ft^-^a^-^b^-^jS"-   (b|3)  a,. 

Or,  par  la  première  identité,  on  a 

(6|3)ax  =  (a/3)6,  —  (ab)P.; 
par  suite, 

P  =  (aoc)  (a/3)  a?-^6X'"^,^x~'  —  («a)  («^)  «x'^^^"'  «x"*Hx- 
Si  on  remarque  que  f=b'^,  cp  =  (3;,  l'expression  précédente  est  de  la 
forme 

J2  =  A/"-f'B(p 
où 

A  ==  (aa)  (a|3)  a^"^  a:^-^  (3r^     B  "=  (^^)  i^^)  a^r''  b^"  ^x"'- 
Il  faut  calculer  les  valeurs  de  A  et  B.   On  peut  écrire 

A  =  ^  (a(3)  a^-'  jSr^  aT-'  [(»^)  Px  —  (a?)  «x], 
car  le  second  terme  se  déduit  du  premier  en  permutant  les  symboles  iden- 
tiques a  et  (3.  A  cause  de  l'identité  (i),  la  différence  entre  crochets  est  égale 

(|3a)  «x  =  —  (a|3)  a»  ; 
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par  suite, 

c'est-à-dire 

((p,  (p)'  étant  le  second  composé  de  (p  avec  lui-même. 
D'un  autre  côté,  si  on  écrit 

B  =  a--»  6^-»  «r^  {aoL)  (6a)  a,h, 
par  l'usage  de  l'identité  (2),  il  viendra 

B  =  «--*  6--=»  ar"  •  î  [(«a)'  ?^x  +  (^a)'  al  —  (a6)«  aj]. 

Les  deux  premiers  termes  ont  la  même  signification;  on  passe  de  l'un  à 
l'autre  en  permutant  a  et  6;  par  suite,  on  a  : 

B  =  (aa)*  a;'—»  a^-^  •  6?  —  ^  («6)*  a^-a  5^-^  .  (x^, 
ou  bien 

En  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs,  on  arrive  à  la  formule  définitive 

J*  =  -  î  [(9,  9)'  r  -  2(A  9)=^  /■?  +  (A  0*  fl 

De  là,  cette  proposition  importante  : 

Le  earré  du  Jacohien  de  deux  formes  est  une  fonction  de  ces  formes  et  de 
leurs  seconds  composés . 

949.  Considérons  encore  trois  formes  différentes 

/■=«?,     9  =  ^2.     4^  =  cP. 
Le  premier  composé  de  f  avec  (p  a  pour  expression 

(/•,  cp)' =:(«&)  a--^6r^ 
Combinons  cette  nouvelle  formation  avec  ^  pour  former  leur  Jacobien. 
Dans  ce  but,   il  est  nécessaire  de  calculer  la  première  polaire  de  cette 
expression.  On  trouve 

^ [(77*  -  I)  a^-^a,hr-'  4-  (7j  _  I )  a^-%hl-A  • 

m-^  n  —  2  L  J 

On  obtiendra  maintenant  le  premier  composé  de  (/",  cp)'  avec  ij;,  en  rempla- 
çant t/i,  7/2  par  c»,  — Cl  et  en  multipliant  par  cP"~^.  En  le  désignant  par  ;, 
nous  aurons 

/  = [(m  —  i)  (ab)  (ac)  a^^-^bl-^cl-^ 

m-{-  n  —  2 

-]-  (n  —  i)  {ab)  (bc)  aT-'b^-'cP-'], 
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ou  bien 

j  ^  _i__f ^_  [(^;j  _  i^  (^ab)  (ac)  Mx  —  (n  —  i){ba)  {bc)  a^e^]. 

D'après  l'identité  (2),  la  quantité  entre  parenthèses  est  égale  à 

[{abycl  +  (acybl-{bcya:] 


2 
n  —  I 


[(bayd  +  ibcYal-iacybl]. 


2 

Si  on  multiplie  cette  expression  par  le  facteur  extérieur  de  /  et  si  on  pose: 
(/•,  cp)«  =  (abya^-^br^,  (/",  ^y  =  (ac)'a--«cr^  (9,  ^y  =  {bcyb---^cT'\ 
il  viendra 

f = ,(^ +~  L ,)  [(A  ?)'  «i- + (A  +)>  -  (9>  *)'  n 


n  —  I 


[(f.fY'^+i'fÂyf-if.'^yf]- 


2{m  -\-n  —  2) 
En  faisant  les  réductions,  on  trouve 

2\m-\-n' —  2  J 

Comme  cas  particuliers,  si  on  pose  4'  =  A  ^^  vient 

et,  si  on  pose  ^|>  =  (p,  on  a  encore 

Ces  formules  sont  très  remarquables;  elles  démontrent  cette  propriété  : 
Le  Jacobien  d'une  forme  avec  le  Jacobien  de  deux  autres  est  une  (onction 
des  trois  formes  et  de  leurs  seconds  composés . 

8  3. 

FORMULE   DE    ClEBSCH-GoRDAN.    FORMATION    SYSTÉMATIQUE   DES   INVARIANTS 

ET    DES    COVARIANTS. 

949.  Considérons  une  forme  à  deux  séries  de  variables,  du  degré  m  par 
rapport  à  Xi,  x^  et  du  degré  n  par  rapport  à  2/1,  3/1;  elle  est  représentée 
symboliquement  par  f  z^ry^. 
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Par  l'applicalion  successive  dos  opérations  D  et  A,  il  vient  : 

AD/"  =  — ; —  Imr^-'ryS'^-'Ss  +  rW]  ; 
m  -f-  î  *  " 

d^où 

(m  +  i)  AD/'=  r^5j  +  nir^~''ryS'^'s^. 

On  a  aussi 

(w -1- i) /•=  o;  +  mo;. 

En  retranchant  de  cette  équation  la  précédente,  on  trouve 

(w  +  i)  if-^ADf)  =  wr^-'5j-^  (rx^y  —  rySa:)y 
et,  à  cause  de  l'identité  (4), 

(w  -f-  I  )  (/"  —  ADf}  =  m  {xy)  {rs)  r^^s'^-^. 
Si  on  remarque  que 

il  vient  la  relation  fondamentale 

fn 

W     f=àT)f-] -j-(xy)Qf. 

771  -f-  I 

Supposons  que  f  soit  linéaire  par  rapport  à  y  ;  on  aura 

f  =  7--Sy,     Df  =  r-5x,     il/-  =  {rs)  r?-^  ; 


par  suite, 


r^sy  =  A  (Ox)  H i —  {xy)  {rs)  r^-\ 

m  -j-  I 


et,  comme  cas  particuliers, 

r^Sy  ==  A(rx5x)  +  î(^2/)  (rs)j     rlsy  =  A(r|sx)  +  l{xy){rs)  rx ; 

ainsi  de  suite.  La  fonction  f  est  donc  égale,  dans  ce  cas,  à  la  première 

polaire  d'une  fonction  de  x  plus  un  terme  renfermant  le  déterminant  {xy). 

Remplaçons  dans  {k)  f  par  D/"  qui  est  du  degré  m  -\-  i  relativement  à 

X\  et  xt.  On  aura 

D/"=  ADY-f^^^(a;2/)i2D/'; 

par  suite 

m  — t—  I 

AD/-  =  A^D Y-4 4^  A  [{xy)  ÛD/-]. 

m  -j-  2 

Or,  en  désignant  par  (p  une  fonction  du  degré  ^  en  a?,  il  vient 

Ar/     \^  ?      r     ^(^y),        C?M1    ,     (^^)    r.   <^?    1   ..    ^^1 


I 
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La  première  parenthèse  équivaut  à  y, 2/2  — yz^/i  =  o;  la  seconde  est  égale 
à  |u.Acp;  donc, 

L  ^  [{^y)  ?]  =  — TT  (^^)  ^^' 

et  comme  conséquence 

w  171 

^  A{,(œy)QDf]  =^^  (xj^jAÛD/-. 

En  substituant  cette  valeur,  on  trouve 

m 

M)f=  A^DY-I j—  to)  AÛD/-. 

m  +  2 

D'un  autre  côté,  si  on  remplace  dans  (k)  f  par  0/",  il  vient 

«î  ^—  I 
û/-  =  ADÛ/-  -1 {xy)  ily. 

En  vertu  de  ces  deux  égalités,  l'expression  de  f  prend  la  forme 

m-f-  2  m-\-  î  m-\-  i 

Les  deux  termes  du  milieu  peuvent  se  réunir  par  la  relation 

/yyi 
QDf=: r—BÙf, 

m-\-  1 
et  on  obtient  alors  la  formule 

(A.)     /-^A'DY-I —(œy)M)Qf-\ —{xyy9Jf. 

m-f-  2  w  -|-  I 

Posons 

on  aura 

D  Y  =  r>|,     û/"  =  {rs)  r'^-'Syy     DO/"  =  (rs)  C'^^x,     û  Y  =  W'  r;?-*. 
Avec  ces  valeurs,  il  vient  la  formule 

r^sl  =  A^(OÎ)  -I ^  (a?y)  (rs)  A  (r^-^5.)  +  ^^^  (xy)»(r5)»r--«. 

w  -[-  2  m  -f-  I 

et,  comme  cas  particuliers, 

rlsl  ==  A'  (rlsl)  -\-{xy)  (rs)  A  (r.5,)  +  J  (a?y)2  (r^)», 
ri^;^  =  A^  (rl4)  +  f  (Jcy)  (rs)  A  (rl^x)  +  i  (xy)-  (rs)'  rx, 
r*5j  =  A^  (r*5J)  + 1  {xy)  (rs)  A  (r^Sx!  +  f  (xy)'  (rs)^  ri . 


--  528  — 


Donc,  lorsque  la  fonction  f  est  du  second  degré  en  y  y  elle  est  égale  à  une 
expression  renfermant  les  polaires  A*,  A'  et  A"  de  certaines  fonctions  de  x 
ainsi  que  les  puissances  o,  i,  2  de  {xy). 

Appliquons  encore  Téquation  fondamentale  aux  fonctions 

DY,    DO/;    12  Y 

dont  les  degrés  par  rapport  à  x  sont  respectivement  w  -|-  2,  m,  m  —  2 
On  aura 

fit 

Dilf=  AJ)'Q.f-\ (xy)  ÛDÛ/-, 

Q.'f=  ADO  Y  + -(xy)  OY. 

m  —  I 


On  en  déduit 


A«DY  =  A'DY+— ^  A*  [(xy)Q.D'f]; 


w  +  3 


mais, 


A*  [(xy)  ODY]  =  A  .A[(xy)  ilB-f]  =  A  [ 
m  +  I        m 


m  -\-2    m  -\-  i 


m  -\-  I 
m-\-  2 

{xy)  A'ODY- 


(xy)  AODy] 


Donc,  il  vient 


On  a  aussi 


A«DY=A^DY4- 


m 


m  +  3 


m 


(xy)  A^ODY- 


ADQ/'=  A'D^Û/--! ^[(xy)  ODÛ/J 

=  A2D*Û/-+  --J (xy)  AQDQf. 

m  -\-  i        m 

Si  on  substitue  dans  (ki)  les  valeurs  A-DY,  ADO/"  et  OY»  ^^  trouve 

m  .    _      .         2m 


f^A'D^f 


w  +  3 


(^y)  A'ODY 


m  -\-  2 


(xy)  A^B'af 


4-_i^.  _^ . !:^=I(^,),AODOr+  '^ixyyAm^f+^!^_  (xyyQ^f, 


m-\-2    m-J-i       m 


7)1 


+1 


m-^i 


i 
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Il  faut  remarquer  que 

iiOy  =  QD  (D/)  =  ^  DÛD/  =  ^  .  ^^  D'û/. 

m-j-2  w -|- 2    m -[- I 

ÛD(û/)  = iDi2V. 

En  tenant  compte  de  ces  valeurs,  l'expression  de  f  devient  après  les 
réductions 

w  +  i  (m -j- I  )  (»*  +  2) 

.m  —  2 


m  +  I 
Posons  /"  =  r^5y;  on  aura  successivement 

et  la  formule  devient  : 

(w-l-i)(m4-2)  m-\-i 

Pour  les  valeurs  particulières  m  =  3,  4,  5,  on  trouve 
rl^J  =  A^irlsD  +  lixy)  (rs)  A'irisl)  +  ^(xyY{rs)*  A{r,Sa:) -{- i (xyY {rsY , 
r'^sl  =  A3(r^5^)  +  ^{œy)(rs)A'{rls'^)  +  i{xyY  {rsY A{rlsa;)  +  l{xyY{rsYrx, 
rlsl  =  A\rlsl)  +  ¥(^2/)(r5)  AHr*4)+if  (a?y)»(r5)2A(r^5.)+i(^y)'(^^)'^'• 
Donc,  toute  fonction  à  deux  séries  de  variables  du  troisième  degré  par 
rapport  à  y  est  égale  à  une  expression  qui  renferme  les  puissances  o,  1,2.3 
de  (xy)  ainsi  que  les  polaires  A',  A^,  A',  A"  de  certaines  fonctions  de  x. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrivera  nécessairement  pour 
une  fonction  du  degré  n  en  yk  un  développement  de  la  forme 

/=  A^D"/  +  ai")  (xy)  A'»-D'-«0/+  aj')  (xyY  A«-*D"-*ÛY 
+  «(3»)  {xyY  A''-^D»-^ù^f -\ )-  «S,»)  {xyY  O*»/. 

Ce  développement  renferme  les  diverses  polaires  de  certaines  fonctions  de  x 
ainsi  que  les  puissances  croissantes  du  déterminant  (xy).  C'est  la  formule  de 
Clebsch-Gordan  ;  elle  est  très  remarquable  au  point  de  vue  de  l'analyse  et 
d'une  importance  capitale  dans  la  méthode  symbolique.  Ces  géomètres  en  ont 

34 
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donné  une  démoastration  rigoureuse  avec  la  loi  de  formation  des  coefficient 
qui  est  : 

(")  G) 


al"^ 


où  la  notation  (  -  )  représente  l'expression 

I  .  2  .  3  ...  À 
Par  exemple,  pour  «  =  4,  on  trouve 

4771  6w(;n  —  i) 

ai  = ; — )     a»  = 


w  +  4  (^  ^  3)  (m  +  2) 

4(fw  —  i)  ,  w  —  2)                 m  —  3 
«5=- j — j -»      a«  = j — » 

et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

(fW  -[-  2)  (fTl  -j-  I  )  W  -f-  I 

Si  /■=  Tx^J,  on  a 

ri*;  =  A*  (r]5])  +  2(X2/)  (rs)  A^  (rî^l)  +  ^(^1/)'  (r^)'  A»  (rl^]) 
+  -;  (j?y)^  \Tsf  A  (rx5x)  +  i  {xyy  {rsf , 

et  pour  /■=  r\s\,  il  vient 

+  f  (^y)'  (r5)^  A  (rl5x)  +  i  (xy/  (rs)»  r.. 
950.  Cette  formule  étant  connue,  considérons  un  covariant 

P  =  [ahf  {acy  {bcy  . . .  a^bM  ...  m 

du  degré  m  relativement  aux  coefficients  d'une  forme  f  représentée  symboli- 
quement par  ,j^ 

/"  =  a;?  =  6*  =  c*  . . . .  " 

Supposons  que  a  entre  v  fois  dans  les  déterminants  facteurs;  alors 
a  =  71  —  V.  Remplaçons  a»,  a»  par  y-:,  —  2/1  :  le  facteur  a^  deviendra  ^ary)"; 
aissons  cette  puissance,  et  appelons  Ô  l'expression  restante.  La  fonction  9  ne 


I 


-  531   — 

sera  plus  que  du  degré  m  —  i  relativement  aux  coefficients;  elle  renfermera 
la  variable  y  au  degré  v,  puisqu'un  facteur  tel  que  {ah)  devient  6y  après  la 
substitution;  soit  ^  son  degré  par  rapport  à  x.  Conformément  à  la  formule 
précédente,  on  peut  écrire 

e  =  A"D^9  +  (3,  (xy)  Av-iD^-ïi20  +  ^^  (xyY  ^''-^l>•^-^^^b  +  •  •  • 

Les  fonctions 

D^ô,     D^-i09,     Dv-2i2»0,   ... 

contiennent  respectivement  x  aux  degrés 

Z^  +  y,     fx  +  v  — 2,     /^-f-1/  — 4,    .... 

On  peut  poser 

Par  la  formation  polaire,  il  viendra 


En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve 

Pour  transformer  P  en  G  on  a  négligé  le  facteur  (xyY  où  a  =  n  —  v. 
Si,  maintenant,  on  veut  repasser  de  G  à  P,  il  faut  remplacer  yi,  1/2  par 
—  0'2^  -j- û^i  et  multiplier  para;j~^.  La  formation  invariante  P  prend  alors  la 
forme 

ou  bien, 

p  =  if-  pY  +  (3.  ( a  î)'-'  +  M-  rY-'  +  -- 

La  formule  symbolique  P  se  trouve  ainsi  ramenée  à  une  expression  qui 
renferme  uniquement  des  composés  de /"avec  les  covariants;),  q,  r...  du  degré 
m  —  I  par  rapport  aux  coefTicients.  Donc,  une  formation  invariante  V  de  f, 
du  degré  m  par  rapport  aux  coefjicAentSy  peut  s'obtenir  par  les  composés  de 
cette  forme  avec  les  covariants  qui  sont  seulement  du  degré  m —  i 
relativement  aux  coefficients. 

Le  composé  de  l'ordre  le  plus  élevé  est  v  ou  le  nombre  de  fois  que  le 
symbole  a  se  trouve  dans  les  déterminants  facteurs. 
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Il  en  résulte  qu'étant  donnée  une  forme  : 

/-=«;  =  ?>«  =  ..., 

pour  trouver  ses  invariants  et  ses  covariants,  on  commence  par  déterminer 
les  composés  de  la  fonction /"avec  elle-même;  ils  sont  renfermes  dans  la  formule 
générale  {ab}''  a^~''b'^~''  et  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients;  il  n'y 
a  pas  de  covariants  du  premier  degré  relativement  aux  coefficients,  si  ce  n'est 
la  forme  elle-même.  Désignons  par  Ai,  A2,  Af,  A4,  ...  les  formations  ainsi 
obtenues.  Pour  s'élever  aux  fonctions  invariantes  du  troisième  degré  relative- 
ment aux  coefficients,  il  faut  déterminer  les  composés  de  /"avec  A|,  A2,  Ag, ...; 
ce  qui  conduit  à  la  nouvelle  série 

f.  Al,         /.  Aa,         /.  As, 
(AAOS     (AAOS      (/,A,)%      ... 
(/,A,)%     (/,A0»,     (/,A5)%     ... 


On  cherchera  de  nouveau  les  composés  de  /'  avec  ces  dernières  formations, 
et  ainsi  de  suite.  Parmi  les  invariants  et  les  covariants  que  l'on  obtient  de 
cette  manière,  on  laisse  ceux  qui  sont  indentiquement  nuls;  il  y  aura  ensuite 
à  distinguer  les  formations  fondamentales  ou  indépendantes  qui  doivent 
constituer  le  système  complet  de  la  forme.  Il  n'y  a  pas  de  méthode  générale 
à  ce  sujet;  il  faut,  dans  chaque  cas,  par  des  transformations  de  produits 
symboliques  et  l'application  des  principes  que  nous  avons  exposés,  démontrer 
que  le  système  admis  est  complet.  Nous  allons  maintenant  employer  la 
méthode  symbolique  pour  étudier  les  formes  binaires  des  quatre  premiers 
degrés. 


CHAPITRE  V. 

FORMES  BINAIRES  DU  SECOND,  DU  TROISIÈME  ET  DU 
QUATRIÈME   DEGRÉ. 


S  ^. 


FORMES    DU    SECOND    DEGRÉ. 

951.  La  forme  quadratique  binaire  est  définie  symboliquement  par 

f=al  =  h'I. 
Les  composés  de  cette  fonction  avec  elle-même  sont  : 

{ab)axhx^     {àbY. 
La  première  expression  change  de  signe  en  permutant  a  et  b;  elle  ne  donne 
rien;  la  deuxième  représente  l'invariant  du  second  degré  de/;  désignons-le 

par  D.  On  aura 

D  =  (A /)2  =  (a6)^ 

Il  n'y  a  pas  d'autre  formation  à  considérer.  En  effet,  un  invariant  ou  un 
covariant  P  de  /qui  renferme  un  déterminant  tel  que  (ah)  à  une  puissance 
impaire  peut  être  transformé  de  manière  que  cette  puissance  devienne  paire. 
La  formation  P  renfermera  donc  l'invariant  D  accompagné  d'un  facteur  qui  ne 
contient  plus  de  déterminant  du  type  (ab)\  ce  qui  ne  peut  être  que  /  ou  une 
puissance  de  /. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  système  de  deux  quadratiques 

/=aî  =  fei,     (p  =  AÎ  =  /l. 
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En  appelant  Du,  D22  leur  invariant,  on  a 

Dm  ={ab)\     T)2î  =  {kiy. 

Le  premier  composé  de  /"  et  de  cp  fournit  un  covariant  simultané  du  second 
degré  que  nous  représenterons  par  0;  c'est  : 

0  =  (/",  9)'  =  (akia^ikx  =  {hl)bxlx» 

Le  second  composé  est  l'invariant  :  Du  =  [ak)^  =  (bl)^. 

En  vertu  d'une  propriété  démontrée  (N"  248),  la  combinaison  de  0  avec  f 
et  cp  ne  peut  donner  une  formation  nouvelle.  Il  existe  entre  les  fonctions 
invariantes  du  système  une  relation  qui  s'obtient  par  la  formule  du  carré  du 
déterminant  fonctionnel  (N"  247).  On  trouve 

02  =  _  i(D,,(p2  —  2D,2/(p  +  D„P). 
Posons  symboliquement 

B  =  ei  =  0'J  =  {ak)axka:  =  {bljbxh. 
En  remplaçant  dans  Q'J  les  variables  a?i,  X2,  par  02,  et  —  0i,  il  vient 

{eQy  =  (ak){Qa){(jk); 

c'est  l'invariant  du  covariant  0.  Or,  d'après  la  formule  de  Clebsch-Gordan 
on  a 

{bl}  bjy  =  A  [[bl)bJx]  +  ^(œy)  (6/)'. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  la  première  polaire  de  0,  c'est-à-dire, 
OxQy  tandis  que  (&/)'  est  D,2.  Il  vient  donc 

QxOy^  {bl)bjy  —  ^[xy)J)i2. 

Remplaçons  les  x  par  «a,  —  ai  et  les  y  par  ki.  — kt .  pour  multiplier  ensuite 
par  (ak);  on  aura 

{ak)  (0a)  {Gk)  =  {bl)  {ba)  (Ik)  (ak)  —  ^DJ^. 

Mais, 

{bl)  {ba)  {Ik)  (ak)  =  \{ab)  {kl)  [{ak)  {bl)  —  {bk)  {al)] 
=  i(a6)2(/^/j«  =  |DuD22; 
par  suite,  il  vient  la  relation 

(ee'r  =  i(D,,D„-Dî,). 

Supposons  que  les  deux  formes  données  possèdent  un  facteur  linéaire 
commun;  dans  ce  cas,  leur  Jacobien  renferme  ce  facteur  au  carré  (N**  230), 
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c'est-h-dire  que  9  est  un  carré  parfait;  par  suite,  son  discriminant  est  nul, 
et  Ton  a  : 

Dans  la  même  hypothèse,  le  résultant  R  de  /"et  de  ®  est  égal  à  zéro; 
comme  il  est  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients  des  formes,  il  doit 
être  égal,  à  un  facteur  numérique  près,  au  premier  membre  de  la  relation 
précédente. 

Dans    le    cas    où  9  n'est    pas  un  carré,  on  ramène  /*  et  cp  à  leur  forme 

canonique  de  la    manière    suivante.  Exprimons  que  la  fonction   composée 

f  -\-  Açp  est  un  carré  parfait  en  égalant  le  second  composé  de  cette   forme   à 

zéro;  il  vient 

(/'+>^?»     /+>■?)' =  o, 
ou 

c'est-à-dire, 

Du  +  2/D,2  4- A«D.22  =  o. 

Cette  équation  admet  deux  racines  différenles  A,,  /j  puisque  DiiD22  —  Dj^ 
n'est  pas  égal  à  zéro.  Posons 

iHx  et  Tix  étant  deux  formes  linéaires.  En  résolvant  ces  égalités  par  rap- 
port /  et  cp,  il  vient  : 

f==-. — r^'~^ — r^'' 

Aj  A|  Aj   Ai 

cp  =  - Y^l  —  -. Y^-' 

/>l  A2  Ai  Aj 

Soit  encore  le  système  de  trois  formes  quadratiques 

f  =  al  =  bl     a.  =  kl  =  ll     ^  =  7'l^sl 

Les  seconds  composés  de  ces  formes  combinées  deux  à  deux  ainsi  que  leurs 
invariants  prises  isolément  sont  : 

D,2  =  (flA:)%     D,B  =  (<ir)*,     D,5  =  (Ar)», 
Du  =  {ab)\     D,2  =  [klf,      D35  =  {rs)\ 

Ensuite,  il  y  aura  trois  covariants  du  second  degré  savoir  : 

0,  =  (ak)ajckx,     02  =  (or)axrx,      Gi  =  (kr)k.rrx. 
11  est  inutile  de  considérer  les  premiers  composés  de  /,  <p,  ^  avec  ces 
©variants  (]N°  248);    mais  le  second  composé  de  l'un  d'eux,  de  61,  par 
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exemple,  avec  la  troisième  forme  ^j/  fournit  encore  un  invariant  simultané. 
La  seconde  polaire  de  0|  étant 

(ak)  ayky, 

remplaçons  3/1,  7/2  par  rj  et  —  r,,  et  appelons  Dui  la  formation  correspon- 
dante ;  on  aura 

Di26  =  (ak)  {ar){kr). 

Cet  invariant  est  du  premier  degré  relativement  aux  coefficients  des  trois 
formes.  Si  l'on  pose 

rinvariant  D126  est  représenté  par 

D|25  =  «0        «1 

70     yi 

En  effet,  remplaçons  les  coefficients  par  les  produits  symboliques  corres- 
pondants; ce  déterminant  deviendra  : 


«2 

y. 


K 


li  .Km 


T     V 


k\ 


=  (>'1k]r] 


=  —  a]klr] 


«2      /^a\* 
ai     \aij 

kj   /^Y 

ki     \kj 
n     \r,/ 
di      kj\a,       rj\k,       rj       ^    >^    ^^    ' 


Si  l'on  considère  en  même  temps  plus  de  trois  formes  quadratiques,  le 
nombre  des  invariants  et  des  covariants  augmente,  mais  ils  ne  sont  pas 
différents  de  ceux  qui  précèdent. 
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§  2. 

FORME  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 

1659.  Les  composés  de  la  forme  cubique 

f==al=:  bl  =:  cl  =  dl 
avec  elle-même  sont  : 

{ah)alhl,     (aby  axbx,     (ahy. 

Le  premier  et  le  troisième  changent  de  signe  en  permutant  a  eib;  il  suffit 
de  conserver  le  second  qui  est  le  Hessien  de  f.  En  le  représentant  par  H,  on  a  : 

H  =  [abyaxbx. 

C'est  le  seul  covariant  du  second  degré  de  la  cubique.  Posons  symboli- 
quement 

H  =  H|  =  H;^ 

Le  Hessien  est  une  forme  quadratique  dont  le  premier  composé  est  nul; 

le  second 

R  =  (HH7 

fournit  l'invariant  de  f.  On  peut  l'exprimer  au  moyen  des  symboles  de  la 
cubique.  Si  on  substitue  dans 

h;*  =  {abyaxbx 

aux  X  les  symboles  H,  on  trouve 

(\m'y  =  {aby  [oE)  (6H). 

D'un  autre  côté,  la  première  polaire  de 

étant 

HxHy  =  {cdycxdy 

en  remplaçant  les  x  par  les  a,  les  y  par  les  6,  il  vient 

(aH)  (6H)  =  {cdy  (ac)  {bd)  ; 
par  suite, 

(aby  (aH)  (&H)  =  {aby  {cdy  (ac)  {bd)  ; 
donc, 

R=:(a6)2(cd)2(ac)(6rf). 

On  voit  que  cet  invariant  est  du  quatrième  degré. 

Le  premier  composé  de  /  avec  H  est  représenté  par 

Q  =  (cH)c*H« 
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ou  bien,  en  le  tirant  du  produit 

/.  H  =  c^  (a6)'ax&x,     Q  =  {aby  {ch)a^cl. 

Les  formations 

f=al,     R  =  {ab)*aJ):r, 

R  =  {mvy  =  (ah)^  (rtH)  (hm  =  (aby-  {cdY  (ac)  (bd), 

Q  =  (cIl)clHx  =  (aby  {cb)a^cl 

constituent  le  système  complet  de  la  cubique.  Il  existe  entre  elles  une 
relation  qui  s'obtient  en  appliquant  à  Q  la  formule  du  carré  du  Jacobien. 
On  a  (N*  247) 

Q'  =  -  K(A  ff^'  -  2(/,  H)^  /H  +  (H,  H)V>]. 
Or, 

(/,/)*  =  H,     (H,H)»  =  R 

(/,  H)'  =  (cH)=Cx  =  {aby  {cb)  {ac)c^. 

En  permutant  les  symboles,  cette  dernière  expression  devient  encore 

(cby  (ab)  (ca)  a^     (acy  (ba)  {cb)  bx  ; 
par  suite 

(/,  ny  =  —  i(a&)  (ac)  (bc)  [{ab)c.  +  {bc)ax  +  {ca)bx']  =  o, 
en  vertu  de  l'identité  (i).  On  a  donc 

Q«=.-  — l(R/»-f  H»). 

!653.  Nous  allons  vérifier  qu'en  combinant  les  formes  du  système  entre 
jlles,  on  ne  rencontre  aucun  covariant  distinct  de  ceux  qui  précèdent.  On 
peut  laisser  les  composés  de  /  avec  H  qui  sont  connus.  Cherchons  les 
composés  de  /  avec  Q,  de  H  avec  Q  et  de  Q  avec  lui-même. 

a)  Composés  de  f  avec  Q.  D'après  la  formule  du  numéro  248,  on  a 

[/.  (A  II)']'  =  -!(/,/)' H  H "_"  '       (/.  H)'/, 

2  m-\-n  —  2 

c'est-à-dire, 

(A  Q)'  =  -  iH^ 

à  cause  de  (/",  H)'  =  o. 

On  peut  d'ailleurs  calculer  directement  ce  composé  de  la  manière 
suivante.  La  première  polaire  de  Q  =  QJ  a  pour  expression 

QlQy  =  H(cH)c|Hy  +  2  (cH)c.H,cJ. 
Or, 

(cHjc^lIy  =  A[(cH)clH.]  -i-^ixy)  (cH)>Cx; 


—  539  — 

comme  (cH)'Cx  =  o,  il  vient 

(cH  j  clEy  =  l[cR)clHy  +  2  (cn)CxH,c,]  ; 
par  suite, 

(cH)cjHj,=  (cH)c.H,Cy 

et  on  peut  prendre  pour  la  première  polaire  de  Q 

QlQy  =  (cH)  c|Hy  =  (cH)  CxIUcy. 
Remplaçons  les  1/  par  les  b  et  multiplions  par  &';  il  vient 

(6Q)Ql^l  =  (cH)(6c)CxH.6«. 
Si  on  permute  6  et  c,  on  aura 

(/,  QY  =  i(6c)c.Ha:&4(cH)6.  —  (6H)Cx]  =  —  ^(&c)»6xCxH|  =  -  |-H^ 
Afin  de  calculer  (/",  Q)^,  substituons  dans  la  formule 

QlQy=(cH)c^H„ 
aux  a;  les  symboles  b  et  multiplions  par  6^;  on. trouve 

(Q&^2Q,b,  =  (c6j*(cH)6,H,. 

De  même,  dans  l'égalité, 

HxHy  =  {ab)'-axby 

remplaçons  les  x  par  H,,  —  H'^  et  multiplions  par  Hj,;  on  aura 

(HH^H^h;  =  [aby  (aH')6yH;  =  [cbf  {cR)byUy; 
donc, 

(A  Q)'  =  ;Q&)*Qv^  =  (hh')h,h;  ^  o, 

puisque  le  premier  composé  de  H  avec  lui-même  est  nul. 
Le  troisième  composé  (/*,  Q)'  se  déduit  de  l'expression 

Ql  =  (cH)clHx 

en  remplaçant  les  x  par  les  6;  il  vient 

(6Q)3  =  (cH)  (c&)='  (6H)  =  (a6)»  (aH)  (ftH^, 
c'est-à-dire, 

(/•,  Q)'  =  R. 

6)  Composés  de  H  ai^ec  Q.  Dans  la  formule 

QlQy  =  (cH)clH„ 

substituons  '^  yx.y-  les  symboles  —  HJ,  h;  et  multiplions  par  H,  ;  on  trouve 

(H'Q)Q|H;  =  (cH)(H'H)c]H;=i(H'H)cU(cH)n;  — (cH')Hx]  =  K™Tc^ 

par  suite, 

(H,Q)'=iR/. 
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Dans  la    même  formule,  remplaçons  les  x  par  les  symboles  H';  on  aura 

WHO«Qv  =  (cH)(cH'rH,. 

Le  premier  membre  est  (H.Q)';  le  second  contient  (cil')';  or,  un  produit 
symbolique  qui  renferme  (cH')'  provient  d'un  composé  du  covariant  (cH')*c« 
qui  est  nul  avec  d'autres  formes;  par  suite, 

(H,  QY  =  o. 

c)  Composés  de  Q  avec  lui-même.  La  forme  Q  étant  du  troisième  degré 
le  premier  et  le  troisième  composé  sont  nuls;  il  sulTit  de  calculer  {QyQY. 
Dans  ce  but,  remplaçons  dans  la  formule 

QlQy  =  (clI)c«H, 

les  X  par  les  symboles  Q'  et  multiplions  par  Qy  ;  il  viendra 

{QQ'yQyQ'y  =  (cH)  KV)'H,q;  =  (aH)  {aQ^R^Qy; 
mais, 

[aQ^a^Qy  =  A  [{aQya.Q.]  +  { {aQY  (xy). 

Le  produit  entre  crochets  représente  (/",Q)'  qui  est  égal  à  zéro,  de  sorte 
qu'en  remplaçant  les  x  par  H2,  —  Hi  et  en  multipliant  par  Hy,  on  aura 

{a(^Y  («H)Q,Hy  =  l(flQ)«  .  HJ  =  IRH. 

Ainsi,  d'après  l'égalité  ci-dessus,  il  vient 

(Q,Q)^  =  1RH. 

On  voit  donc   que   le  covariant  Q  admet  le   même  Hessien  que  f  au 

facteur  -  près . 
2 

954.  Avant  de  terminer  l'étude  de  la  cubique,  considérons  encore  la 

fonction  composée/-}-  IQ  et  appelons  H;^,  R;^,  Q^  les  valeurs  de  H,  R,  Q 

pour  cette  forme.  En  supposant 

f=a,xl-{ ,     Q  =  a,x]-] , 

on  passe  de  fa  f-\-  AQ  en  remplaçant  les  coefficients 

ftO)         fl'l»         ^2»         tti 

par 

tto-f-A^o»     fti -}- Aai,     a2-\-l(X2f     a$-\-lcx.t. 

Par  cette  substitution,  on  aura 

H^  =  H  +  AdH  +  —  Ô*R . 
'  '1.2 
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Or, 

■     et  en  appliquant  le  procédé  d,  on  trouve 

dR  =  2(aQ)»^.Qx  =  (A  Qy  =  o 
k  (J^H  =  2[QQ'?QsQs=2{Q,  Q,»  =  RH; 

par  suite,  il  vient 

).^  f         /.»    \ 

H;^  =  H  +  -RH  =  (  I  4-_R  )  H. 


2  \,  2 

Les  coefficients  du  Hessien  de  la  forme  composée  ne  diffèrent  de  ceux  de  H 
que  par  le  facteur 

11  en  résulte  que  le  discriminant  R^  de  H;^  contiendra  le  carré  de  0,  et  Toc 

aura 

R;^  =  Ô*R. 

Enfin,  si  on  développe  Q),  il  vient 

Q,  =  Q  +  /5Q  +  -^  5'Q  +  -^^  l^^. 
De  l'expression 

Q=(cH)clHa:, 

on  déduit 

aQ  =  (QH)QIH,  =  (Q,  H)'  =  -  iR/; 

car  5H  =  o  et  l'effet  de  l'opération  ^  sur  H  est  nul  (N°  243). 

Le  covariant  Q,  d'après  sa  valeur,  renferme  les  coefficients  de  H;  de 
même,  Q;^  doit  contenir  les  coefficients  de  Hj  et,  par  suite,  le  facteur  9; 
comme  ce  dernier  est  du  second  degré  en  A,  on  peut  poser 


c'est-à-dire, 


On   arrive   plus   rapidement   aux   valeurs   précédentes  par  l'application 
directe  du  procédé  U.  On  a 


ou 


H,  =  H  +  -RH  =  (^i+-    y. 


ou 


Enfin, 


ou 
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Ensuite, 

R.  =  [('+^''^)H.(.+'-'ll)H]=(.+i'R)'(H,H,. 

8  3. 

SYSTÈME    d'une   QUADRATIQUE    ET    D'UNE    CUBIQUE. 

955.  Considérons  les  deux  formes  simultanées 

f  =  al=bl,     cp  ^  «J  =  ^1  =  yl  =  (51, 
prises  séparément,  on  a  les  formations 

B==iab)\ 

H  =  H;  =  (a(5)2a,p,, 

Q  =  Ql=  (aH)a»H.  =  (a;3)'  {y^)ylx:,, 

R=(HH')*=(a^)M7^)M^7)(P^). 
II  faut  combiner  ces  diverses  formes  entre  elles  pour  en  déduire  les  inva- 
riants et  covariants  simultanés  du  système.  Il  vient  d'abord  pour  les  composés 
de  /  avec  cp 

Si  on  forme  les  polaires  de  H 

(a^'a.p,,      (a(3)^a,|3,. 

on  en  déduit  immédiatement  les  composés  de  /avec  H, 

J  =  (aH)(ixHx  =  (<x3y  (a3)axax,     E  =  [aUf  =  (a|3)*  (ax)  (af ). 

On  sait  que  la  formation  Q  est  le  déderminant  fonctionnel  de  (p  et  de  H; 
son  premier  composé  avec /"peut  s'exprimer  au  moyen  de  ces  formes;  le 
second  composé  de  /  avec  Q  est  le  covariant  linéaire 
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Nous  avons  vu  que  la  seconde  polaire  de  Q  a  pour  valeur 

QJQ.  =  (aH)ajH^. 
Remplaçons  les  y  par  les  a;  il  vient 

q  =  [aQy()a.  =  (aH)  (aa)»Hx. 
Pour  l'exprimer  par  les  symboles  de  /  et  de  (p,  remarquons  que 
(«^)'  (y?>)  yU,  =  A  [(a3)»  (y(5)  -/!«.]  +  i  (xy)  (a|3)=  (yP)  («y)  y.. 

Or,  la  forme  du  dernier  terme  est  nulle  et  celle  qui  accompagne  la 
caractéristique  A  est  Q;  il  vient  donc  pour  la  première  polaire  de  Q 

Q5Q.  =  («P)'(y(^)yl^v; 

par  suite,  le  second  polaire  sera 

QxQS=(a(3)M7P)7a.7v«y. 
On  en  déduit  pour  ia  forme  q 

q  =  {cL^y  (y(s)  iay)  (fla)  y,, 

La  forme  k  étant  le  déterminant  fonctionnel  de  /"et  de  9,  il  est  inutile  de 
considérer  ses  premiers  composés  avec  f  ou  (p. 

On  trouve  encore  deux  covariants  linéaires  par  les  composés  de /"avec 
p  et  g  ;  ce  sont  : 

r  =  {axf  {hx)  &x,     5  =  (aQ)«  (6Q)  ba:  =  (ayf  (aH)  M)  K 

ou  encore 

D'après  les  valeurs  de/)  et  de  q.  on  peut  remplacer  les  coefficients  des 
variables  (aa)*ai,  (aa)*a2  par  pi,  7)2  ainsi  que  iaQ)*Qi,  (aQ)^Q2  par  q,,  (/s; 
il  vient  ainsi  plus  simplement 

r  =  (hp)h^  =  {ap)ax,     s  =  {bq)hx  ==  (aq)ax. 
Les  covariants  linéaires  p,  g,  r  donnent  lieu  à  des  invariants  que  l'on 
obtient  en  formant   les   déterminants  de  ces  formes   prises   deux  à  deux 
Posons 

Px  =  (axyûLx  =  (c?yp>xy 

Tx  =  {(ip   CLx  =  {OLXy  {bx)bxf 

qx=={ai^yQx. 
On  aura 

F  =  (rp)  =  {Vipi  —  riPi)  =  (ap)aip2  —  [ap)aipx  =(apy. 
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On  pourrait  prendre  aussi  pour  F,  le  déterminant 

F  =     {axy  {bx)b,     (ax)*  {bx)bt  j  =  {axy  (c^)*  ybx)  (b?). 

Ensuite, 

M  =  {rq^  =  l'iqt  —  r^ç,  =  (op)a,çi  —  («pWjç,  =  {ap)  {aq). 

Si  on  écrit 

<ix  =  (?7)'07)(c^)(c?)^, 
il  vient  encore 

M  = 


c'est-à-dire 


{axy{bx)bi  {axy[bx)bt 

(Py)»  {dy)  (c^)  (C|3) ^.      {^yy  (dy)  (c3)  (c^) i, 

M  =  {axy  y^yY  vtîy)  (^^)  (c^)  ic;î)  (6^). 

En  réunissant  tous  ces  résultats,  on  trouve  que  le  système  d^one  quadra- 
tique et  d'une  cubique  donne  lieu  à  quinze  formes  différentes,  savoir  : 
1*  Cinq  invariants  : 

D  =    ah)\      R  =  (a;5)»  iy^)*  (xy)  {£^).      E  =  (a^)»  {aa)  (ii(3), 
F  =  (aa)*  xcpf  {bx)  (b% 
M  =  (aa)«  vfo')*  (^7)  l?»^)  («'^)  {c?)  (c^). 
2*  Quatre  covarianls  linéaires  : 

P  =  (a^)'  ^x-     Ç  =  .^i^)*  (73)  (»7)  (««)y*. 
r  =  (a a)*  ,6a)  6„     .^  =  ^a^)*  r/ft  («7)  («^)  (^7)^- 
3«  Trois  covariants  quadratiques  : 

f=al,     H  =  {xpy  a.p„     J  =  f ap)'  (o^)  a^.. 
-i°  Trois  covariants  cubiques  : 

cp  =  al,     Q  =  (a;5)^  (7?)7l^-,     ^-  =   aa)a,al. 

Afin  de  démontrer  que  ce  système  est  complet,  il  faudrait  de  trop  grands 
développements  pour  trouver  place  dans  ce  cours.  >'ous  allons  seulement 
signaler  quelques  relations  remarquables  entre  les  fonctions  de  ce  tableau. 
En  premier  lieu,  J  étant  le  déterminant  fonctionnel  de  /"et  de  H.  on  a  : 

J'-  =  ~  i[(H,  H)--/»  -  2(/,  uy-fR  +  (/,/)*fl«] 

c'est-à-dire, 

•  J»  =  —  ï[R/*  —  2E/*H-f  DH']. 
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Posons,  dans  cette  relation,  Xi  =p2f  X2  =  — /)i,  et  cherchons   ce  que 
deviennent  les  différents  termes  par  cette  substitution.  On  aura 

f=  [apY  =  F,      H  =  (a(3)'  («p)  {Ç.p)  =  [pWy  ; 

mais,  on  a  vu  que 

q  =  (aH)(aa)='H.  =  (j3H)H^. 
Substituons  dans 

q,  =  (pH)H, 

aux  X  les  quantités  ;?;  il  viendra 

(pg)  =  (pll)». 

Donc,  si  on  désigne  par  L  le  déterminant  des  covariants/?  et  g,  la  fonction 
H  se  change  en  L  par  la  substitution  proposée. 
La  forme  J  elle-même  se  transforme  en 

(«H)  {ap)  (%). 

Or,  si  on  remplace  les  x  par  les  a  dans  l'égalité 

on  trouve 

{aq)  =  (pn)(aR). 
Donc, 

(aH)  {ap)  (^p)  =  -  (ap)  (aq)  =  -  M. 

En  substituant  ces  diverses  valeurs,  la  première  relation  devient  : 

M^  =  —  i(RF^  —  2EFL  -f-  DL*). 

§  4. 

FORME  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 

tQ56.  Une  forme  du  quatrième  degré  étant  définie  symboliquement   par 

f=  a^  =  b^  =  ci, 
elle  admet  comme  second  et  quatrième  composés  les  formations 

tt  =  {abyalbl,     i --=--■  {ab)'. 

La  première  est  le  Hessien  de  f  et  la  deuxième  représente  un  invariant 
du  second  degré.  Pour  s'élever  aux  covariants  du  troisième  degré  par  rapport 
aux  coefficients,  on  doit  chercher  les  composés  de /avec  H.  Dans  ce  but, 
calculons  les  diverses  polaires  de 

H  =  Hl  =  (a6)-aît*. 

35 
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Il  vient,  pour  la  première, 


II  »H,,  =  ^-^  {2albsby  +  2a.aybl), 
4 

et  comme  les  symboles  a  et  6  sont  équivalents,  on  a  simplement 

(i)  HiHy  =  (tt6)»alMy. 

La  seconde  polaire  s'obtient  plus  facilement  par  la  formule  de  Clebsch- 
Gordan  que  par  la  méthode  ordinaire.  On  a 

(abyalbl  =  A'[{abyalbl]  +  {xy)  A  [ab)'a.b.-]  +  \{xyr  (aby. 

Le  terme  du  milieu  au  second  membre  est  nul,  et  celte  égalité  se  réduit  à 


d'où 
(2) 


(a6)»ai6j  =  A»H  4--(xy)^ 


mUl^^abyalbl ixy)\ 


La  troisième  polaire  se  déduit  de  la  première  en  échangeant  les  variables; 
il  vient  ainsi 

(3)  HxH*  =  {abyalbyb^. 
Enfin,  la  quatrième  sera  : 

(4)  ai  =  (abralbl. 

Cela  étant,  remplaçons  dans  la  première  polaire  les  y  par  —  C2,  c,  et 
multiplions  par  cl  on  trouve 

(5)  t  =  if,  Uy  =  (cH)dH^  =  {aby  (cb)alb:^l  ; 

c'est  le  covariant  du  sixième  degré  de  la  quartique. 

La  formule  (2)  donne  pour  le  second  composé  de  /"avec  H 

(/,  ny  =  (cH)^clHl  =  (aby  (bcyald-^-d  .  cl. 
Or  l'identité 

(aby  {acyblcl  -j-  {bay  {bcYald  +  (cay  [cbyalbl 

=  ilbcyaj,  +  {acybi  +  {abyc',-] 
se  réduit  à 

{aby{bcyalcl  =  \{bcya* 

si  les  symboles  sont  identiques;  par  suite  il  vient 

(/•.  H)«==i(6c)*a*— -cl, 
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c'est4-dire, 

Le  second  composé  n'est  donc  pas  une  forme  distincle  de  /*.  Cette  formule 
permet  de  calculer  immédiatement  le  quatrième  composé  de  H  avec  lui-même. 
On  peut  écrire 

si  on  remplace  les  a?  par  les  b,  on  trouve 

l(a6)'=^  =  (aH)M«6)'(6H)»; 
mais,  si  on  pose  xt  =  H^  et  x^  =  —  Hi,  dans  l'expression 

il  vient 

(HH')*  =  (a&)*(aH)«(&H)2; 

donc,  en  comparant,  on  aura 

(HH')*  =  (H,  H)*='^, 

o 

et  cet  invariant  n'est  pas  distinct  de  i. 

Remplaçons  encore  dans  (3)  les  3/  par  les  c  et  multiplions  par  Cx.  Il  vient 

(/,H)5  =  (c^Y  CxS^x  =  (ahY  {acY  {bc)  b^c^  =  o, 

car  ce  produit  change  de  signe  en  permutant  b  et  c. 
Enfin,  la  dernière  polaire  fournit  l'invariant 

y  =^  (AH)*  =  (cH)*  =  {aby  (ac)«  {bcy. 

Si  on  réunit  les  formations  indépendantes  que  l'on  vient  d'obtenir,  on  a 
le  tableau  suivant  : 

/=a*,     ^  =  {f,fy  =  (abYalbl, 

t  =  (/,  H)'  =  (fiH)  al^l  =  [aby  (cb)  clalb^, 

i  =  (A  /)*  =  {aby,     j  =  (/.  H)*  =  {aUy  =  (aby  (acy  {bcy. 

C'est  le  système  complet  de  la  quartique.  Il  existe  entre  ces  fonctions  une 
relation  fondamentale  qui  s'obtient  en  appliquant  à  <  la  formule  du  numéro 
247.  On  a 

«'  =  - 1  [(A  /)•  H»  -  2  (/,  H)«  /H  +  (H,  H)'  /•«]. 
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Or 

il  reste  à  calculer  (H,  H)'  ou  le  Ilessien  du  Ilessien.  Soit  le  développement 

(ab)  albl  =  A'  [[ah)  albl]  +  f  (œy)  A^  [{ab}'  albl] 
+  ^  {xy}'  A  [(abj'  «..&.,.]  +  i  {xyY  {aby. 

Le  premier  et  le  troisième  terme  du  second  membre  sont  nuls;  on  peut 
écrire 

(ab)  albl  =  I  (xy)  H^HJ  4--(^2/)^ 

4 

Remplaçons  les  y  par  les  symboles  H',,  —  H',  et  multiplions  par  H^.  Il 

viendra 

(ab)  {bWy  alK  =  f  (IIH')^  HIH,»  +-  H,*, 

4 


(ab)  {hWy  alK  =  I  (H,  H)2  +  -  H. 

4 


ou  bien 

D*un  autre  côté,  on  a  aussi 

{bW)'  E'jiy  =  A  [{buy  u'M  +  ?  M  i^^y 
(A  H)^  =  (/>H')'  n;&x  =  o. 


et  comme 
il  reste 


{bHyKby  =  ^-{xy). 

2 


Remplaçons  les  y  par  les  a  et  multiplions  par  aj.  On  trouve 

{bWy  (ab)  n'^al  =  -aa:al=^f. 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  (/r),  on  aura  finalement 

(H,H)=^  =  3^//'-ltH. 
D'après  ce  résultat,  la  relation  entre  les  formes  du  système  sera 

^57.  Nous  avons  déjà  calculé  les  composés  de  H  avec  lui-même;  il  faut 
maintenant  combiner  les  formes  f^W^t  et  montrer  que  les  invariants  et  les 
covariants  qui  en  résultent  sont  des  fonctions  rationnelles  des  formations  du 
système  de  la  quartique.  Si  on  applique  la  méthode  ordinaire  pour  déterminer 
les  composés  de  /'et  de  H  avec  t,  on  trouve  des  résultats  compliqués  et  diffi- 


—  549  — 

ciles  à  interpréter.  On  arrive  plus  rapidement  au  but  au  moyen  de  la  fonction 
suivante  à  deux  séries  de  variables 

En  lui  appliquant  la  formule  de  Clebsch,  il  vient 

ttiHJ  —  a*  m  =  A*D>  -f  2{x7j)  A^D'ûcp 
+  J^  (xyy  A^D'DJ(p  +  I  {xyY  ADÛ^©  -\-  {  {xy)'  û>. 
L'emploi  du  procédé  12  conduit  aux  résultats  : 

Q.'o  =  (aH)«  [al^l  —  ft^HJ), 
û'(p  =  (aH)«  (a^Hy  +  a^Hx), 

Il  faut  encore  se  rappeler  que,  dans  le  développement,  l'opération  D  a  pour 
effet  de  remplacer  y  par  x  ;  il  s'ensuit  que 

D*(p  =  o,     D^ûcp  =  2  («H)  a|H|  =  2«*, 
D»02(p  ^  o,     DO'cp  =  2  (aH)3  a^Hx  =  o. 

Par  conséquent,  le  développement  se  réduit  à 

ou 

'6)  alH*  —  aJH*  =  4  {xy)  tlt'^. 

Si  on  applique  l'opération  D  à  cette  égalité  en  tenant  compte  de  la  relation 

B[{xy)^]  =  -^{xy)J)'\>, 

t^  étant  une  fonction  du  degré  ^  par  rapport  à  y,  on  trouve 

(7)  «xH^Hx  —  alaAM^  =  5{xy  t'Jl, 

(8)  «^HJH»  —  aJa|H*=  2(ôc?/)f^«y. 

Ces  équations,  à  commencer  par  la  dernière,  donnent  la  première, la  secondv; 
et  la  troisième  polaire  de  la  forme 

i«  =(aH)al.HÎ. 

Il  sera  facile  d'en  déduire  les  composés  correspondants  de  /"et  de  H  avec  t. 
En  premier  lieu,  posons  dans  (8j,   yi  =  h,  y3  =  —  &i  et  multiplions 
par  6|;  il  vient 

f,  {bnybini  -  (abyaibiut  =  2{bt)bîti  =  2(/,  ty  -. 
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par  suite, 
(9)  (A'V=iQ/''-H'). 

Dans  la  même  égalité  substituons  aux  y  les  symboles  H'2,  —  H'i  et  multi- 
plions par  H'I;  on  trouve  aussi 

f.  {mvY\\l%'  —  {awyaiw'^wt  =  2  (H,  ty, 


ou  bien 


/'(i;r-i^H)-^rH  =  2(H,o' 


et,  par  conséquent, 

(10)  (n,o'  =  i/'(y/'-'H). 

En  second  lieu,  remplaçons  dans  (7)  les  y  par  les  b  et  les  H';  multiplions, 
dans  le  premier  cas,  par  bx  et,  dans  le  second,  H'^.  On  obtient 

/•(6H)-^6xH.  +  (ab^a^bAli  =  3(^  0', 
/•(HH')HIxHi  —  {a\V)'aAnm  =  3  (H,  0'- 
les  produits  symboliques  des  premiers  membres  étant  nuls,  on  a 

(11)  (A0*  =  o.     (FI,0*  =  o. 

En  troisième  lieu,  substituons  dans  (6)  aux  y  les  symboles  6  et  H';  il  vient 

f{b^y-{ahY\\  =  ^{f,t)\ 

/*(HH')*  —  (aHTH  =  4(11,0'; 
d'où 

(H,0'  =  l(J^•V-yH). 

Afin  d'arriver  aux  derniers  composés  (f^  ty^  (H,  ty,  considérons  le  dévelop- 
pement 

+  «2 M'  ^[{aUy^.a.]  +  ai(xyy  (aH)*. 

Appliquons  l'opération  A  aux  deux  membres;  en  remarquant  que  le 
produit  symbolique  du  troisième  terme  au  second  membre  est  nul  et 
que  :  A  {xyY  =  o,  il  vient 

(aH)ajHlHy  =  A*«!^  +  a, A  [(^.y)  A^  ^/'l, 
c'est-à-dire, 
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R.empIaçons  les  y  par  les  symboles  h  ;  on  aura 

(ail)  {abf  (feH)  Hl  =  (/•,<).-}.  1  (5,  (^  (f  ; 

mais  (/,  /)^  =0  et  la  forme  du  premier  membre  change  de  signe  en  per- 
mutant a  et  b;  donc 

(/;  «)*  =  o. 

Par  la  substitution  des  symboles  H',  on  trouve  également  que 

(H,  0*  =  o. 

t85H.  Composés  du  covariant  t  avec  lui-même,  La  forme  t  étant  du 
sixième  degré,  les  premier,  troisième  et  cinquième  composés  sont  nuls.  Afin 
de  déterminer  le  second,  remplaçons  dans  (7)  les  y  par  les  symboles  t'  et 
multiplions  par  t'I;  on  aura 

ou 
c'est-à-dire, 

On  tire  de  cette  égalité 

('.  ir=-Tï  6»'  -  2/H/ +'g*  /=)• 

En  second  Heu,  pour  trouver  {t,  ty,  permutons  les  variables  dans  (7);  il 
vient 

Si  on  substitue  aux  y  les  symboles  t\  et  si  on  multiplie  parf'x,  on  trouve 

[atjm^lt',  -  al  {at)  {Utyt',  =  ^itt'jUlC 

Les  produits  du  premier  membre  sont  nuls  ;  car  on  peut  les  regarder  comme 
provenant  de  certains  composés  avec  les  formes  :  {f.  t)*  =0,  (H,  t)*  =  0. 
Donc 

it,ty  =  o. 

Enfin,  la  sixième  polaire  de 

t'^  =  {a\\)aînl 
étant 


I 
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par  la  subtitution  aux  y  des  symboles  t\  on  aura 

[tt'Y  =  (ftH)  {at')'  (Hf)»  =  -  (ai)'  («H)  (fH)^ 
Or,  le  produit  du  second  membre  est  le  quatrième  composé  de  H  avec  la 
forme 

par  suite,  il  vient 

«.  «)•  =  -  [(/■.  ty,  «]*  =  -{  [jf  -  'H,  H]' 

=  -ilifAH)'-î\El,H)<], 
c'est-à-dire, 

On  voit  donc  que  tous  les  invariants  et  les  covariants  que  Ton  obtient  par 
les  composés  de  /*,  H,  <  sont  des  fonctions  rationnelles  des  diverses  formations 
du  système  de  la  quadrique. 

959.  Considérons,  pour  terminer,  la  forme  quartique  composée 

/+ÀH 

et  désignons  par  H;^,  t..  i^,  j)  les  valeurs  de  H,  É,  i,  /  pour  cette  nouvelle 
fonction.  On  peut  les  calculer  avantageusement  par  le  procédé  d'Aronbold 
(N"  243),  comme  nous  allons  l'indiquer.  Il  faut  remplacer  dans  les  premières 
les  coefficients  flo,  «i,  c^2,  «i  par 

«t:  «1»  «3C2,  «5  étant  les  coefficients  de  la  forme  H. 
On  aura,  en  premier  lieu,  par  la  formule  de  Taylor, 


Hà  =  H  +  A^H  + 


>; 


a*H 


Or, 


I    .  2 

H  =  {ahyalhl  ; 
par  l'application  du  procédé  (5,  on  trouve 

En  substituant,  il  vient 


ou 


Hx=H{i-i.À')  +  /-(i>A  +  i/X'). 
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On  sait  que  t  est  le  déterminant  fonctionnel  de  /"  et  de  H  ;  t)^  sera  également 
le  Jacobien  de  /  -f-  /H  et  de  H.  ;  par  suite,  on  a 


ti  = 


dx 


itX  +  i;À>,     i-i^^ 


df  du 

dx\  dxx 

d£  dH 

dx2  dxt 


D*oii  on  tire  t 

La  forme  nourelle  t\  ne  diffère  de  t  que  par  un  facteur  constant. 
Pour  calculera,  on  prend  le  développement 


Or, 
et,  on  en  déduit 

donc,  on  aura 


2 


i  =  {ahY; 

Si  =  2  (a^y  =  2/, 

\H  =  2  (RWy  =  2  ^-  ; 
o 


Enfin,  pour  déterminer  j\ ,  on  écrit  d'abord 


/^  =  /+Hy  +  7— JV-+ 


3^j. 


1.2  1.2.3 

car;  est  du  troisième  degré,  et  il  est  représenté  symboliquement  par 

^-  =  {aby(ac)^[bc)\ 

Une  première  opération  ô  donne 

6;  =  3(a6)»(aH)*(6H)*; 

mais^  si  dans  l'expression 

h;*  =:  (aby  albl 


{ 


\ 


-v 


V    \ 


K 
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on  remj  Iact>  les  x  par  les  symboles  H,  on  obtient  t 

par  suite,  ^        ^ 

Une  second    application  du  procédé  ^  conduit  à  la  valeur 

a*;  =  3.2(aH')MaH)MHH')'. 
On  sait  que 

et,  en  introduisant  les  symboles  H'  au  lieu  des  a?,  on  a 

(aH)»  {aWf  (HH')'  =  ^  («H')*  =  |  ; 

par  conséquent, 

(J'y  =  îy. 

Enfin,  il  vient  encore  d'après  l'expression  ci-dessus 
av  =  3.2  (irH')»  (H"H)MHH')^ 
Remarquons  que  l'expression 

(H''H7(H''H)«(HH0' 
représente  le  7  de  H.  On  sait  que 

/  =  («H)% 
c'est-à-dire  que  ;  s'obtient  en  substituant  aux  x  les  symboles  a  At  f  dans  H^  ; 
de  même,  pour  trouver  le  /  de  H,  prenons  le  Hessien  du  Hessien  : 

et  remplaçons  les  x  par  les  symboles  H'  de  H  ;  il  vient 


{j(aWY~iim')^  =  lf 
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Conformément  à  ces  résultats,  on  trouve  finalement 

j   =  /■  +  i  '■''»  +  î  if>^'  +  (i  /'  -  J5  i')  ''■'■ 
On  arrive  encore  aux  valeurs  que  l'on  vient  d'obtenir  par  la  formation 
directe  des  cr  '  iposés.  Par  définition,  on  a  : 

Hi=  [/•+/H,/-+AH]'  =  (r,/)='  + 2)1  (/,  H)«  + X«(H,  H)', 

OU  bien 


En  second  lieu, 

i:  =  if+m,  Bxv  =  [f  +  7H,  H  (I  - 1  z;.«)  +  /•(!,>  4-  -î  y/»n 

=  (I  -  i  »/-,(/,  H)'  +  (ii/  +  l;7^)(^./^ 

+  ;l(I--^•/^MH,II)'  +  /(ia/+l;/*)(^,n^ 


mais, 


donc 


C/,  /•)'  ==  o,  (H,  H)'  =  o.  (A  H)'  =  L  (H,  /!«  =  -  /; 


En  troisième  lieu, 

n  =  [/+AH,/'+  >H]«  =  if,  lY  4.  2?,  (f,  H)'  +  /'  (H,  H)', 

OU 

Enfin, 

/)  =--  [f+m,  H  (I  -  i  ,•;.•)  +  f{\a  +i  /à>^]. 

=  (  1  -  ^  »•'')  (f.  H)'  +  (I  .-A  + 1  y/')  (/,  /)' 
+  /  (I  -  i  i/,»)  (H,  H)«  +  A  (i  a  +  i  /;,=>)  (u ,  /)', 

OU  bien, 

A  =  (  I  -  i  il'')  /  +  (irt  +  i  /A')  î  +  ^  (  I  -  i  «•?'')  i  +  >  (i  A  + 1  A')  /, 

c'est-à-dire, 

h  =  /  +  ï  «•'>  +  i  ^P'  +  (i/  -  »^  i')  >^ 

Il  est  temps  de  terminer  celte  introduction  à  la  théorie  des  fnrmp-  i^e 
briques.  Les  principes  de  la  méthode  symbolique  que  nous  venons  d'exposer, 
en  restant  dans  le  domaine  des  formes  binaires,  se  généralisent  d'eux-mêmes 
pour  une  forme  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Or  j^eul  comprendre 
maintenant  l'utilité  et  l'avantage  de  cette  méthode  pour  l'étude  des  fondions 
algébriqies  en  général;  elle  constitue  une  des  idées  les  plus  fécondes  émisas 
depuis  peu  dans  la  science.  Les  développements  considérai 'es  qu'elle  a  reçus 
aujourdTiui  occupent  déjà  une  place  importante  dans  l'anal   se  mathématique. 
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